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АННОТАЦИЯ. Ударные волны в оптимальном управлении образованы точками, в которых кончаются
две или более экстремальных траекторий. Дается топологическая классификация их бифуркаций
общего положения, возникающих с течением времени (перестроек), в размерностях два или три для
классической задачи оптимального управления с гладким гамильтонианом.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Предметом данной статьи являются особенности и перестройки (= бифуркации, метаморфозы
или переходы) ударных волн в классической задаче теории оптимального управления со свободной
начальной точкой. Точки, в которых кончаются две или более экстремальных траекторий, обра-
зуют ударные волны, эволюционирующие с течением времени. В статье дается классификация
перестроек ударных волн на плоскости и в пространстве при некоторых сильных условиях на
данные задачи оптимального управления. А именно, начальные условия и гамильтониан предпола-
гаются гладкими; здесь и далее этот термин означает бесконечную дифференцируемость. Данная
работа является обобщением статьи [8], в которой дана классификация перестроек разрывов в по-
тенциальных решениях уравнения Бюргерса и в вязких решениях уравнения Гамильтона—Якоби
с выпуклым гамильтонианом. Оказывается, что все эти классификации одни и те же.
Начальное условие и гамильтониан рассматриваемой задачи оптимального управления гладки;

см. п. 1.1 по поводу всех определений. Но ударные волны появляются даже в этом случае: их
локальные особенности и перестройки описываются в физически интересных размерностях d � 3

Работа частично поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проект № 02-01-00655) и гран-
тами INTAS-00-0259 и NWO-RFBR-047.008.005.
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в предположении, что начальное условие— гладкая функция общего положения, а гамильтониан
фиксирован. Это означает, что нас интересуют только особенности и перестройки, устойчивые
относительно любых достаточно малых возмущений гладких начальных условий, но не фиксиро-
ванного гамильтониана. Другие особенности и перестройки можно «убить» произвольно малым
возмущением начального условия.
Оказывается, что в типичные моменты времени ударная волна общего положения имеет осо-

бенности из конечного списка и подвергается перестройке в отдельные моменты времени. Для их
описания рассмотрим так называемую мировую ударную волну, лежащую в пространстве-времени
и образованную точками, в которых кончаются две или более траектории; рассматриваемые вы-
ше ударные волны или мгновенные ударные волны—это в точности сечения мировых ударных
волн изохронами t = const. Число топологически различных перестроек общего положения также
оказывается конечным.
Рисунок 1 иллюстрирует хорошо известный случай d = 1. Мгновенная ударная волна состоит

из изолированных точек, а мировая ударная волна— кривая на плоскости, имеющая регулярные,
тройные и концевые точки. Все эти возможности указаны во второй строке. В типичные моменты
времени мгновенная ударная волна может подвергаться перестройкам, изображенным на рис. 1
черными стрелками. А именно, любая тройная точка мировой ударной волны дает пару точек
мгновенной ударной волны, а концевая точка мировой ударной волны порождает новую точку
мгновенной ударной волны. Эти две перестройки и исчерпывают все перестройки общего положе-
ния; любая другая перестройка может быть «убита» произвольно малым возмущением начального
условия.

РИС. 1. Особенности мировых ударных волн на плоскости и перестройки мгновен-
ных ударных волн на прямой.

Рисунок 2 иллюстрирует случай d = 2. Мировая ударная волна— это поверхность с особенностя-
ми; все эти особенности изображены во второй строке. Мгновенная ударная волна— это кривая,
которая может иметь тройные и концевые точки— те же особенности, которые имеют мировые
ударные волны в случае размерности d = 1. В типичные моменты времени других особенностей
нет, но они встречаются в отдельные моменты времени. А именно, мгновенная ударная волна мо-
жет подвергаться перестройкам, изображенным на рис. 2 черными стрелками. (Стрелки с двумя
наконечниками изображают перестройки, не меняющиеся при изменении направления времени.)
Эти 9 перестроек исчерпывают все перестройки общего положения; любая другая перестройка
убивается произвольно малым возмущением начального условия.
Рисунки 3, 4 и 5 иллюстрируют случай d = 3. В этом случае невозможно нарисовать осо-

бенности мировых ударных волн, поскольку они лежат в четырехмерном пространстве-времени.
Мгновенная ударная волна представляет собой поверхность, которая может иметь особенности,
происходящие из особенностей мировых ударных волн в рассмотренной выше размерности d = 2.
В типичные моменты времени снова других особенностей нет, но они встречаются в отдельные
моменты времени. А именно, мгновенная ударная волна может подвергаться перестройкам, по-
казанным на рис. 3, 4 и 5 черными стрелками. Эти 26 перестроек исчерпывают все перестройки
общего положения; любая другая убивается произвольно малым возмущением начального условия.
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РИС. 2. Особенности мировых ударных волн и перестройки мгновенных ударных
волн на плоскости.

РИС. 3. Перестройки мгновенных ударных волн в пространстве (начало).

Благодарности. Настоящая работа написана после конференции по дифференциальным уравне-
ниям и динамическим системам (Суздаль, 2002). Автор благодарен А. А. Давыдову— организатору
этой конференции за очень полезные обсуждения и некоторые замечания.

1.1. Задача оптимального управления. Рассмотрим следующую классическую задачу опти-
мального управления со свободной начальной точкой на многообразии Xd размерности d � 3:


ϕ(x, t) = min

u
Fx,t[u], Fx,t[u] = ϕ0(x(0)) +

∫ t

0
L(u(τ), x(τ), τ)dτ,

ẋ(τ) = v(u(τ), x(τ), τ),

x(t) = x,

(1)

где начальное условие ϕ0 гладко (всюду в этой статье термин «гладкость» означает бесконеч-
ную дифференцируемость), u : [0, t] → U —непрерывная траектория в пространстве управляющих
параметров, а функция x : [0, t]→ X удовлетворяет заданным дифференциальному уравнению и на-
чальному условию. Решение ϕ рассматриваемой задачи оптимального управления (1) есть функция
от конечной точки x ∈ X и времени t ∈ R.
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РИС. 4. Перестройки мгновенных ударных волн в пространстве (продолжение).

РИС. 5. Перестройки мгновенных ударных волн в пространстве (окончание).

По определению, мировая ударная волна S̄ —это замыкание множества точек, в которых кон-
чаются две или более минимальных траекторий:

S = {(x, t) ∈ X × R | ∃ u1 �≡ u2 : ϕ(x, t) = Fx,t[u1] = Fx,t[u2]} .
Сечения S̄t∗ = S̄ ∩ {t = t∗} мировой ударной волны изохронами называются мгновенными удар-
ными волнами, которые могут подвергаться перестройкам (= переходам, бифуркациям или мета-
морфозам) с течением времени t.
Рассмотрим гамильтониан этой задачи оптимального управления:

H(p,x, t) = max
u
{p · v(u,x, t)− L(u,x, t)} .

Предположим, что выполнены следующие условия:
• гамильтониан H : T ∗X × R→ R— гладкая функция;
• задача Коши 



ṗ(τ) = −Hx(p(τ), x(τ), τ),

ẋ(τ) = Hp(p(τ), x(τ), τ),

p(t) = p,

x(t) = x

(2)

для гамильтоновых уравнений имеет единственное решение на отрезке [0, T ], T > 0, для
любых (p,x) ∈ T ∗X и t ∈ [0, T ].
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Решение рассматриваемой задачи оптимального управления (1) имеет следующее представление
в виде минимума: 


ϕ(x, t) = min

p
F (p,x, t),

F (p,x, t) = ϕ0(x(0)) +
∫ t

0
{p(τ)ẋ(τ)−H(p(τ), x(τ), τ)} dτ,

где p(τ), x(τ)—решение задачи Коши (2). Конечно, F — гладкая функция, которая в механике
называется действием, определенным гамильтонианом H вдоль его траектории с концом в точ-
ке (p,x, t).
Множество S состоит из таких точек, что функция F достигает своего минимального значения

по p в двух различных точках

S = {(x, t) ∈ X × R | ∃p1 �= p2 : ϕ(x, t) = F (p1,x, t) = F (p2,x, t)} .
Действие F гладко, но тем не менее решение ϕ задачи оптимального управления только непрерыв-
но и может быть не дифференцируемым в некоторых точках. Для действия F общего положения
это может быть только в точках мировой ударной волны S̄.
Далее будут описаны локальные особенности и перестройки мгновенных ударных волн в фи-

зически интересных случаях размерностей d � 3 при условии общности положения начального
условия и фиксированном гамильтониане. Формально это означает, что это описание применимо
только для открытого плотного подмножества в пространстве всех гладких начальных условий.
Предполагается, что это пространство снабжено так называемой топологией Уитни, определение
которой можно найти, например, в [1, § 2.3, замечание 2)]. Другими словами, нас интересуют
только устойчивые по отношению к любым достаточно малым возмущениям начального условия
особенности и перестройки. Остальные особенности и перестройки убиваются произвольно малым
возмущением начального условия.
Оказывается, что такая мгновенная ударная волна общего положения есть гиперповерхность,

которая в типичные моменты времени имеет особенности из конечного (с точностью до диффео-
морфизмов) списка. Во всех этих моментах времени ударная волна локально не меняется при диф-
феоморфизмах. Однако в отдельные моменты времени она подвергается локальным перестройкам:
мгновенные ударные волны при перестройке не диффеоморфны друг другу при близких моментах
времени. Мгновенная ударная волна в момент перестройки сама имеет особенности, которые не
принадлежат конечному списку.
Далее будет получена топологическая классификация перестроек мгновенных столковений об-

щего положения. Их гладкая классификация бесконечна: появляются непрерывные инварианты
или модули. Конечная топологическая классификация детально описана в разделе 2 и является
основным результатом данной статьи (теорема 1).
Общий план классификации состоит в следующем.

1.2. Перестройки ударных волн действия F общего положения. Во-первых, забудем, что F —
действие и рассмотрим эту функцию как гладкую функцию общего положения. С помощью методов
теории особенностей в разделе 3 будут описаны все особенности и перестройки ударных волн при
d � 3, устойчивые относительно малого возмущения самой функции F . Другие особенности и
перестройки можно убить произвольно малым возмущением функции F .
Особенности мгновенных ударных волн в типичные моменты времени и особенности мировых

ударных волн описаны в [5]. Впервые мгновенные перестройки были опубликованы в [3]. Оба
классификационных списка конечны при соответствующем отношении эквивалентности, гладкого
для особенностей и топологического для перестроек.
Но можно ли рассматривать действие F как функцию общего положения? В самом деле, F —

не произвольная функция, а функция, определенная начальным условием ϕ0 и фиксированным
гамильтонианом H. Привносит ли это обстоятельство новые особенности и перестройки удар-
ных волн, устойчивые относительно малых возмущений только начальных условий, а не самого
действия? Существуют ли особенности или перестройки ударных волн, которые нельзя убить
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произвольно малым возмущением начального условия, но которые исчезают при таком малом воз-
мущении действия?
Оказывается, что ответы на эти вопросы отрицательны: общая теорема по этому поводу опуб-

ликована в [4]. Поэтому все особенности и перестройки мгновенных ударных волн с начальными
условиями общего положения принадлежат предъявленным спискам.

1.3. Топологические ограничения, запрещающие некоторые перестройки. С другой сторо-
ны, существуют ли особенности или перестройки из указанных списков, которые не могут быть
реализованы ударными волнами, когда F действительно есть действие? Оказывается, что такие
особенности существуют, но запрещенных перестроек мало для рассматриваемых задач оптималь-
ного управления. По-видимому, впервые это обстоятельство было замечено С. Н. Гурбатовым
и А. И. Сайчевым в простейшем случае L(u,x, t) = u2/2, v(u,x, t) = u. Во-первых, изохрона
t = const не может быть касательной к мировой ударной волне в ее точках гладкости; это огра-
ничение запрещает все перестройки A2

1. Во-вторых, несколько перестроек необратимы: они могут
встречаться лишь при одном направлении времени, например, треугольник из ударных волн может
исчезнуть при перестройке A3

1, но не может появиться. Универсальное топологическое ограничение
состоит в следующем:

Локальная ударная волна после перестройки стягиваема (гомотопически эквивалентна
точке). Например, треугольник из ударных волн гомотопически эквивалентен окружности, а не
точке, а значит, и не может появиться.
Это топологическое ограничение явно проверено в [3] только для всех перестроек общего по-

ложения при d � 3. А именно, запрещенные перестройки не могут быть реализованы никаким
действием ввиду некоторых явных, но сложных алгебраических условий. В разделе 4 это ограни-
чение будет доказано для существенно более широкого класса перестроек во всех размерностях.
На самом деле это условие почти эквивалентно другому топологическому условию, предложенно-
му и доказанному в [2] во всех размерностях и не только для перестроек общего положения. Кто
знает, почему никто не замечал этой простой эквивалентности в течение многих лет?

2. КЛАССИФИКАЦИЯ

2.1. Простые минимумы. Если в собственных локально гладких (вообще говоря, криволиней-
ных) координатах рассматриваемая функция имеет вид

p2j
1 + p2

2 + · · ·+ p2
d + const,

то она достигает минимума в точке p = 0. В теории особенностей такой минимум называется
A2j−1. Показатель µ = 2j − 1 называется кратностью минимума. Число k = µ − 1 = 2j − 2
называется коразмерностью минимума. Любой невырожденный минимум гладкой функции есть
A1 —это следствие хорошо известной леммы Морса. Минимумы A3, A5, . . . вырождены, поскольку
ранг их вторых дифференциалов равен d − 1. Поэтому легко найти минимум, не принадлежащий
ряду A2j−1; простейший такой минимум— это

X9 : p4 + 2C p2q2 + q4 + const, C > −1, C �= 1,

где C —модуль или непрерывный инвариант с точностью до гладкой замены переменных. (Если
C = 1, то 0— также минимум, но его название не X9.)

2.2. Классификация точек ударных волн. Если точка (x∗, t∗) лежит на ударной волне, то
функция F (·,x∗, t∗) достигает своего минимального значения либо в нескольких точках, либо в
вырожденной точке. Это означает, что эти минимумы можно записать в виде одного слова типа
A2

1A3, которое означает «два (невырожденных) минимума A1 и один (вырожденный) минимум A3».
Такое слово называется именем точки (x∗, t∗).
Например, типичная точка ударной волны общего положения имеет вид A2

1. Ударная волна в
окрестности этой точки представляет собой гладкую гиперповерхность, претерпевающую особен-
ности в точках A3

1, A3, . . . . Точка A1 лежит вне ударной волны.
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2.3. Ударные волны на прямой: d = 1. Если действие F —произвольная гладкая функция, то
мировая ударная волна— кривая на плоскости, которая наряду с точками гладкости A2

1 может
иметь тройные точки A3

1 и тройные точки A3. Кривая общего положения с такими предписанными
особенностями может порождать 6 различных перестроек ее сечений, являющимися изолирован-
ными точками. Все эти возможности, появление или исчезание пары точек, удвоение точки или
слияние двух точек, а также появление или исчезание точки показаны на рис. 1 белыми и черными
стрелками.
Какая же из этих перестроек реализуется «настоящими» ударными волнами, т.е. ударными

волнами в задаче оптимального управления? В соответствии с хорошо известным энтропийным
условием, возможны только две из них. А именно, слияние двух точек и появление одной точ-
ки— «настоящие» перестройки; они показаны на рис. 1 черными стрелками. Четыре запрещенных
перестройки изображены белыми стрелками. Они могут быть объяснены также с помощью топо-
логических ограничений: пустое множество и пара точек не стягиваемы.

2.4. Ударные волны на плоскости: d = 2. Пусть действие F —произвольная гладкая функция
общего положения. Тогда мгновенная ударная волна в типичный момент времени— кривая, которая
наряду с точками гладкости A2

1 может иметь тройные точки A3
1 и концевые точки A3; те же

особенности встречаются у мировой ударной волны в предыдущей размерности d = 1. Мировая
ударная волна— это поверхность, которая наряду с точками гладкости A2

1 может иметь следующие
особенности: A3

1, A3, A4
1 и A1A3, изображенные на рис. 2. Особенности A4

1 и A1A3 —новые по
сравнению со случаем предыдущей размерности и встречаются в изолированных точках мировой
ударной волны. Особенности A3

1 и A3 образуют кривые— тройные линии и ребра.
Поверхность общего положения с такими предписанными особенностями порождает 18 различ-

ных перестроек ее сечений изохронами; все они показаны на рис. 2 белыми и черными стрелками.
Перестройка A2

1 возникает, когда изохрона касательна к поверхности в точке гладкости, а пере-
стройки A3

1 и A3 случаются при касании изохроны тройной линии или ребра. Однако незапрещен-
ными являются только 9 перестроек в силу топологического ограничения и могут реализовываться
«настоящими» ударными волнами. Они изображены черными стрелками. (Белыми стрелками обо-
значены запрещенные перестройки.)

2.5. Ударные волны в пространстве: d = 3. Пусть снова действие F —произвольная гладкая
функция общего положения. Тогда мгновенная ударная волна в типичный момент времени— это
поверхность, которая, наряду с точками гладкости A2

1, может иметь тройные линии A
3
1, ребра A3,

а также отдельные особенности A4
1 и A1A3; те же особенности встречаются в мировых ударных

волнах в предыдущей размерности d = 2. Мировая ударная волна помимо точек гладкости A2
1

может иметь следующие особенности: A3
1, A3, A4

1, A1A3, A5
1, A

2
1A3 и A5. Особенности A5

1, A
2
1A3

и A5 —новые по сравнению с предыдущей размерностью и встречаются в изолированных точках
мировой ударной волны. Особенности A4

1 и A1A3 образуют кривые, а особенности A3
1 и A3 —

поверхности.
В этом случае имеется 42 различные перестройки; все они изображены на рис. 3, 4 и 5 белыми

и черными стрелками. Однако только 26 из них не запрещены топологическим ограничением и
могут быть реализованы «настоящими» ударными волнами. Они изображены черными стрелками.
(Белые стрелки обозначают запрещенные перестройки.)

2.6. Нормальные формы. Формулы, описывающие особенности ударных волн, приведены в та-
блице 1. Фунции из второго столбца таблицы 1— нормальные формы решения задачи оптималь-
ного управления в локальных гладких координатах (α, β, . . . ) относительно сложения с гладкой
функцией. Множество точек, в которых нормальные формы не гладки, описывает мировую ударную
волну в окрестности точки с указанным именем. Ее координаты равны α = β = · · · = 0. Вообще
говоря, координаты (α, β, . . . )—криволинейные и перемешивают пространственные координаты x
и время t. Кроме того, эти нормальные формы описывают решение задачи оптимального управле-
ния и его мгновенные ударные волны в типичные моменты времени. В этом случае (α, β, . . . )—
локальные гладкие координаты на многообразии X.
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Имя Решение задачи управления
Время

d = 1 d = 2 d = 3

A2
1 min{α, 0} ±(α+ β2) ±(α+ β2 + γ2)

α+ β2 − γ2
±(α+ β2 + γ2 + δ2)
±(α+ β2 + γ2 − δ2)

A3
1 min{α, β, 0} ±(α+ β) ±(α+ β + γ2)

±(α+ β − γ2)

±(α+ β + γ2 + δ2)
±(α+ β + γ2 − δ2)
±(α+ β − γ2 − δ2)

A4
1 min{α, β, γ, 0} ±(α+ β + γ)

α+ β − γ
±(α+ β + γ + δ2)
±(α+ β + γ − δ2)
±(α+ β − γ + δ2)

A5
1 min{α, β, γ, δ, 0} ±(α+ β + γ + δ)

±(α+ β + γ − δ)

A3 min
p

(p4 + αp2 + βp) ±α ±(α+ γ2)
±(α− γ2)

±(α+ γ2 + δ2)
±(α+ γ2 − δ2)
±(α− γ2 − δ2)

A1A3 min
{
α,min

p
(p4 + βp2 + γp)

} ±(α+ β)
±(α− β)

±(α+ β + δ2)
±(α+ β − δ2)
±(α− β − δ2)
±(α− β + δ2)

A2
1A3 min

{
α, β,min

p
(p4 + γp2 + δp)

} ±(α+ β + γ)
±(α+ β − γ)
±(α− β + γ)

A5 min
p

(p6 + αp4 + βp3 + γp2 + δp) ±α

ТАБЛИЦА 1. Нормальные формы особенностей и перестройки ударных волн

Перестройки мгновенных ударных волн описываются нормальными формами времени из та-
блицы 1. Мировая ударная волна описывается вторым столбцом, а временная координата равна

t(α, β, . . . ) = t∗ + σ(α, β, . . . ),

где t∗—момент перестройки, а σ—нормальная форма из трех столбцов, соответствующих раз-
мерностям d = 1, 2, 3, соответственно. Пустая клетка таблицы 1 означает, что соответствующая
особенность мирового столковения не встречается в данной размерности.
Перестройки при d = 1, 2, 3 из таблицы 1 изображены на рис. 1–5 стрелками. А именно, каждая

перестройка показана тремя сечениями мирового сечения изохронами

t(α, β, . . . ) = t− < t∗, t(α, β, . . . ) = t∗, t(α, β, . . . ) = t+ > t∗.

Стрелки показывают направление от t− к t+. t±-Сечения имеют только особенности общего поло-
жения, но одна точка t∗-сечения— точка не общего положения; она является точкой перестройки,
а ее координаты равны α = β = · · · = 0. Перестройки, не изменяющиеся при обращении времени,
изображаются стрелками с двумя наконечниками � на рисунках, а их функции σ из таблицы 1
не содержат ±. Знак «±» в таблице 1 означает, что перестройка изменилась после обращения
времени, ↑ на рисунках означает +, а ↓ означает −.
К сожалению, если рассматривать только гладкие координаты, то было бы невозможным дать

нормальные формы времени: должно существовать достаточно много непрерывных инвариантов.
Другими словами, гладкая классификация перестроек мгновенных ударных волн бесконечна. По-
этому для описания перестроек ударных волн допускается, что координаты (α, β, . . . ) непрерывно
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дифференцируемы по сечениям, но, тем не менее, они должны быть гладкими вне мировых удар-
ных волн. Значит, первые производные ∂(α, β, . . . )/∂(x, t) могут иметь скачки на самой мировой
ударной волне.
Основной результат данной статьи— это следующая теорема.

Теорема 1. Пусть d � 3, T > 0, а начальное условие— гладкая функция. Тогда любая пе-
рестройка мгновенной ударной волны до времени T описывается в некоторых координатах
(α, β, . . . ) парой нормальных форм из таблицы 1. Координаты (α, β, . . . ) непрерывно дифферен-
цируемы по сечениям и гладки вне мировой ударной волны.

Но встречаются не все перестройки из таблицы 1; для реальных перестроек локальная мгно-
венная ударная волна после перестройки должна быть стягиваемой. Такие перестройки изобра-
жены на рис. 1 (d = 1), рис. 2 (d = 2) и рис. 3–5 (d = 3) черными стрелками.

Замечание 1. Термин «общего положения» означает «из открытого плотного подмножества».
Предполагается, что пространство всех гладких начальных условий снабжено так называемой
топологией Уитни. Если T = ∞, то теорема справедлива только для некоторого плотного под-
множества начальных условий, которое может и не быть открытым.

Замечание 2. Другой путь интерпретации данной классификации перестроек состоит в исполь-
зовании гладких координат, но другой эквивалентности решений задачи оптимального управления.
А именно, вместо прибавления гладкой функции допускается диффеоморфизм графиков решения
и его нормальной формы в то же время. Все детали этого обсуждаются в п. 3.3.

2.7. Гладкость F . В данной работе предполагается бесконечная дифференцируемость действия
F , которая гарантируется бесконечной дифференцируемостью начального условия ϕ0 и гамильто-
ниана H. Возможно, что теорема 1 верна и в случае, когда F ∈ Cd+3 по всем переменным (u, x, t).
Тогда координаты (α, β, . . . ) из теоремы 1 непрерывно дифференцируемы по сечениям, как и ранее,
но только непрерывно дифференцируемы вне мировой ударной волны. Решающий момент в этом
вопросе составляет лемма 1: замена h должна быть по крайней мере непрерывно дифференцируема.

3. ФУНКЦИИ МИНИМУМА

3.1. Семейства функций. Гладкая функция общего положения может иметь только невыро-
жденные локальные минимумы A1. Все вырожденные минимумы могут быть убиты произвольно
малым возмущением исходной функции. Другими словами, вырожденные минимумы неустойчивы
относительно малых возмущений исходной функции. Например, p4 —простейший вырожденный
минимум A3 в случае одной переменной, который становится невырожденным при возмущении
p4 + εp2, где ε > 0. Однако вырожденные минимумы становятся устойчивыми относительно малых
возмущений, если рассматривать не сами функции, а их семейства. Например, семейство

F (p, λ) = p4 + λ1p
2 + λ2p

функций от p, зависящее от параметра λ = (λ1, λ2), имеет минимум A3, если λ = 0. Любое доста-
точно малое возмущение F ∗ семейства F приводит к вырожденному минимуму по p в некоторой
точке p = p∗ для некоторых значений параметра λ = λ∗. Для нахождения p∗ и λ∗ достаточно
решить систему уравнений F ∗

p (p∗, λ∗) = F ∗
pp(p∗, λ∗) = F ∗

ppp(p∗, λ∗) = 0, которая имеет единственное
решение согласно теореме о неявной функции (также как и такая же система для F ).
Вообще говоря, вырожденный минимум A2j+1 может достигаться функцией, зависящей в общем

положении от n � 2j параметров, и может быть убит произвольно малым возмущением исходного
семейства для меньших n. Следующая лемма 1 локально описывает все семейства общего положе-
ния, содержащие минимумы A2j+1 в случае одной переменной.

Лемма 1. Пусть функция F (·, λ∗) из семейства F общего положения функций от одной
переменной, зависящего от n � 2j параметров, имеет минимум A2j+1 в точке p∗. Тогда
семейство F в окрестности точки (p∗, λ∗) может быть приведено к нормальной форме

F (p, λ) = p2j+2 + λ1p
2j + · · ·+ λ2jp
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с помощью гладкой замены λ �→ h(λ) параметров, гладкой замены переменных p �→ g(p, λ),
гладко зависящей от параметров, а также добавлением F (p, λ) �→ F (p, λ) + c(λ) гладкой
функции от параметров.

Доказательство. В самом деле, после замены p �→ p+ p∗ можно написать

F (p, λ) = a(p, λ)p2j+2 + b0(λ)p2j+1 + b1(λ)p2j + · · ·+ b2j(λ)p+ c(λ),

где a(0, λ∗) = 1 и b0(λ∗) = b1(λ∗) = · · · = b2j(λ∗). Замена p �→ p/ 2j+2
√
a(p, λ) дает a ≡ 1, а замена

p �→ p − b0(p, λ)/(2j + 2) убивает b0. Остается рассмотреть b1, . . . , b2j как новые параметры в
окрестности λ∗ (принимая во внимание, что F —общего положения) и убить c. Лемма доказана.

Минимум X9 встречается в семействах функций общего положения только в случае, когда число
параметров n � 7. А именно, три вторых производных и четыре третьих производных должны быть
равными 0; получаем в точности 7 лишних условий для точки минимума.

3.2. Особенности. Пусть F (p, λ)— семейство функций от p = (p1, . . . , pd), гладко зависящее от
параметров λ = (λ1, . . . , λn). Тогда функция

ϕ(λ) = min
p
F (p, λ)

называется функцией минимума семейства F . По определению, ударная волна семейства F —это
замыкание S̄(F ) множества

S(F ) = {λ | ∃p1 �= p2 : ϕ(λ) = F (p1, λ) = F (p2, λ)} ,
состоящего из таких точек, что функция F достигает своего минимума по p в двух различных
точках.
Если семейство F гладко, а функция F (·, λ∗) имеет только невырожденный глобальный мини-

мум, то функция минимума ϕ гладка в окрестности точки λ∗. Если же функция F (·, λ∗) достигает
глобального минимума в нескольких точках или если точка ее глобального минимума вырождена,
то функция минимума ϕ может иметь особенности в точке λ∗. Другими словами, если

S(ϕ) = {λ | ϕ /∈ C∞(λ)}
обозначает множество точек, в которых ϕ не гладка, то S(ϕ) ⊂ S̄(F ).
Для исследования особенностей функции минимума гладких семейств общего положения за-

метим, что если число параметров n � 6, то достаточно рассматривать только функции одной
переменной. В самом деле, если n � 6, а функция F (·, λ∗) достигает минимума в точке p∗, то
получаем, что rank ‖Fpp(p∗, λ∗)‖ � d − 1, так как случай d − 2 требует, по крайней мере, семи
параметров. Пусть, например,

det
∥∥∥∥ ∂2F

∂(p2, . . . , pd)2

∥∥∥∥ �= 0;

тогда
ϕ(λ) = min

p
F̃ (p, λ), F̃ (p1, λ) = min

p2,...,pd

F (p, λ),

где F̃ — гладкое семейство гладких функций от одной переменной.
Если F — семейство гладких функций общего положения, гладко зависящее от n � 4 параметров

λ = (λ1, . . . , λn), то возможны только следующие комбинации минимумов на одном и том же
уровне:

• A1;
• A2

1 при n � 1;
• A3

1, A3 при n � 2;
• A4

1, A1A3 при n � 3;
• A5

1, A
2
1A3, A5 при n = 4.
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Например, комбинация A2
1A3 означает, что рассматриваемая функция имеет два минимума A1,

один минимум A3, причем значения этой функции в этих точках одинаковы.
Применяя лемму 1 во всех этих случаях к последнему минимуму и рассматривая значения

других минимумов A1 как новые параметры, получаем следующую теорему.

Теорема 2 (см. [5]). Если F — семейство общего положения гладких функций, гладко зави-
сящее от n � 4 параметров λ = (λ1, . . . , λn), то его функция минимума

ϕ(λ) = min
p
F (p, λ)

может быть сведена к одной из следующих нормальных форм с k � n в окрестности точки λ∗:
• Ak+1

1 , k � 0: min{λ1, . . . λk, 0};
• Ak−2

1 A3, k � 2: min
{
λ1, . . . λk−2,min

p
(p4 + λk−1p

2 + λkp)
}
;

• A5, k = 4: min
p

(p6 + λ1p
4 + λ2p

3 + λ3p
2 + λ4p),

с помощью гладкой замены параметров и добавления к ним гладкой функции от этих пара-
метров. Кроме того, S(ϕ) = S̄(F ) для семейства F общего положения и для любого n <∞.

Эти нормальные формы приведены в таблице 1, где (α, β, γ, δ) = (λ1, . . . , λ4). Все они, кроме
A1, не гладки в некоторых точках, образующих ударную волну в λ-пространстве. Ударная волна
гладка в случае A2

1 (λ1 = 0), имеет край в случае A3 (λ1 � 0, λ2 = 0) и обладает более сложными
особенностями в остальных случаях. Каждая из ударных волн— цилиндр с (n−k)-мерными обра-
зующими. «Наиболее» особые точки определяются уравнениями λ1 = · · · = λk = 0 и называются
точками типа Ak+1

1 , Ak−2
1 A3 или A5. Любая другая точка имеет тип с меньшим k. Эти ударные

волны интерпретируются как мировые, если n = d + 1, и как мгновенные ударные волны в ти-
пичные моменты времени, если n = d, при условии, что действие F — гладкая функция общего
положения. Но мгновенные ударные волны могут подвергаться перестройкам в отдельные моменты
времени, которые пока нами не описаны.

3.3. Перестройки. Пусть F (p,x, t)— семейство функций переменной p, гладко зависящее от
точки λ = (x, t), S̄(F ) ⊂ X×R—мировая ударная волна семейства F , а ϕ(x, t) = minp F (p,x, t)—
ее функция минимума.
Для исследования перестроек мгновенных ударных волн рассмотрим следующую эквивалент-

ность мировых ударных волн:

S̄(F ′) ∼ S̄(F ) ⇐⇒ S̄(F ′) = g(S̄(F )),

где
g : X × R→ X × R, (·, t) �→ (·, t+ t∗)

—непрерывно дифференцируемый по сечениям гомеоморфизм пространства-времени, сдвигающий
время и являющийся диффеоморфизмом вне самих мировых ударных волн.

Замечание 3. К сожалению, если предположить, что g диффеоморфно всюду, то получим бес-
конечную локальную классификацию перестроек ударных волн даже в случае, когда F —общего
положения, а d = 2. Допущение гладких замен времени вместо сдвигов не исправляют ситуацию.
Например, мгновенная ударная волна в момент второй перестройки A4

1 на плоскости (см. рис. 2)
будет иметь по крайней мере один непрерывный инвариант— перекрестное отношение четырех
лучей.

Для получения g рассмотрим график

Γ(ϕ) = {(y,x, t) ∈ R×X × R | y = ϕ(x, t)}
функции минимума ϕ и определим следующее отношение эквивалентности двух графиков:

Γ(ϕ′) ∼ Γ(ϕ) ⇐⇒ Γ(ϕ′) = G(Γ(ϕ)),

где
G : R×X × R→ R×X × R, (·, ·, t) �→ (·, ·, t+ t∗)
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— диффеоморфизм, сдвигающий время. Тогда

g = π ◦G ◦ ϕ̃, ϕ̃ : (x, t) �→ (ϕ(x, t),x, t), π : (y,x, t) �→ (x, t).

Теорема 3 (см. [3]). Если F — гладкое семейство общего положения и d � 3, то все пере-
стройки мгновенных ударных волн локально описывются таблицей 1 относительно опреде-
ленной выше эквивалентности.

В теореме 2 указаны нормальные формы мировых ударных волн при n = d+ 1, однако редуци-
рующие замены переменных перемешивают пространственные и временные координаты. Другими
словами, λ-координаты теоремы 2 зависят от x и t. После такого перемешивания можно пред-
ставить время как гладкую функцию общего положения λ, не имеющую критических точек. В
случаях теоремы 2 такая функция t описывает перестройку мгновенной ударной волны, если ее
сужение на множество «наиболее» особых точек λ1 = · · · = λk имеет критическую точку, либо
k = d+ 1. Сдвигая координаты (λk+1, . . . , λd+1), получаем

t(λ) = t∗ + σ(λ), σ(0) = 0, σλk+1
(0) = · · · = σλd+1

(0) = 0.

График функции минимума ϕ есть подмножество фронта Σ(F ), порожденного семейством F :

Γ(ϕ) ⊂ Σ(F ) =
{
(y,x, t) ∈ R×X × R | ∃p : y = F (p,x, t), Fp(p,x, t) = 0

}
.

Если функция F (·,x∗, t∗) имеет m глобалных минимумов с одним и тем же минимальным значе-
нием y∗, то в окрестности точки (y∗,x∗, t∗) фронт Σ(F ) состоит из m ветвей. В случаях теоремы 2,
перемешивая y и λ, можно определить фронт Σ(F ) более симметрично:

Σ(F ) =
{

(ξ, η) ∈ R
k+1 × R

l | ∃p : P (p) = P ′(p) = 0
}

где l = d+ 1− k, в случаях
• Ak+1

1 : m = k + 1 и P = ξ1 . . . ξk+1;
• Ak−2

1 A3: m = k − 1 и P = ξ1 . . . ξk−2(p4 + ξk−1p
2 + ξkp+ ξk+1);

• A5, k = 4: m = 1 и P = p6 + ξ1p
4 + ξ2p

3 + ξ3p
2 + ξ4p+ ξ5.

А именно,

ξ1 = λ1 − y, . . . , ξm−1 = λm−1 − y, ξm = λm, . . . , ξk = λk, ξk+1 = y,

η1 = λk+1, . . . , ηl = λd+1.

Пусть T : R
k+1 × R

l → R— гладкая функция без критических точек такая, что

Tξ1(0) �= 0, . . . , Tξm(0) �= 0; (3)

если l > 0, то ее сужение на плоскость ξ = 0 имеет 0 в качестве невырожденной критической
точки:

Tη1(0) = · · · = Tηl
(0) = 0, det ‖Tηη(0)‖ �= 0. (4)

Расширенное имя T кодирует одну из нормальных форм Ak+1
1 , Ak−2

1 A3 или A5 для Σ(F ) и
знаки первых производных (3). Например, A++−−−

1 означает A5
1 и указывает, что среди 5 чисел

(3) имеются два положительных и три отрицательных (порядок не важен: в расширенных именах
плюсы всегда идут перед минусами); A+−

1 A+
3 означает A

2
1A3 и указывает, что одно из чисел Tξ1(0)

и Tξ2(0) положительно, а другое отрицательно и число Tξ3(0) положительно; A−
5 означает A5 и

указывает, что Tξ1(0) < 0.
Если l �= 0, то сигнатурой функции T называется сигнатура ее второго дифференциала (4); она

обозначается через [p, q], где p+ q = l.
Укажем несколько примеров. В случае A2

1, l = 2 функция −ξ1 + ξ2 − η1η2 имеет расширенное
имя A+−

1 и сигнатуру [1, 1]; в случае A3, l = 1 функция ξ1 − ξ3 − η2
1 имеет расширенное имя A

+
3

и сигнатуру [0, 1]; в случае A1A3, l = 1 функция −ξ1 − ξ2 + η2
1 имеет расширенное имя A

−
1 A

−
3 и

сигнатуру [1, 0]; в случае A5, l = 0 функция имеет расширенное имя A−
5 .

Теорема 3 следует из нижеследующей теоремы 4, доказанной в [6].
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Теорема 4 (см. [6]). Пусть две гладкие функции не имеют критических точек, удовлетво-
ряют (3) и (4), а также имеют одинаковые расширенные имена и одну и ту же сигнатуру.
Тогда они могут быть переведены одна в другую с помощью диффеоморфизма, сохраняющего
нормальную форму Σ(F ).

В самом деле, переносы теоремы 4 осуществляются с помощью векторных полей, касательных
к Σ(F ) (см. [6]). Они, конечно, тоже касательны и к Γ(F ). Пусть T = σ ◦ π. Расширенное имя T
может быть произвольным, за исключением A+···+

1 и A−···−
1 , так как Tξ1 + · · ·+Tξm = 0 в случае Am1

(y = ξ1 + · · ·+ ξm и T не зависят от y). Однако нормальные формы σ, перечисленные в таблице 1,
дают все возможные комбинации сигнатур и расширенных имен для T в том числе и с этими
исключениями.

3.4. Случай, когда F —действие. Если F —действие, порожденное фиксированным гладким
гамильтонианом H, то фронт Σ(F )—многозначное решение уравнения Гамильтона—Якоби с на-
чальным условием ϕ0. Значит, если начальное условие ϕ0 —общего положения, то выполнены
условия (3) и (4) (это доказано в [4] для многозначного решения уравнения Гамильтона—Якоби с
любым гладким гамильтонианом). Следовательно, теорема 3 также верна в этой ситуации.

4. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ

Пусть (x∗, t∗) ∈ X × R—изолированная перестройка мгновенной ударной волны. Это означает,
что точка (x∗, t∗) имеет окрестность V ⊂ X × R такую, что в V нет других перестроек.
Теорема 5. Для достаточно малого открытого шара B ⊂ X, содержащего x∗, и для неко-

торого ε > 0 локальные мгновенные ударные волны S̄t ∩ B стягиваемы (гомотопически экви-
валентны точке) при всех t ∈ [t∗, t∗ + ε).

Впервые теорема 5 была сформулирована и доказана в 1989 г. в [3] только для случая пе-
рестроек общего положения, когда d � 3. Однако доказательство не было топологическим. А
именно, это ограничение было алгебраическим и запрещало некоторые перестройки из списка пе-
рестроек общего положения. Оказалось, что эти перестройки суть в точности те же перестройки,
которые запрещены топологическим ограничением выше. Для топологического объяснения этого
обстоятельства, Ю. М. Барышников в 1990 г. в [2, 7] предложил и доказал другое ограничение,
справедливое для всех (по крайней мере изолированных) перестроек для всех размерностей.

Теорема 6 (см. [2]). Для достаточно малого открытого шара B ⊂ X, содержащего x∗, и
для некоторого ε > 0 локальные дополнения B \ S̄t к мгновенным ударным волнам гомотопи-
чески эквивалентны друг другу при всех t ∈ [t∗, t∗ + ε).

Замечание 4. В оригинальной форме эта теорема была сформулирована и доказана в [2]
для классической задачи вариационного исчисления с выпуклым лагранжианом Luu(u,x, t) � 0,
v(u,x, t) = u. Однако, как это будет показано ниже, она применима и к рассматриваемому случаю.

Легко проверяется, что в случае перестроек общего положения, если d � 3, то эти два огра-
ничения эквивалентны друг другу. На самом деле, они эквивалентны для всех изолированных
перестроек. В самом деле, грубо говоря, сами ударные волны гомотопически эквивалентны в том
и только том случае, если их дополнения гомотопически эквивалентны. Например, для гомологий
это непосредственно следует из двойственности Александера между (S̄t ∩ B) ∪ ∂B и B \ S̄t, где
∂B— граница шара. Но мгновенная ударная волна S̄t∗ ∩ B в момент перестройки стягиваема при
достаточно малом шаре B!
Ниже будет объяснено, почему гомологические и гомотопические группы дополнений к B \ S̄t

одинаковы при t ∈ [t∗, t∗ + ε). Эти обстоятельства вытекают из теоремы 6 и достаточны для
всех приложений. На самом деле, получаем слабую гомотопическую эквивалентность, из которой
следует сильная для CW -комплексов. Все детали можно найти в [2].
Начнем со следующего простого факта. Пусть

U1 ⊂ U2 ⊂ . . . , U∞ =
∞⋃
i=1

Ui,
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— бесконечная последовательность открытых подмножеств в X такая, что вложения Ui ↪→ Ui+1

индуцируют изоморфизмы

H�(Ui) ∼= H�(Ui+1), π�(Ui) ∼= π�(Ui+1)

гомологических и гомотопических групп. Но их определение использует только компактные под-
множества, а сами рассматриваемые множества открыты; поэтому получаем изоморфизмы

H�(Ui) ∼= H�(U∞), π�(Ui) ∼= π�(U∞).

Если вложения не индуцируют изоморфизмов, то
−→
limH�(Ui) = H�(U∞),

−→
limπ�(Ui) = π�(U∞).

Пусть Ut—множество начальных точек минимальных траекторий, кончающихся вне мгновенной
ударной волны S̄t в момент времени t. Это множество открыто и диффеоморфно дополнению X \ S̄t
ударной волны, поскольку гамильтониан гладкий, а гамильтоновы уравнения имеют единственное
решение. Кроме того, это множество убывает:

Ut1 ⊂ Ut2 , если t1 > t2,

в соответствии с принципом Беллмана. Наконец,

Ut∗ =
⋃
t>t∗

Ut.

Предположим теперь, что нет совсем перестроек при t ∈ (t∗, t∗ + ε). Это означает, что вложения
Ut1 ↪→ Ut2 индуцируют изоморфизмы

H�(Ut1) ∼= H�(Ut2), π�(Ut1) ∼= π�(Ut2)
гомологий и гомотопий при t∗ + ε > t1 > t2 > t∗. Аналогично предыдущему для последовательно-
стей, получаем изоморфизмы

H�(Ut) ∼= H�(Ut∗), π�(Ut) ∼= π�(Ut∗)
при t ∈ (t∗, t∗ + ε).
Для изолированной перестройки можно рассмотреть момент времени t∗ как начальный, а мно-

жества Ut ∩ B—как Ut.
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ОСОБЕННОСТИ КАУСТИК В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ ОБЩЕГО

ПОЛОЖЕНИЯ, ИНВАРИАНТНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО ПЕРЕНОСОВ
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АННОТАЦИЯ. Теория особенностей каустик и волновых фронтов применяется для изучения особен-
ностей экспоненциальных отображений в классе задач управления, соответствующих специальным
интегрируемым гамильтоновым система, экстремали которых— прямые линии. Классификация осо-
бенностей в такой задаче— чисто геометрическая и ясно обозримая задача.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория особенностей каустик и волновых фронтов применяется для изучения особенностей
экспоненциальных отображений, соответствующих специальным интегрируемым гамильтоновым
системам, экстремалями которых являются прямые. На этом пути классификация особенностей
становится чисто геометрической и визуальной задачей.

С управляемой системой на аффинном пространстве R
n, инвариантной относительно аффинных

преобразований, свяжем следующее семейство движущихся волновых фронтов.
Отождествим касательное пространство TqRn с самим пространством R

n. Выберем в любой точ-
ке q ∈ R

n множество (индикатрису) Iq допустимых скоростей q̇ движения, не зависящее от точки
q. Предположим, что это множество— подмногообразие, локально параметризованное регулярным
отображением y �→ r(y), y ∈ R

k.
Пусть q(t)—абсолютно непрерывная (или кусочно-гладкая и непрерывная) траектория допу-

стимого движения (q̇ ∈ Iq почти всюду), исходящая из начального множества M при t = 0.
Предположим, что M —m-мерное гладкое подмногообразие в R

n.
Рассмотрим для фиксированного t0 отображение вход-выход E : C → R

n (C—банахово многооб-
разие всех допустимых траекторий, определенных на отрезке [0, t0]), которое сопоставляет каждой
траектории q(t) ее концевую точку q(t0).

Хорошо известно (это является модификацией принципа максимума Понтрягина; подробнее
см., например, [3], [1]), что критические значения отображения E —это след всех экстремальных
траекторий при всех t0, которые в рассматриваемом случае являются проекциями на R

n решений
ассоциированных канонических гамильтоновых уравнений

q̇ =
∂H∗(p, q)

∂p
, ṗ = −∂H∗(p, q)

∂q

на кокасательном расслоении с гамильтонианом H∗(p, q) на кокасательном расслоении T ∗
R
n, ко-

торое в рассматриваемом случае есть (вообще говоря, многозначное) сужение на подмножество

Работа поддержана INTAS (проект № 00259), UNIROS, NWO (проект № 047008005), а также Российским фондом
фундаментальных исследований (проект № 02-01-0099).
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{
(p, q)

∣∣∣∃y :
∂H(p, q, y)

∂y
= 0
}

функции H = 〈p, r(y)〉 в предположении, что начальные условия

(p0, q0) удовлетворяют равенству 〈p0, v〉 = 0 для каждого вектора v, касательного к многообра-
зию M в точке q0. Угловые скобки здесь обозначают стандартное спаривание 〈·, ·〉 векторов из R

n

и ковекторов p двойственного пространства (Rn)∧.
Очевидно, что экстремали— прямые линии (параметризованные с помощью параметра t ∈ R)

q0+tv, q0 ∈M , v ∈ I, такие, что существует ковектор p0, аннулирующий касательные пространства
Tq0M и TvI. Точки, лежащие на этих кривых, при фиксированном t образуют волновой фронт Mt

лагранжева многообразия Lt, которое, по определению, есть образ лагранжева многообразия L0

начальных условий при действии гамильтонова потока.
Огибающая E(M, I) этих экстремалей есть объединение множеств критических значений отоб-

ражения Et0 при всех t0.
Если k = n − 1, то волновые фронта Mt на самом деле образуют семейство равноудаленных

точек в финслеровой геометрии. Рассмотрим финслерову метрику на аффинном пространстве A,
инвариантную относительно переносов. Эта метрика—функция на кокасательном пространстве
T ∗A, инвариантная относительно переносов. Любое неособое множество уровня этой функции,
рассматриваемой как гамильтониан (например, риманова метрика определяет гамильтониан, явля-
ющийся квадратичной формой на слоях) определяет множество финслеровых геодезических. Так
как гамильтониан инвариантен относительно переносов, то эти геодезические— прямые линии.
Множество M ⊂ A начальных данных порождает семейство финслеровых равноудаленных точек
(эквидистант) It.

Классификация особенностей множества E(M, I) в случае, когда и M и I — гиперповерхности,
аналогична результатам [7] об особенностях семейства хорд. Хорды— это прямые, соединяющие
пары точек двух гиперповерхностей аффинного пространства, в которых касательные пространства
к ним параллельны друг другу [6,9]. Эти особенности обобщают особенности семейств нормалей
к гиперповерхности в евклидовом пространстве и исследуются с помощью теории лежандровых
особенностей [2,4].

Ниже рассматриваемая задача будет сведена к задаче классификации особенностей общего по-
ложения специальных семейств функций с параметрами для всевозможных малых размерностей
M и I и будет установлено, что особенности общего положения устойчивы и просты.

2. ПРОИЗВОДЯЩИЕ СЕМЕЙСТВА

Классификация особенностей основана на следующих стандартных определениях и результатах
(см., например, [2,4,8]) об особенностях семейств функций, зависящих от двух групп параметров
(пространственно-временных разверток).

Росток семейства F (z, w) функций от z ∈ R
k с параметрами w = (t, q) ∈ R

n+1
e , где t ∈ R и

q ∈ R
n, определяет следующий набор многообразий.

Послойное критическое множество—множество CF ⊂ R
k × R × R

n решений (z, w) так назы-
ваемых уравнений Лежандра

F (z, w) = 0,
∂F

∂z
(z, w) = 0.

Большой волновой фронт (или дискриминант) — множество

W (F ) = {w = (t, q) | ∃z : (z, w) ∈ CF } .
Пересечение (большого) волнового фронта с поверхностью t = const называется мгновенным

волновым фронтом Wt(F ).
Бифуркационное множество Bif(F ) есть образ точек из W (F ) при проекции π : (t, q) �→ q, в

которых сужение π|W (F ) не является регулярной проекцией гладкого подмногообразия. Проекции
особых точек W (F ) образуют каустику Σ(F ), а замыкание множества сингулярных проекций
регулярных точек W (F )— криминант ∆(F ).
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Лагранжево подмногообразие Λ(F )—это подмногообразие проективизации кокасательного рас-
слоения PT ∗(Rn+1), определяемое по формуле

Λ(F ) =
{

(w, w̄)
∣∣∣∣ ∃z, (z, w) ∈ CF , w̄ =

[
∂F

∂w

]}
,

где [ ]—проективизация вектора.
Семейство F называется порождающим семейством для Λ(F ).
Росток Λ(F )— гладкий, если уравнения Лежандра локально регулярны, т.е. выполнено стан-

дартное условие Морса (см., например, [4]).
Ростки семейств Fi, i = 1, 2, называются v-эквивалентными, если существуют ненуле-

вая функция φ(z, t, q) и диффеоморфизм θ : R
k × R

n+1 → R
k × R

n+1 вида θ : (z, t, q) �→
(X(z, t, q), T (t, q), Q(q)) такие, что φF1 = F2 ◦ θ.

Семейства называются r-эквивалентными, если существуют ненулевая функция φ(z, t, q) и
диффеоморфизм θ : R

k ×R
n+1 → R

k ×R
n+1 вида θ : (z, t, q) �→ (X(z, t, q), t+ ψ(q), Q(q)) такие, что

φF1 = F2 ◦ θ с некоторой гладкой функцией ψ.
Сумма семейства F (z, t, q) с невырожденной квадратичной формой от дополнительных перемен-

ных y1, . . . , ym называется стабилизацией F . Два ростка семейств стабильно ∗-эквивалентны,
если они ∗-стабилизации этого же семейства в лишних переменных (звездочка обозначает одну из
вышеприведенных v- или r-эквивалентностей).

Дискриминанты стабильно c-эквивалентных семейств диффеоморфны и бифуркационные мно-
жества стабильно v-эквивалентных (r-эквивалентных) семейств диффеоморфны.

Лежандровы подмногообразия LF c-стабильно эквивалентных семейств эквивалентны по Ле-
жандру: росток θ определяет контактный морфизм проективизованного кокасательного расслоения
PT ∗

R
n+1, сохраняющий слои и отображающий одно лежандрово многообразие в другое.

Кроме того, большой волновой фронт W (F ) единственным образом определяет класс устойчи-
вой c-эквивалентности его производящего семейства F , если регулярные точки образуют плотное
подмножество в W (F ).

Критические точки проекции π|W (F ) удовлетворяют уравнению

det

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F

∂z

∂F

∂t

∂2F

∂z2

∂2F

∂t∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Так как первые k элементов
∂F

∂z
первой строки обращаются в нуль в точке из W (F ), то определи-

тель факторизуется. Следовательно, бифуркационное множество B(F ) расщепляется на две компо-
ненты. Одна из них (криминант) ∆(F )) есть образ подмногообразия в CF при проекции (z, t, q) �→ q

в (z, t, q)-пространство, определяемое уравнением
∂F

∂t
= 0. Другая компонента (каустика Σ(F ))

есть образ подмногообразия в CF при проекции (z, t, q) �→ q в (z, t, q)-пространстве, определяемое

уравнением det
(
∂2F

∂z2

)
= 0.

Справедлива следующая версия принципа Гюйгенса: криминант совпадает с волновым фронтом
F , рассматриваемым как семейство по переменным z и t с параметрами q.

Семейства с диффеоморфными каустиками называются слабо эквивалентными.
Стандартные рассуждения теории особенностей (см., например [4]) показывают, что условия

версальности и инфинитезимальной версальности c- или v-групп дают устойчивость волновых
фронтов или бифуркационных множеств (малое возмущение версального семейства порождает
волновой фронт или бифуркационное множество, диффеоморфное невозмущенному).

В частности, будем использовать следующий стандартный результат (см. [4]) о выпрямлении
векторных полей, трансверсальных устойчивым волновым фронтам. Обозначим через Ox алгебру
ростков (в начале координат) гладких функций от переменных x, а через Mx—максимальный
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идеал в Ox. Если росток развертки F (z, t, q) ∈ Mz,t,q функций от u с параметрами t и q версален

относительно правой эквивалентности и
∂F

∂t
�= 0, то семейство r-устойчиво.

Пусть r1 и r2 —локальные параметризацииM и I вблизи различных точек a0 и b0, определенные
на окрестностях U и V начала координат в R

m и R
k, соответственно, с локальными координатами

x и y, удовлетворяющие условиям r1(0) = a0 и r2(0) = b0.

Определение 2.1. Производящим семейством F пары M, I называется семейство функций
x, y, p ∈ U × V × ((Rn)∧\{0}, 0) с параметрами λ, q ∈ R× R

n вида

F(x, y, p, λ, q) = 〈r1(x) + tr2(y)− q, p〉.
Предложение 2.2. Мгновенные волновые фронты Wt(F) совпадают с волновыми фронта-

ми Mt, а бифуркационное множество Bif(F)— с критическим множеством E(M, I) задачи
управления, определяемой начальным фронтом M и индикатрисой I.

Доказательство. Ясно, что из уравнений
∂F
∂p

= 0 следует равенство r1(x) + tr2(y) − q = 0.

Заметим, что так как F —однородная функция от p степени 1, то она равна подходящей линейной

комбинации ее производных относительно p. Поэтому из уравнений
∂F
∂p

= 0 также следует, что

F = 0.

Из условий
∂F
∂x

= 0 следует равенство
〈
∂r1

∂x
, p

〉
= 0. Это означает, что гиперплоскость 〈p, ·〉 = 0

аннулирует все касательные векторы к M в точке r1(x). Вместе с уравнениями
∂F
∂y

= 0 это

означает, что p—общая конормаль к касательным плоскостям к M и I в соответствующих точках.
Отсюда следуют оставшееся утверждение предложения.

3. ГИПЕРПОВЕРХНОСТНЫЙ СЛУЧАЙ

Если k = m = n − 1, то конормаль p к M,a и I, b определяется с точностью до скалярного
множителя. Локально изучая семейство F , различаем следующие два случая: трансверсальный
случай, когда b не аннулируется p, и касательный случай, когда 〈p, b〉 = 0.

В трансверсальном случае можно выбрать координаты q = (h, s1 . . . , sn−1) в R
n и t ∈ R такие,

что a0 = (0, 0, . . . , 0), b0 = (1, 0, . . . , 0), а гиперплоскости, касательные к M,a0 и I, b0, параллельны
координатной гиперплоскости h = 0.

Возьмем локальные параметризации M и I в форме Монжа:

r1(x) = (f(x), x1, . . . , xn−1), r2(y) = (1 + g(y), y1, . . . , yn−1),

где x = (x1, . . . , xn−1) ∈ U и y = (y1, . . . , yn−1) ∈ V , U и V —окрестности начала координат в
R
n−1, а гладкие функции f и g имеют нулевую 1-струю в начале координат, f ∈M2

x и g ∈M2
y.

Лемма 3.1. Росток семейства F в точке x = 0, y = 0, p0 = (1, 0, . . . , 0), t = t0, q0 =
(h0, 0, . . . , 0), h0 = t0 (соответствующей точке q0 = a0 + t0b0 на экстремали, проходящей
через a0) стабильно r-эквивалентен ростку следующего семейства G функций от y ∈ R

n−1 с
параметрами q = (h, s), t в точке y = 0, t = t0, q = q0 = (h0, 0):

G = −h+ f(s− ty) + t (1 + g(y)) .

Доказательство. Семейство F отличается от его сужения Fr на подпространство p =
(1, p1, . . . , pn−1) только ненулевым множителем, где

Fr = −h+ t+ f(x) + tg(y) +
n−1∑
i=1

(xi + tyi − si)pi.

Пусть wi = xi+tyi−si. Определитель преобразования (x, y) �→ (w, y) равен 1. В новых переменных
y, w рассматриваемое семейство принимает вид F∗ = G∗(y, w, t, q) +

∑
wipi, где

G∗ = −h+ t+ f(s− ty + w) + tg(y).
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Согласно лемме Адамара, F∗ = G∗(y, 0, t, q) +
∑
wi (pi + φi(y, w, t, q)), где φi— гладкие функции,

обращающиеся в нуль в точке w = y = 0, t = t0, q = q0. Следовательно, F∗ — стабилизация
семейства

G∗(y, 0, t, q) = −h+ t+ f(s− ty) + tg(y).
Для заданной точки q0 = (h0, 0), где h0 = t0 на выделенной экстремали, проходящей через

a0, семейство G определяет развертку по малым параметрам s1, . . . , sn−1, h̃ = h − h0, ε = t − t0
образующего центра G0 = G|t=t0,q=q0 —одной только функции y. Тогда квадратичная часть G0

равна
j2G0(y) = t2f2(y) + tg2(y),

где f2 и g2 —квадратичные части этих функций. Если эта форма невырождена, то соответствую-
щий росток G есть версальная развертка морсовской особенности. Ее волновой фронт регулярен,
а бифуркационное множество пусто.

Из уравнения
∂G

∂λ
= 1 при z = 0 следует, что криминант ∆(F ) всегда пуст. Таким образом,

справедливо следующее утверждение.

Следствие 3.2. Точка q0 = (h0, 0), h0 �= 0, принадлежит B(M, I) в том и только том случае,
если квадратичная форма tf2(y) + g2(y) вырождена.

Рассматривая трансверсальный случай, зафиксируем области U и V , а также параметризацию
Монжа g(y) для I, y ∈ V . Предположим, что g—общего положения.

Теорема 3.3. Пусть n � 5. Существует открытое и плотное подмножество простран-
ства гиперповерхностей M : (f(x), x), x ∈ U , имеющих невырожденную квадратичную форму в
любой точке тех M , которые вместе с I, как и выше, таковы, что соответствующее семей-
ство G в каждой точке r-стабильно эквивалентно версальной деформации одного из ростков
функций с простой особенностью типов Ak (1 � k � n+ 1), Dk (4 � k � n+ 1) и E6.

Доказательство теоремы 3.3 — просто модификация доказательств теорем 3.3 и 3.7 в [7].
Для описания особенностей в касательном случае возьмем n = 3 и n = 2. Для высших размер-

ностей соответствующая классификация v-орбит (см. [2]) имеет функциональные инварианты.
Не нарушая общности, предположим что a0 = (0, 0, 0), b0 = (0, 1, 0) в R

3 = {q = (h, s, u)}, а
общая касательная плоскость к M,a0 и I, b0, аннулирующая b0, определяется уравнением h = 0.
Поверхности M и I параметризованы локальными координатами x1, x2 и y1, y2 в центре начала
координат пространства R

2. Таким образом, M = {(f(x1, x2), x1, x2)} и I = {(g(y1, y2), 1 + y1, y2)}.
Действуем, как в лемме 3.1: заменяем p в формуле для производящего семейства F на (1, p1, p2),
а затем исключаем переменные с помощью процедуры устранения. Заметим, что экстремаль, про-
ходящая через a0, идет вдоль s-оси с базовой точкой t0b0 = (0, t0, 0).

Обозначая t = t0 + ε и s = s̄ + t0, где ε и s̄ малы, и исключая p, w1 = x1 + ty1 − ε − s̄,
w2 = x2 + ty2 − u с помощью стабилизации, получаем следующее предложение.

Предложение 3.4. Росток производящего семейства r-устойчиво эквивалентен

F (z, ε, h, s̄, t) = −h+ f(s̄+ ε− ty1, u− ty2) + tg(y1, y2).

Каустики на выделенной экстремали соответствуют тем значениям λ0 и µ0, для которых
вырождена квадратичная форма tf2(y) + g2(z).
Сужение образующего центра F0 = F на {h = s̄ = u = 0} имеет вид

F0 = εf (ε+ (t0 + ε)y1, (t0 + ε)y2) + (t0 + ε)g (y1, y2) .

Квадратичная часть QF образующего центра F0 равна

QF = t0

[
f2(y)τ0 + g2(y) +

(
∂2f2

∂x2
1

− ∂2g2
∂y2

1

)
εy1 +

(
∂2f2

∂x1∂x2
− ∂2g2
∂y1∂y2

)
εy2

]
+ f2(ε, 0) + t0g2(ε, 0).

Так как F ,
∂F

∂t
и
∂F

∂y
обращаются в нуль в любой точке вида (y, ε, h, s̄, u) = (0,−s̄, 0, s̄, 0),

то вся s-ось содержится в криминанте ∆. Она является экстремалью, проходящей через a0.
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Классификация ростков функций изM2
z,ε относительно стабильной v-эквивалентности (без па-

раметров) начинается со следующей орбиты (z ∈ R) [2,8]:

Bk : ±z2 + εk; Ck : zk + εz, k = 2, 3, 4; F4 : z3 + ε2.

Ее миниверсальные деформации по параметрам q и диаграмма смежности имеет вид

Bk : ± z2 + εk + qk−2ε
k−2 + · · ·+ q0;

Ck : zk + εz + qk−2z
k−2 + · · ·+ q2z

2 + q1ε+ q0;

F4 : z3 + ε2 + q2zε+ q1z + q0.

B2(C2) ←−−−− C3 ←−−−− C4� �
B3 ←−−−− F4�
B4

Оставшиеся классы образуют подмножество коразмерности 3 в пространствеM2
z,ε.

На плоскости (n = 2) касательный случай в общем положении реализуется в изолированных
точках с не обращающимися в нуль членами второго порядка соответствующих функций f(x) =
a2x

2 + a3x
3 + . . . и g(y) = b2y

2 + b3y
3 + . . . , т.е. с неинфлективными a0 и b0. Точка h = 0, s̄ = 0

является каустикой в том и только том случае, если ta2 + b2 = 0.

Теорема 3.5. Для пары кривых M и I в плоскости вблизи касательной экстремали оги-
бающая ∆ совпадает с касательной экстремалью. На этой прямой имеется не более, чем
одна каустика. Росток каустики в этой точке— гладкая кривая, имеющая касание второ-
го порядка с огибающей. Производящая функция в этой точке v-эквивалентна семейству
типа C3:

C3 : F (z, ε, q) = z3 + z(ε+ s̄) + h.

Следующая теорема дает классификацию особенностей общего положения в R
3.

Теорема 3.6. Для фиксированного g общего положения и для f из открытого плотного
подмножества в пространстве функций на V росток Bif(F ) в точке, в которой t0 �= 0, диф-
феоморфен одному из бифуркационных множеств типов Bk, Ck, k = 2, 3, 4, или версальной
деформации F4. Во всех случаях криминант совпадает с линейчатой поверхностью, замета-
емой тангенциальными экстремалями.
Если квадратичная форма g2 невырождена, то росток F в точке t0 = 0 эквивалентен

нормальной форме B2.
Если квадратичная форма g2 вырождена, то росток F в точке t0 = 0 стабильно эквивален-

тен по пространству-времени нормальной форме (аналогичной таковой для C4)

C̃4 : H = −h̃+ ε
(
ε+ uy1 + s+ y3

1 + y2
2

)
.

Доказательство этих теорем следует из теорем 4.3 и 4.4 в [7].

4. МАЛОМЕРНОЕ CТАРТОВОЕ МНОГОООБРАЗИЕ

Если M состоит из одной точки (начала координат), то система экстремалей— набор прямых
tr2(y), соединяющих начало координат с точками I ⊂ R

n при отождествлении T0R
n с самим R

n.
В этом случае критическое множество E(M, I) состоит из объединения лучей, проходящих через
критические точки сужения на I радиальных проекций R

n → RPn−1, которое есть отображение
коранга 1.

Следовательно, для гиперповерхностей общего положения I сингулярное множество E(M, I)
локально диффеоморфно вне начала координат произведению прямых на дискриминант Ak-
версальной деформации функций с k � n− 1.
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Наконец, рассмотрим наиболее интересный случай, когда n = 3, M —росток пространственной
кривой, а I —поверхность общего положения.

Лемма 4.1. Соответствующие точки a0 на пространстве кривых M общего положения
распадаются на три множества: трансверсальных, тангенциальных и битангенциальных то-
чек. Для каждой из них в подходящих локальных аффинных координатах (h, s, u) ∈ R

3 ро-
сток F производящего семейства Mt, a0 в точке a0: x = 0, y = 0, p0 = (1, 0, . . . , 0), t = t0,
q0 = (h0, 0, . . . , 0), h0 = t0 (соответствующей точке q0 = a0 + t0b0 на экстремали, проходящей
через a0, |b0| = b �= 0) стабильно r-эквивалентен ростку следующего семейства G функций
от y ∈ R с параметрами q = (h, s, u), t в точке y = 0, t = t0, q = q0 = (h0, 0) с некоторыми
гладкими функциями f(y), h(y) ∈M2

y и g(x1, x2) ∈M2
x1,x2

:

G = −h+ bt+ h(y) + tg

(
s− y
t

,
u− f(y)

t

)
в трансверсальном случае;

G = −h+ h(y) + tg

(
s− y
t

,
u− bt− f(y)

t

)
в тангенциальном и

G = −h+ h(y) + tg

(
s− bt− y

t
,
u− f(y)

t

)
в битангенциальном случае.

Классификация особенностей общего положения этих семейств с одной переменной y с
пространственно-временными параметрами t и q с точностью до v-эквивалентности дается сле-
дующей теоремой.

Теорема 4.2. Для M и I общего положения росток критического множества E(M, I) в
любой точке (t �= 0) на соответствующей экстремали, проходящей через a0, диффеоморфен
бифуркационной диаграмме одной из Al версальных деформаций, l � 4, в трансверсальном слу-
чае и бифуркационной диаграмме одной из версальных деформаций Bl, Cl, F4, l � 4, простых
граничных особенностей— в тангенциальном и котангенциальном случаях.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Аграчев А. А., Гамкрелидзе Р. В. Экспоненциальное представление потоков и хронологическое исчис-
ление// Мат. сб. — 1978. — 107 —С. 728–785.

2. Закалюкин В. М. Огибающие семейств волновых фронтов и теория управления// Тр. Мат. ин-та
РАН.— 1995. — 209. — С. 133–142.

3. Agrachev A. A. Methods of control theory in nonholonomic geometry// Proc. Int. Congr. Math., Zürich,
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АННОТАЦИЯ. В работе изучается огибающая однопараметрического семейства гладких кривых, каса-
тельных к кривой, имеющей полукубическую угловую точку, радиус кривизны этих кривых стремится
к нулю при подходе точки касания к угловой точке. Показывается, что, как правило, замыкание оги-
бающей имеет две полукубические кривые возврата в той же точке одна из которых— данная кривая
возврата, касающаяся той же самой прямой линии. Кроме того, изучаются нетипичные и двойственные
случаи, а также нормальная форма уравнения касательной.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория огибающих— классический раздел геометрии, естественным образом возникающий в
геометрической оптике и теории сингулярностей.
Огибающая семейства кривых— это кривая, которая касается кривых данного семейства. Напри-

мер, огибающей семейства нормалей к некруговому эллипсу является замкнутая кривая, аффинно
эквивалентная астроиде; геометрическое место особых точек всех эквидистантных кривых данного
эллипса (рис. 1).
Огибающая типичного гладкого семейства гладких функций изучено в [3]. В качестве его осо-

бенностей допускались только угловые точки и точки трансверсальных самопересечений.
В данной работе исследуется огибающая некоторого сингулярного семейства кривых подобного

рассмотренному в работе В. И. Арнольда [1]. А именно, огибающая семейства парабол, касающихся
астроиды, с радиусом кривизны, равным 2/3 от радиуса кривизны астроиды в точке касания,
представляющая собой объединение самой астроиды и внешней части касательных в угловых
точках (рис. 2). Заметим, что касательная парабола не определена в угловых точках астроиды,
поскольку в них радиус кривизны астроиды обращается в бесконечность.
Обобщим этот пример. Пусть γ—действительная плоская кривая с полукубической угловой

точкой в начале координат O. Для произвольной точки q �= O кривой γ рассмотрим гладкую кривую
Pq, касающуюся кривой γ в точке q. Цель настоящей работы— изучение замыкания огибающей
однопараметрического семейства {Pq : q ∈ γ \O} в том случае, если радиус кривизны кривой Pq в
точке касания является гладкой функцией q, обращающейся в нуль при q → O.

Работа поддержана Istituto Nazionale di Alta Matematica.

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2003
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малый фронт фронт с 4 угловыми точками

огибающая

эллипс

нормали

РИС. 1

Pq

q

РИС. 2

Основные результаты данной работы об огибающей такого семейства кривых содержатся в сле-
дующей теореме.

Теорема 1. В общем случае, огибающая к семейству кривых, подобному приведенному выше,
имеет две ветви, выходящие из начала координат, одна из которых— кривая γ. В точке
O другая ветвь имеет полукубическую угловую точку, касательная в которой совпадает с
касательной к кривой γ. Уравнение огибающей в окрестности начала координат может быть
преобразовано к виду

x6 ± y4 + a0x
3y2 + a1x

4y2 = 0
с помощью локальной замены координат (a0 и a1—действительные числа).

Заметим, что из теоремы не следует, что два модуля a0 и a1 нормальной формы независимы.
Также рассматриваются нетипичный и двойственный случаи, в частности, будет получена теоре-

ма, аналогичная приведенной выше (точки перегиба заменят угловые точки) для семейств кривых
касательных к гладкой кривой с точкой перегиба. Некоторые из приведенных в настоящей работе
результатов были анонсированы в [2].
Автор пользуется случаем, чтобы выразить свою искреннюю признательность В. И. Арнольду,

В. Д. Седых и В. М. Закалюкину за помощь и поддержку, оказанные ему во время пребывания в
России.

2. ТИПИЧНЫЙ СЛУЧАЙ

Пусть s �→ γ(s) = (xγ(s), yγ(s))—некоторая гладкая параметризация кривой γ. Предположим,
что xγ(s) = αs2 + o(s2), yγ(s) = βs3 + o(s3), где α, β > 0. Для произвольного s �= 0 обозначим
через Pγ(s) гладкую кривую, касающуюся кривой γ в точке γ(s). Предположим, что радиус кри-
визны (с учетом знака) этой кривой в точке касания является непрерывной функцией аргумента s,
обращающейся в нуль при s→ 0 (как и радиус кривизны кривой γ). В силу леммы Адамара этот
радиус равен sρ(s), где ρ—некоторая гладкая функция, определенная в окрестности точки s = 0.
Пусть ρ0 := ρ(0).
Векторное поле τ(s) := 1

s γ̇(s), состоящее из касательных к кривой γ векторов, является гладким
(в силу леммы Адамара) и нигде не обращается в нуль. Будем обозначать через τx и τy его
компоненты. Существует такая параметризация кривой Pγ(s) параметром t ∈ R, что эта кривая
касается кривой γ в точке t = 0 со скоростью τ(s). Координаты касательной кривой (x(s, t), y(s, t))
в окрестности точки касания имеют следующий вид:

Pγ(s) :

{
x(s, t) = xγ(s) + τx(s)t− 1

2sρ(s)τy(s)‖τ(s)‖t2 +R1(s, t)t3,

y(s, t) = yγ(s) + τy(s)t+ 1
2sρ(s)τx(s)‖τ(s)‖t2 +R2(s, t)t3,

(1)

где функции R1 и R2, называемые кубическими членами семейства, определены в окрестности
точки (s = 0, t = 0). Под гладкостью однопараметрического семейства функций {Pγ(s) : s �= 0},
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задаваемого уравнениями (1), будем понимать гладкость функций R1 и R2 (в частности, в точке
s = 0).

Замечание. Раскладывая в степенные ряды в окрестности точки (s = 0, t = 0) правые части
соотношений (1), получаем{

x(s, t) = αs2
(
1 + o(1)

)
+ 2αt

(
1 + o(1)

)− 3αβ
ρ(s) t

2
(
1 + o(1)

)
+ o(t2),

y(s, t) = βs3
(
1 + o(1)

)
+ 3βst

(
1 + o(1)

)
+ 2α2

sρ(s) t
2
(
1 + o(1)

)
+ o(t2).

(2)

Следовательно, если ρ0 �= 0, то коэффициент перед t2 в разложении в выражении для y— един-
ственный сингулярный, стремящийся к бесконечности со скоростью 1/s.

Определение. Назовем графиком семейства кривых поверхность

Φ := {(q, s) ∈ (R2 × R) : s �= 0, q ∈ Pγ(s)}.
Рассмотрим две естественные проекции графика на его компоненты:

π1 : Φ −→ R
2, (q, s) �→ q, π2 : Φ −→ R, (q, s) �→ s;

таким образом, проектор π2 задает расслоение по параметру s �= 0, а проектор π1 инъективен (для
достаточно малых t) на каждом слое π−1(s) = Pγ(s).

Определение. Назовем огибающей семейства кривых совокупность критических значений
отображения π1.

Пусть P (s, t) := Pγ(s)(t) = (x(s, t), y(s, t)). Поскольку параметризация графика определяется
соотношением (s, t) �→ (P (s, t), γ(s)), то критические значения f и отображения π1 совпадают.
Следовательно, для любого решения (s, t(s)) уравнения detDP (s, t) = 0 (где DP —матрица Яко-

би отображения P ) мы получаем ветвь огибающей, параметризованную по правилу s �→ P (s, t(s)).
Из разложений (2) следует, что такая ветвь может быть продолжена по непрерывности в точке
s = 0, если

lim
s→0

t(s)2

sρ(s)
∈ R;

если же этот предел равен нулю, то говорят, что ветвь проходит через начало координат, по-
скольку P (0, t(0)) = (0, 0).

Лемма. Имеет место следующее соотношение:

detDP (s, t) =
t

s2ρ(s)2
[
A(s) +B(s)t+ o(t)

]
, (3)

где через o(t) обозначено формальное разложение по степеням s, t порядка малости 2 по t и

A(s) = αρ0(4α2 − 3βρ0)s2 + o(s2), B(s) = 2α3ρ0 + o(1).

Замечание. Так как функция t(s) ≡ 0 удовлетворяет соотношению (3), то кривая γ является
ветвью огибающей.

Теорема 2. Пусть ρ0 �= 0. Тогда огибающая семейства кривых, задаваемая соотношени-
ем (1), имеет две ветви, выходящие из начала координат: одна из них— кривая γ, а другая—
кривая

δ : s �→ (
ξs2 + o(s2), ηs3 + o(s3)

)
,

где
ξ = 3(βρ0 − α2)/α, η = (9βρ0 − 8α2)(βρ0 − α2)/(α2ρ0).

Замечания. 1. Первое утверждение теоремы 1 следует из теоремы 2; условия типичности ρ0 �= 0,
9βρ0 �= 8α2 и βρ0 �= α2 не зависят от кубического члена семейства.
2. Радиус кривизны кривой γ в точке γ(s) определяется соотношением R(s) = r0|s|+ o(|s|), где

r0 = 4α2/(3β). Отсюда следует, что условия типичности могут быть записаны в следующей форме:
ρ0 �= 0, 2

3r0,
3
4r0.
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3. Семейство касательных к астроиде парабол в примере В. И. Арнольда не является типичным,
поэтому огибающая неустойчива: произвольное малое возмущение в кривых семейства (допуска-
ется также и возмущение самой астроиды) приводит к расщеплению двойных полупрямых, при-
надлежащих огибающей, на четыре ветви, в числе которых присутствует полукубическая кривая
возврата, касательная (и противолежащую) к угловой точке астроиды (рис. 3).

малое возмущение

РИС. 3

4. Кривые γ и Pγ(s) имеют одинаковый радиус кривизны в точке касания, если ρ(s) = R(s)/|s| =
r0+o(1). В этом случае коэффициент A(s) в уравнении (3) тождественно равен нулю. Это означает,
что каждая из двух ветвей огибающей этого семейства кривых совпадает с кривой γ. Данная
конфигурация не является типичной (устойчивой), поэтому мы введем дополнительное условие
типичности: ρ0 �= r0.

Дискриминантой сингулярности огибающей является гиперповерхность, состоящая из нетипич-
ных семейств, принадлежащих множеству всех семейств, определяемых соотношением (1), пред-
ставляющая собой объединение гиперплоскости ρ0 = 0 и трех гладких (вне начала координат)
гиперповерхностей S2/3, S3/4 и S1, соответствующих уравнениям ρ0 = 2

3r0, ρ0 = 3
4r0 и ρ0 = r0.

На рис. 4 показано пересечение дискриминанты с трехмерным пространством коэффициентов
α, β и ρ0 (нетрудно из соображений симметрии продолжить дискриминанту и для α, β ∈ R).
В полупространстве α � 0 эти поверхности совпадают с тремя конусами, а в противолежащем
полупространстве— с теми же конусами, повернутыми на 90◦ вокруг оси α.

3. НЕТИПИЧНЫЙ СЛУЧАЙ

Обратимся теперь к исследованию огибающих нетипичных семейств, лежащих на поверхностях
S2/3 и S3/4 (теорема 2 описывает огибающие нетиповых семейств на поверхности S1). Начнем с
определения некоторого максимально нетипичного семейства.

Лемма. Для любой кривой γ и кубических членов, аналогичных приведенным в разделе 2,
существуют два семейства касательных кривых FA и FB, радиусы кривизны которых равны,
соответственно, sρA(s) и sρB(s) таких, что вторая ветвь их огибающих является (локально
в окрестности начала координат) полупрямой касательной к угловой точке кривой γ для FA

и противолежащей началу координат для FB. Кроме того, FA лежит на поверхности S2/3, а
FB —на поверхности S3/4.

Семейства FA и FB — особые семейства, соответствующие заданным кривой γ и кубическим
членам.
Рассмотрим произвольное семейство на поверхности S2/3. Тогда та кривая γ, которой оно со-

ответствует, и ее кубический член порождают на той же гиперповерхности особое семейство
FA. Для почти всех таких семейств найдутся такие λ �= 0 и � ∈ N, что имеет место равенство
ρ(s)− ρA(s) = λs� + o(s�).

Теорема 3. Для такого семейства отображение δ : s �→ (
ξs2 + o(s2), ηs�+3 + o(s�+3)

)
, где

ξ = −α/3 и η = −9λβ2/(8α2).
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РИС. 4

Будем называть кривую возврата симметричной, если проведенная к ней в угловой точке каса-
тельная разделяет ее на две части.

Замечания. 1. Для любого семейства кривых на поверхности S2/3 ветвь δ огибающей имеет
угловую точку в начале координат (в ней может иметь место вырождение бесконечного порядка,
как, например, в случае полупрямой), касается оси x и находится напротив угловой точки кривой γ.
2. Если �—четное число, то кривая δ имеет (� + 3)/2 симметричную угловую точку; если

�—нечетное число, то в типичном случае кривая δ имеет несимметричную (� + 4)/2 угловую
точку (возможно, вообще говоря, и существование угловой точки с вырождением более высокого
порядка).
3. Огибающая типичного семейства на гиперповерхности S2/3 имеет несимметричную 5/2 угло-

вую точку.

Рассмотрим теперь произвольное семейство на поверхности S3/4 и соответствующее ему поро-
жденное семейство FB. Для почти всех таких семейств найдутся такие λ �= 0 и � ∈ N, что имеет
место равенство ρ(s)− ρB(s) = λs� + o(s�).

Теорема 4. Для такого семейства отображение δ : s �→ (
ξs�+2 + o(s�+2), ηs�+3 + o(s�+3)

)
, где

ξ = (�+ 3)λβ/α и η = (�+ 2)λβ2/(2α2).

Замечания. 1. Если �—четное число, то кривая δ имеет симметричную (�+ 3)/(�+ 2) угловую
точку; если �—нечетное число, то кривая имеет особенности порядка (� + 3)/(� + 2). В обоих
случаях кривая δ касается в начале координат оси x.
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2. Огибающая типичного семейства на гиперповерхности S3/4 имеет особенность порядка 4/3.

Для семейств кривых, лежащих на поверхности {ρ0 = 0} также оказывается возможным по-
лучить явные формулы для ветвей их огибающих. Например, огибающая для каждого типичного
семейства из этой группы имеет одну ветвь (за исключением кривой γ) — полукубическую кри-
вую возврата, проходящую через начало координат и касающуюся прямой линии с углом наклона
2α/ρ̇(0). Для семейств с вырождением более высокого порядка количество ветвей огибающей,
проходящих через начало координат, зависит от первого ненулевого члена в разложении Ньютона
функции ρ; эти ветви (за исключением кривой γ) касаются оси y в начале координат.

4. КЛАССИФИКАЦИЯ СЕМЕЙСТВ НА ДИСКРИМИНАНТНЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Результаты предыдущих разделов позволяют предложить классификацию нетипичных семейств
на дискриминантной поверхности.
Начнем с рассмотрения гиперповерхности S2/3. Для � = 2k − 1 обозначим через S�2/3 множе-

ство семейств кривых таких, что ветвь их огибающей— кривая δ имеет несимметричную угловую
точку порядка (2k + 3)/2; для � = 2k обозначим через S�2/3 множество семейств, огибающая ко-
торых имеет симметричную угловую точку того же порядка. Множество оставшихся семейств
на гиперповерхности S2/3 (обозначим их через S∞

2/3) представляет собой множество бесконечной

коразмерности. Для гиперповерхости S2/3 обозначим через S�3/4 множество таких семейств, что
кривая δ имеет особенность порядка (� + 3)/(� + 2), через S∞

3/4 —множество прочих семейств на
этой поверхности. Скажем, что семейство кривых, лежащих на поверхности S1, лежит также и на
поверхности S�1, если существуют такие λ �= 0 и � ∈ N, что ρ(s) − R(s)/|s| = λs� + o(s�); лежит
на поверхности S∞

1 , если такого � ∈ N не существует. В этом случае оказывается, что длина
вертикального участка кривых γ и δ возрастает как s�+3 (т.е. кривая δ допускает параметризацию
s �→ (xγ(s), yγ(s) + λ̃s�+3 + o(s�+3)), где λ̃ имеет тот же знак, что и λ).
Таким образом, определена следующая классификация семейств кривых на дискриминантной

поверхности.

S1
2/3 S2

2/3 · · · S∞
2/3

{типичные семейства} S1
3/4 S2

3/4 · · · S∞
3/4

S1
1 S2

1 · · · S∞
1

��������

� � �

� � � �

���������

� � �

Каждая страта (класс) имеет коразмерность 1 в предшествующей страте. Вид соответствующих
стратам огибающих представлен на рис. 5.

5. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЯ ОГИБАЮЩЕЙ

В этом разделе будет исследована нормальная форма уравнения огибающей—форма, к кото-
рой заменой координат на плоскости {x, y} в окрестности начала координат может быть сведено
уравнение огибающей, рассматривавшееся в предыдущих разделах.

Теорема 5. Существует такая система координат, в которой уравнение огибающей ти-
пичного семейства кривых, определяемого уравнением (1), является бимодальной нормальной
формой

W±
1,0 : x6 ± y4 + a0x

3y2 + a1x
4y2 = 0,

где знак перед y4 совпадает со знаком выражения ρ0 − 3
4r0, а a

2
0 �= 4, если этот знак +.
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РИС. 5

Нормальная форма для типичного случая имеет две части, однако из этого не следует, что они
независимы.

Теорема 6. Нормальные формы уравнения огибающей для нетипичных семейств могут
иметь один из приведенных в следующей таблице видов.

Класс Обозначение Нормальная Форма
S2k−1

2/3 ∪ S2k
2/3 W−

1,2k x2k+6 − y4 + ax3y2

S�3/4 W̃±
� bx�+6 ± y�+4 + a0x

�+3y2 +
∑

P ap,qx
pyq

S�1 W#,−
1,2� (x3 − y2)2 + ax�+3y2

В таблице � и k—натуральные числа, a = (a0 + a1x), где a0 �= 0, b = (1 + b0x+ · · ·+ b�x
�+1)

и P —множество индексов (2 � p � �+ 1, 4 � q � �+ 3) таких, что �+ 5 � p+ q � 2�+ 4.

Замечания. 1. Сведение уравнения огибающей к нормальной форме осуществляется посред-
ством полу квазиоднородной фильтрации (для типичного случая), однородной фильтрации Нью-
тона (для семейств гиперповерхности S2/3) и спектральных последовательностей (для семейств
гиперповерхностей S3/4 и S1) в пространстве формальных рядов.
2. Нормальные формы семейств гиперповерхностей S2/3 и S1 бимодальны. Если класс W̃±

� имеет
�2 + 7� + 15 частей, то количество частей сингулярности увеличивается с ростом коразмерности
соответствующего класса на дискриминантной поверхности.
3. Каждое семейство гиперповерхности S2k−1

2/3 эквивалентно некоторому семейству гиперповерх-

ности S2k.

6. ДВОЙСТВЕННЫЙ СЛУЧАЙ

Плоская кривая определяет в двойственной плоскости кривую, называемую двойственной кри-
вой, точки которой суть касательные прямые данной кривой. Если первая кривая является гладкой
и выпуклой, то и двойственная кривая— гладкая и выпуклая, если эта исходная кривая имеет по-
лукубическую угловую точку, то двойственная кривая имеет точку перегиба. Так как двойствен-
ная кривая огибающей семейства кривых также является огибающей, то построенная выше теория
справедлива и для двойственного случая.
Пусть γ̌— гладкая действительная плоская кривая с точкой перегиба в начале координат, а

s �→ γ̌(s) = (as+ o(s), bs3 + o(s3)), где a, b �= 0— ее параметризация. Величина кручения кривой γ̌
равна K0s+ o(s), где K0 = 6b/a2.
Рассмотрим гладкое однопараметрическое семейство гладких кривых такое, что каждая кривая

Qγ̌(s) этого семейства касается кривой γ̌ в точке γ̌(s). Предположим, что кривизна этой кривой в
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точке касания является гладкой функцией переменной s, обращающейся в нуль в точке s = 0, т.е.
имеющей вид sk(s) = k0s + o(s). Тогда семейство двойственных кривых имеет вид, аналогичный
выше изученному, и таким образом оказывается справедливой двойственная форма теоремы 2.

Теорема 7. Огибающая семейства кривых, касающихся кривой γ̌, такая, что k0 := k(0) �= 0,
имеет две проходящие через начало координат ветви одна из которых— кривая γ̌. Вторая
ветвь

δ̌ : s �→ (ξs+ o(s), ηs3 + o(s3)),
где ξ = 3(a2k0 − 4b)/(ak0), η = (a2k0 − 4b)(2a2k0 − 9b)/(a2k0).

Следствие. Если k0 �= 0, 2
3K0, 3

4K0, то ветвь δ̌ имеет точку перегиба в начале координат,
где она касается оси x.

Как это было сделано в разделе 3, можно определить особые семейства GA и GB, огибающими
которых являются, соответственно, начало координат и ось x; можно показать, что их кривизна
равна skA(s) и skB(s), kA0 = 4b/a2 и kB0 = 9b/(2a2).

Теорема 8. Пусть существуют такие λ �= 0 и � ∈ N, что k(s) − kA(s) = λs� + o(s�). Тогда
δ̌ : s �→ (ξs�+1 + o(s�+1), ηs�+3 + o(s�+3)), где ξ = (�+ 3)λa3/(4b), η = −(�+ 1)λa2/4.

Замечание. Огибающая такого семейства кривых имеет точку перегиба в начале координат для
четных � или угловую точку для нечетных �. В обоих случаях кривая δ̌ касается оси x в точке O.
Подобное этим семейство с k0 = 4b/a2

1 имеет несимметричную угловую точку порядка 5/2 в начале
координат.

Теорема 9. Пусть существуют такие λ �= 0 и � ∈ N, что k(s) − kB(s) = λs� + o(sk). Тогда
δ̌ : s �→ (ξs+ o(s), ηs�+3 + o(s�+3)), где ξ = a/3 и η = 2λa2/9.

Замечание. Для такого семейства локально в окрестности начала координат ветвь δ̌ огибающей
является графиком некоторой гладкой на x функции, имеющей в x = 0 вырожденную критическую
точку: точку максимума или минимума для нечетных � и точку перегиба для четных. Более того,
в обоих случаях кривая δ̌ касается оси x в начале координат (порядок касания больше двух).
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АННОТАЦИЯ. Получены нормальные формы однопараметрических семейств медленных движений об-
щего положения уравнений релаксационного типа с двумерной медленной переменной вблизи особой
точки типа складки Уитни уравнения складки в случае, когда медленная скорость не касательна к
множеству критических точек складки. Например, семейство общего положения для значений па-
раметра общего положения описано с помощью ростка в начале координат одного из уравнений
(dy/dx)2 = x(x − y)2 и (dy/dx)2 = x, соответственно найденных В. И. Арнольдом и М. Чибрарио
после подходящей замены координат, расслоенных над пространствами параметров.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим уравнение релаксационного типа

ẋ = εX(x, y) + . . . , ẏ = Y (x, y) + εY1(x, y) + . . . ,

где x и y— соответственно, медленная и быстрая переменные, X, Y, Y1 — гладкие сечения со-
ответствующих касательных расслоений, а точки обозначают члены высшего порядка малости
относительно ε. Его медленное движение определяется системой уравнений

Y (x, y) = 0, ẋ = X(x, y), ẏ = Y1(x, y),

где производные берутся по медленному времени εt.
Говорят, что некоторое свойство выполняется для объекта общего положения, если это свойство

справедливо для любого объекта из некоторого открытого плотного подмножества пространства
объектов с тонкой топологией Уитни. Например, для сечения общего положения Y его пересечение
с нулевым сечением либо пусто, либо есть гладкая поверхность(размерности dimx) в фазовом
пространстве. Такая поверхность называется медленной поверхностью.
Уравнением свертывания называется сужение на медленную поверхность естественной проек-

ции (x, y) �→ x фазового пространства на пространство медленных переменных.
Согласно теореме Тома о трансверсальности, для пары сечений X, Y общего положения значение

сечения X отлично от нуля в любой точке, определяемой уравнением свертывания. В этом случае
вблизи такой точки существует корректно определенное уравнение 1-свертывания, отображающее
точку (x, y) медленной поверхности в точку (x, p(x, y)) пространства направлений на пространстве
медленной переменной, где p(x, y)—направление поля X(x, y).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 00-01-00343) и
гранта INTAS № 00-0259.

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2003
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Для сечения Y общего положения особенности общего положения уравнения свертывания в
точности есть особенности общего положения отображения многообразий размерности dimx, раз-
мерность ядра которых не превосходит размерности dim y [9]. В частности, при dimx = 2 эти
особенности есть только складки и каспы Уитни для любого dim y � 1. Аналогично, для сече-
ний X, Y общего положения любая критическая точка свертывания есть либо регулярная точка
1-свертывания, либо критическая точка типа зонтика Уитни. Кроме того, в общем положении все
эти особенности LR-стабильны, если свертывание— собственное отображение [10].
В этой статье рассматривается случай dimx = 2 и для фиксированного сечения Y будут получе-

ны нормальные формы медленного движения, заданного однопараметрическим семейством сечения
X общего положения вблизи точки, в которой свертывание имеет особую точку типа складки Уит-
ни и значение этого сечения не принадлежит образу касательной плоскости в этой точке при
отображении, задаваемом производной свертывания.
В частности, будет показано, что когда параметр q проходит через нуль, система уравнений

ẋ1 = ±1, (ẋ2)2 = x1(q + x1 ± x2
2)

2

описывает вблизи начала координат появление (исчезновение) зонтиков Уитни в образе 1-
свертывания однопараметрических семейств сечения X общего положения (с точностью до гладкой
орбитальной эквивалентности, гладко расслоенной над параметром, и при подходящем выборе но-
вых гладких локальных координат в пространстве параметров).

2. НОРМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ

Сформулируем основные результаты.

Теорема 1. Для двумерной медленной переменной x и сечения Y общего положения любая
критическая точка уравнения свертывания имеет тип либо скдадки Уитни, либо каспа Уит-
ни. Кроме того, свертывание LR-устойчиво, если оно является собственным отображением.

Эта теорема сразу следует из результатов В. Горюнова и Дж. Мазера [9,10]. Условие собственно-
сти уравнения свертывания всегда выполнено, если многообразие быстрой переменной компактно.
Фиксируем сечение Y общего положения, для которого свертывание—LR-стабильное собствен-

ное отображение, и рассмотрим точку медленной поверхности, являющуюся особой точкой типа
складки Уитни для свертывания. Вблизи такой точки свертывание принимает вид

x = v2, y = u

вблизи начала координат в подходящих локальных координатах u, v на медленной поверхности и
x, y—на многообразии быстрой переменной (начиная с этого момента, переменные x и y будут
играть эту роль).
Предполагая, что значение сечения X в рассматриваемой точке не касательно к множеству

критических значений свертывания (которое совпадает с осью y), можно записать вблизи начала
координат уравнение 1-свертывания в виде x = v2, y = u, dy : dx = a(u, v, q) : 1, где a— гладкая
функция, а q—параметр. Разделяя четную и нечетную части функции a относительно v и применяя
лемму Адамара (см. [1]) к нечетной части, приходим к следующей форме 1-свертывания вблизи
начала координат с некоторыми гладкими функциями a0 и a1:

x = v2, y = u, dy : dx = a0(u, v2) + va1(u, v2, q) : 1.

С точностью до направления движения вдоль траекторий из этой формы вытекает система диффе-
ренциальных уравнений

ẋ = 1, ẏ = a0(y, x, q)±
√
xa1(y, x, q) (1)

вблизи начала координат на многообразии медленной переменной. Видим, что сечение Y1 не влияет
на траектории медленного движения. Здесь функции a0 и a1 определены при x � 0, но их можно
гладко продолжить в некоторую окрестность начала координат по теореме продолжения Бореля
(см. [3,5]).
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Лемма 2. Вблизи начала координат можно удалить функцию a0 во втором уравнении си-
стемы (1) путем соответствующей гладкой замены координаты y, гладко зависящей от
параметра.

В самом деле, для новой координаты ỹ вида ỹ = y + xY (x, y, q) с некоторой гладкой функцией
Y имеем

˙̃y = a0 + (xY )x + (xY )ya0 ±
√
x(1 + xYy)a1,

где аргументы функций опущены. Характеристики дифференциального уравнения с частными про-
изводными первого порядка

(xY )x + (xY )ya0 = 0,
как легко видеть, не касаются плоскости x = 0. Следовательно, вблизи этой плоскости рассмат-
риваемое уравнение имеет (единственное) гладкое решение, удовлетворяющее условию Y ≡ 1 на
этой плоскости. Поэтому в новых координатах рассматриваемая система принимает вид

ẋ = 1, ẏ = ±√xA(y, x, q) (2)

с некоторой гладкой функцией A.
Поэтому для получения гладких орбитальных нормальных форм медленного движения в рас-

сматриваемой ситуации достаточно получить их для семейства систем (2) общего положения вбли-
зи точки оси y. Ясно, что общность положения начального семейства медленных движений экви-
валентна общности положения функции A.

Теорема 3. Для одномерного параметра функция A общего положения удовлетворяет толь-
ко одному из следующих условий в окрестности любой точки (y, 0, q):

(a) A �= 0,
(b) A = 0 �= AxAy,

(c) A = Ay = 0 �= AxAqAyy,

(d) A = Ax = 0 �= AyAxx(AyAxq −AxyAq).
Теорема 4. В случае одномерного параметра росток семейства фазовых кривых системы

(2) в любой точке (y, 0, q) является ростком в начале координат образа при сворачивании
(u, v) �→ (x = v2, y = u) семейства уровней одной из следующих функций:

(a) u+ v3,

(b) u+ v3u+ v5,

(c) u+ v3(q ± u2) + v5,

(d) u+ v3u+ v5q + v7 + v9h(q, v2),

где h— гладкая функция, в том и только том случае, если после соответствующего выбора
гладких локальных координат x, y, q, расслоенных над пространством параметров, имеют
место соответственно случаи (a)–(d) теоремы 3.

Замечание 5. Соответствующие медленные движения вдоль свернутых уровней функций из
теоремы 4 могут иметь положительную или отрицательную скорость вдоль оси x.

Замечание 6. Семейство (a) теоремы 4 соответствует хорошо известной нормальной форме Чи-
брарио (dy/dx)2 = x неявного обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка ре-
гулярной складки [7], а семейство (b) есть в точности нормальная форма Арнольда для медленного
движения вблизи складки с вырожденной контактной структурой [6]. Последние два семейства—
новые. Когда параметр проходит через нуль, первое из них описывет появление (исчезновение)
двух зонтиков Уитни на образе 1-сворачивания однопараметрических семейств медленных дви-
жений общего положения, а второе— бифуркации, вызванной касанием стандартной контактной
структуры в пространстве направлений на медленном многообразии с ручкой зонтика Уитни (этого
образа) в его вершине.
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Замечание 7. В последней нормальной форме теоремы 4 h в начале координат приводится к
±1, если она отлична от нуля.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Для системы (2) направления осей x и y определяются геометрически в любой точке оси ор-
динат. В самом деле, вторая из них касательна к границе области определения рассматриваемой
системы, а первая— касательна к траекториям системы, выходящим (уходящим) из точки этой
границы. Поэтому обращение в нуль производных Ax и Ay не зависит от выбора координат и все
случаи

(a) A �= 0,
(b) A = 0 �= AxAy,

(c′) A = Ay = 0 �= Ax,

(d′) A = Ax = 0 �= Ay

различны и корректно определены.
В случае (c′) дополнительное условие AqAyy �= 0 следует из теоремы Тома о трансверсальности,

так как из трансверсальности одноструйного продолжения j1A подмногообразию, определенному
уравнением x = A = Ay = 0, вытекает невырожденность матрицы

 1 0 0
Ax 0 Aq
Ayx Ayy Ayq




и, следовательно, получается неравенство AqAyy �= 0.
Рассмотрим случай (d′). При Ax = 0 условие Axx = 0 выполняется в том и только том слу-

чае, если порядок касания в точке исходящих (уходящих) траекторий больше, чем 2. Поэтому
обращение в нуль Ax и Axx не зависит от выбора координат. Согласно теореме Тома о трансвер-
сальности, для функции A общего положения его одноструйное продолжение не пересекается с
подмногообразием, определенным уравнением x = A = Ax = Axx = 0 в пространстве струй, так
как коразмерность этого подмногообразия больше, чем размерность прообраза. Значит, Axx �= 0
при x = A = Ax = 0 для функции A общего положения.
Аналогично, из трансверсальности j1A замкнутому подмногообразию x = A = Ax = 0 следует

невырожденность матрицы 
 1 0 0
Ax Ay Aq
Axx Axy Axq


 ,

а значит, и необращение в нуль функции AyAxq −AxyAq.
Теорема 3 доказана.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

Докажем сначала, что условия (a)–(d) теоремы 3 соответственно достаточны для получения
нормальных форм (a)–(d) теоремы 4.
Умножая правую часть уравнений системы (2) на ±√x и подставляя ±√x = v, y = u, приводим

эту систему к виду
v̇ = 1/2, u̇ = v2A(u, v2, q) (3)

на медленной поверхности. Достаточно получить гладкие орбитальные нормальные формы для этой
системы вблизи оси u с помощью диффеоморфизмов, расслоенных над пространством параметров
и коммутирующих с инволюцией σ : (u, v) �→ (u,−v) (переставляющей точки с одинаковыми
образами при свертывании). Значит, новая координата ũ, ṽ должна быть соответственно четной и
нечетной по v.
Ясно, что система (3) имеет первый интеграл вида I0(u, q) + v3I(u, v, q) с любой гладкой функ-

цией I0, имеющей положительную (или отрицательную) производную I0,u, и соответствующей
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гладкой функцией I. Разделяя четную и нечетную части этого интеграла относительно перемен-
ной v и беря четную часть в качестве новой переменной u, приходим к интегралу вида

u+ v3I(u, v2, q) (4)

с некоторыми новыми гладкими функциями I. Из случаев (a)–(d) теоремы 3 соответственно выте-
кают условия

(a) I �= 0,
(b) I = 0 �= Iv2Iu,

(c) I = Iu = 0 �= Iv2IqIuu,

(d) I = Iv2 = 0 �= IuIv2v2(IuIv2q − IqIv2u)

(5)

в рассматриваемой точке. Рассмотрим последовательно эти четыре случая.

Подслучай (a). Допустимая замена координат v, ṽ3 = v3I(u, v2) приводит наш первый интеграл
к виду u+ v3 (тильда опущена в обозначениях), который является формой (a) теоремы.
Для последних двух случаев полезны следующие утверждения. Определим следующее се-

мейство функций для семейства функций (u, v, q) �→ f(u, v, q) с параметром q и инволюцией
σ : (u, v) �→ (u,−v):

φ = fvσ∗fu + fuσ∗fv.
Заметим, что σ∗φ = φ. Предположим, что последнее семейство вблизи начала координат (u = v =
0, q = 0) может быть представлено в виде

φ = φk11 φ
k2
2 . . . φkl

l

с некоторыми гладкими семействами функций φ1, φ2, . . . , φl, обращающимися в нуль в начале
координат, и натуральными числами k1, k2, . . . , kl.

Теорема 8. Для гладкой функции ψ (обращающейся в нуль в начале координат при l = 1) ро-
сток в начале координат семейства f+φφ1φ2 . . . φlψ приводится к ростку в начале координат
семейства функций f с помощью гладкого диффеоморфизма, коммутирующего с инволюцией
σ и расслоенного над пространством параметров.

Из этой теоремы сразу вытекает

Следствие 9. Для любой гладкой функции ψ (обращающейся в нуль в начале координат
при l = 1) росток в начале координат семейства свернутых уровней семейства функций
f + φφ1φ2 . . . φlψ приводится к ростку в начале координат семейства свернутых уровней се-
мейства функций f с помощью гладкого диффеоморфизма, коммутирующего с инволюцией σ
и расслоенного над пространством параметров.

Для фиксированного значения параметра свернутый уровень функции— это образ при отоб-
ражении x = v2, y = u уровня этой функции. Образ семейства уровней определяет семейство
свернутых уровней. Теорема 8 и ее следствие есть параметрические варианты соответствующих
утверждений из [4]. Доказательство параметрического варианта теоремы практически то же и
потому не приводится.
Теперь для оставшихся случаев (b)–(d) условий (5) не нарушая общности будем считать, что

начало координат есть рассматриваемая точка и возьмем интеграл (4) как одно из двух семейств
функций из теоремы 8.

Подслучай (b). Для интеграла (4) функция φ равна 2v2(3I + 2v2Iv2). Применяя теорему деления
Мазера и лемму Адамара, представим эту функцию в начале координат в виде

v2(u+ a(q) + v2U(v2, q))R(u, v2, q)

с некоторыми гладкими функциями a, U и R. Функции U и R не обращаются в нуль в нача-
ле координат, так как Iv2 не обращается в нуль. Допустимая замена координат 3ũ = u + a(q),
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ṽ = v
√|U(v2, q)|/5 и сдвиг на a(q) в нумерации уровней интеграла (а также возможно и дополни-

тельное изменение знаков координаты ũ и нумерации уровней) сохраняют форму интеграла и при-
водят функцию φ к виду v2∆R(u, v2, q) с ∆ = 3u+ 5v2 и некоторой новой функцией R, R(O) �= 0.
(тильда опускается в обозначениях, а множители 3 при u и 5 при v2 выбраны для удобства).
На параболе ∆ = 0 имеем две инволюции. Одна из них переставляет точки с одинаковы-

ми u-координатами, а вторая— переставляет точки, лежащие на одном уровне рассматриваемого
интеграла. Легко видеть, что v-координаты точек, лежащих на одном и том же слое рассмат-
риваемого интеграла, дают те же значения для интеграла, что и некоторое значение функции
−5v2/2 + α(q)v5 + . . . с некоторой необращающейся в нуль функцией α, где точки обозначают
члены более высокого порядка малости. Вблизи начала координат такая функция может быть нор-
мализована с помощью допустимого перемаштабирования координаты v: v = ṽh(ṽ2, q) с некоторой
гладкой функцией h и, возможно, с некоторой гладкой перенумерацией уровней (в аналитическом
случае здесь появляются функциональные модули [2,8].
Таким образом, выполняя эти преобразования и соответствующее перемасштабирование коор-

динаты u: u = ũh2(−3ũ/5, q) (чтобы сохранить нормальную форму параболы), можно получить то
же сужение первого интеграла на параболу, что и для функции u+ v3u+ v5 (снова опускаем тиль-
ду в обозначениях новых координат). Следовательно, по лемме Адамара, первый интеграл можно
представить в виде

u+ v3u+ v5 + v3∆H(u, v2, q). (6)

Производная исходного первого интеграла на параболе по переменной v равна нулю. Произведенное
преобразование координат, как легко видеть, сохраняет это свойство. Тогда производная интеграла
(6) по v имеет вид

∆[v2 + 3v2H(u, v2, q) + v3Hu(u, v2, q) + 2v4Hv2(u, v
2, q)] + 10v4H(u, v2, q)

и должна обращаться в нуль на этой параболе. А это возможно в том и только том случае, если
H обращается в нуль на параболе. Значит, согласно лемме Адамара, последний член интеграла (6)
вблизи начала координат может быть представлен в виде

v3∆2H(u, v2, q)

с некоторой новой функцией H. Тогда этот член удовлетворяет условиям теоремы 8 с функцией
f = u + v3u + v5 и, следовательно, может быть удален с помощью гладкого диффеоморфизма,
коммутирующего со складывающей инволюцией и расслоенного над пространством параметров.

Подкласс (c). Меняя координату u : u = I0(ũ, q), можно представить рассматриваемый интеграл
вблизи начала координат в виде (снова опускаем тильду)

I0(u, q) + v3I(u, v2, q) (7)

с любой гладкой функцией I0, I0(O) = 0, производная которой по u либо положительна, либо отри-
цательна. Аналогично, применяя теорему деления Мазера и лемму Адамара, представим функцию
φ вблизи начала координат в виде

v2(q + u2a(u) + v2b(u, v2))R(u, v2, q)

с некоторыми гладкими функциями a, b и R, не обращающимися в нуль в начале координат, так
как Iv2(O)Iuu(O) �= 0. Следовательно, очевидное допустимое перемасштабирование u и v, а также,
возможно, и изменение знака параметра, приводят рассматриваемую функцию к виду

v2(q ± u2 + v2)R(u, v2, q)

с некоторой новой гладкой функцией R, R(O) �= 0.
Обозначая ∆ = q±u2+v2 и применяя лемму Адамара к функции I рассматриваемого интеграла,

можно его представить в виде

I0(u, q) + v3h1(u, q) + v3∆h2(q, u) + v3∆2h3(q, u,∆) (8)

с некоторыми гладкими функциями h1, h2 и h3, а также с новой функцией I0, возникшей в
результате сделанной замены переменных.
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Производная исходного первого интеграла по v имеет вид v2∆R(u, v2, q) с некоторой глад-
кой функцией R, необращающейся в нуль в начале координат. Как и в предыдущем подслу-
чае, произведенные преобразования координат сохраняют, как легко видеть, это свойство. Отсю-
да следует, что последний член в функции (8) удовлетворяет условиям теоремы 8 с функцией
f = I0(u, q) + v3h1(u, q) + v3∆h2(q, u) и, следовательно, может быть устранен с помощью глад-
кого диффеоморфизма, коммутирующего со складывающей инволюцией и расслоенного над про-
странством параметров. Таким образом, получаем следующий вид рассматриваемого интеграла с
h̃1(q, u) = h1(u, q) + (q ± u2)h2(q, u):

I0(u, q) + v3h̃1(q, u) + v5h2(q, u)

Имеем h̃1(O) = 0 �= h2(O), так как I(O) = 0 �= Iv2(O) и h̃1,u(O) = 0 �= h̃1,q(O)h̃1,uu(O) ввиду
Iu(O) = 0 �= Iq(O)Iuu(O).
Тогда допустимое перемасштабирование ṽ = v(h2(q, u))1/5 приводит коэффициент при v5 к еди-

нице. После этого некоторый сдвиг ũ = u + α(q) координаты u с некоторой гладкой функцией α,
α(O) = 0, дает h̃1,ũ|ũ=0 ≡ 0. Поэтому, в силу леммы Адамара, коэффициент при ṽ3 может быть
представлен в виде

qa(q) + ũ2b(q, ũ)

с некоторыми гладкими функциями a и b, не обращающимися в нуль в начале координат. Таким
образом, очевидное допустимое перемаштабирование координат q и u приводит рассматриваемый
интеграл к виду (опускаем тильду в обозначениях)

Ī0(u, q) + v3(q ± u2) + v5

с соответствующей гладкой функцией Ī0. Принимая во внимание сделанное преобразование коор-
динат, можно взять исходную функцию I0 так, чтобы первый член в этом соотношении был бы
равен u (этот шаг соответствует дополнительной допустимой операции, а именно перенумерации
уровней интеграла).
Таким образом, приходим к виду (c) теоремы 4,

u+ v3(q ± u2) + v5,

рассматриваемого интеграла вблизи начала координат.

Подслучай (d). Применяя лемму Адамара к функции I, представим интеграл (7) вблизи начала
координат в виде

I0(u, q) + v3h0(u, q) + v5h1(u, q) + v7h2(u, q) + v9h3(u, v2, q)

с некоторыми гладкими функциями hα. Имеем h0(O) = 0 �= h0,u(O), так как I(O) = 0 �= Iu(O).
Взяв h0 за новую переменную u и применяя лемму Адамара к функции h1, можно переписать

рассматриваемый интеграл в виде

I0(u, q) + v3(u+ uv2h0(u, q)) + v5h1(q) + v7h2(u, q) + v9h3(u, v2, q)

с некоторыми новыми гладкими функциями I0, hα. После перемасштабирования переменной v,
ṽ = v

√
1 + v2h0(u, q), приходим к интегралу вида (опускаем тильду)

I0(u, q) + v3u+ v5h1(q) + v7h2(u, q) + v9h3(u, v2, q)

с некоторыми новыми гладкими функциями I0, hα.
Применяя еще раз эту процедуру относительно h2 и производя аналогичное перемасштабирова-

ние, приходим к интегралу

I0(u, q) + v3u+ v5h1(q) + v7h2(q) + v9h3(u, v2, q)

с некоторыми новыми гладкими функциями I0, hα. Функция h1 обращается в нуль в начале
координат, но функции h1,q и h2 не обращаются в нуль, так как

Iv2(O) = 0 �= Iv2v2(O)(Iu(O)Iv2q(O)− Iq(O)Iv2u(O)).



32 А. А. ДАВЫДОВ

Следовательно, после выбора новых координат ṽ = vh
1/7
2 (q), q̃ = h1(q)h

−5/7
2 (q) и ũ = uh

−3/7
2 (q)

получаем (опускаем тильду) следующий вид рассматриваемого интеграла вблизи начала координат
с некоторыми новыми функциями I0 и h:

I0(u, q) + v3u+ v5q + v7 + v9h(u, v2, q).

Принимая во внимание сделанные выше преобразования координат, можно выбрать начальную
функцию I0 так, что первым членом будет u. Таким образом, для завершения доказательства
остается только избавиться от зависимости последнего члена рассматриваемого интеграла от u.
Но теперь функция φ для интеграла равна

v2[u+ 5v2q/3 + 7v4/3 + v6H(v2, q)]R(u, v2, q)

с некоторыми гладкими функциями H и R согласно теореме о неявной функции, примененной по
u + 5v2q/3 + 7v4/3. Функция R, как нетрудно видеть, не обращается в нуль в начале координат.
Обозначая выражение в квадратных скобках через ∆ и применяя лемму Адамара к функции h,
представим последний член рассматриваемого интеграла в виде

v9h(u, v2, q) = v9H0(v2, q) + v9∆H1(v2, q) + v9∆2H2(∆, v2, q)

вблизи начала координат с некоторыми гладкими функциями H0, H1 и H2.
По теореме 8, можно удалить последний член в выражении для v9h. Отсюда вытекает следую-

щий вид интеграла вблизи начала координат:

u+ v3u+ v5q + v7 + v9H0(v2, q) + v9∆H1(v2, q).

Это можно переписать в виде

u+ v3(1 + v6H1(v2, q))u+ v5q + v7 + v9(H0(v2, q) + (5v2q/3 + 7v4/3)H1(v2, q)).

Перемасштабируя переменную v, ṽ = v(1 + v6H1(v2, q))1/3, приходим к нужной форме

u+ v3u+ v5q + v7 + v9h(v2, q)

рассматриваемого интеграла с гладкой функцией h.
Необходимость условий (a)–(d) теоремы 3 для получения нормальных форм (a)–(d) теоремы 4

вытекает из непосредственных вычислений, основанных на этих формах.
Это доказывает теорему 4.

Замечание 10. Представляется, что нечего надеяться на полное удаление функции h из по-
следнего интеграла, поскольку на кривой ∆ = 0 при q < 0 имеются три инволюции: одна из
них— складывающая инволюция, а две других переставляют точки этой кривой на одном уровне
рассматриваемого интеграла.
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Уинтнера—Перко для кратных предельных циклов, предлагая новый подход к решению шестнадцатой
проблемы Гильберта о максимальном числе и взаимном расположении предельных циклов в квадра-
тичном случае полиномиальных систем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Мы будем изучать предельные циклы полиномиальной динамической системы вида

ẋ = f(x,µ), (1µ)

где x ∈ R2; µ ∈ Rn; f ∈ R2 (f —полиномиальная векторная функция). Напомним несколько
основных фактов о предельных циклах.

Но прежде сформулируем две фундаментальные теоремы из теории аналитических функций [1].

Теорема 1 (подготовительная теорема Вейерштрасса). Пусть F (w, z)—аналитическая в ок-
рестности точки (0, 0) функция, удовлетворяющая условиям

F (0, 0) = 0,
∂F (0, 0)
∂w

= 0, . . . ,
∂k−1F (0, 0)
∂k−1w

= 0;
∂kF (0, 0)
∂kw

�= 0.

Тогда в некоторой окрестности |w| < ε, |z| < δ точки (0, 0) функция F (w, z) может быть
представлена в виде

F (w, z) = (wk +A1(z)wk−1 + . . .+Ak−1(z)w +Ak(z))Φ(w, z),

где Φ(w, z)—аналитическая функция, не равная нулю в указанной окрестности,
а A1(z), . . . , Ak(z)—аналитические функции при |z| < δ.

Замечание 1. Из этой теоремы вытекает, что уравнение F (w, z) = 0 в достаточно малой окрест-
ности точки (0, 0) эквивалентно уравнению

wk +A1(z)wk−1 + . . .+Ak−1(z)w +Ak(z) = 0,

левая часть которого есть многочлен относительно w. Таким образом, подготовительная теорема
Вейерштрасса сводит локальное изучение общего случая неявной функции w(z), определенной
уравнением F (w, z) = 0, к случаю неявной функции, заданной алгебраическим уравнением отно-
сительно w.
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Теорема 2 (о неявной функции). Пусть F (w, z)—аналитическая в окрестности точки (0, 0)
функция и пусть F (0, 0) = 0, F ′

w(0, 0) �= 0. Тогда существуют δ > 0 и ε > 0 такие, что для
любого z, удовлетворяющего условию |z| < δ, уравнение F (w, z) = 0 имеет один и только
один корень w = f(z), удовлетворяющий условию |f(z)| < ε. Функция f(z) разлагается в ряд
по целым положительным степеням z, сходящийся при |z| < δ, т.е. является однозначной
аналитической функцией от z, обращающейся в нуль при z = 0.

Предположим, что система (1µ) имеет предельный цикл

L0 : x = ϕ0(t)

минимального периода T0 при некотором значении параметра µ = µ0 ∈ Rn. Пусть l—нормаль к
L0 в точке p0 = ϕ0(0) и s—координата на l, причем s—положительно снаружи от L0. Тогда из
теоремы о неявной функции следует, что существует такое δ > 0, что для |s| < δ и ‖µ − µ0‖ < δ
определено и аналитично отображение Пуанкаре h(s,µ). Кроме того, на нормали l к L0 для
системы (1µ) определена функция сдвига

d(s,µ) = h(s,µ)− s.
Применяя функцию сдвига, кратный предельный цикл можно определить следующим образом.

Определение. Предельный цикл L0 системы (1µ) называется кратным предельным циклом,
если d(0,µ0) = ds(0,µ0) = 0, и простым (или гиперболическим) предельным циклом, если он не
является кратным; более того, L0 является предельным циклом кратности m, если

d(0,µ0) = ds(0,µ0) = . . . = d(m−1)
s (0,µ0) = 0, d(m)

s (0,µ0) �= 0.

Заметим, что кратность L0 не зависит от выбора точки p0 ∈ L0, через которую мы провели
нормаль l.

Приведем также ставшие уже классическими формулы, определяющие производные функции
сдвига через интегралы от векторного поля f вдоль периодической траектории ϕ0(t) [1]:

ds(0,µ0) = exp
∫ T0

0
∇ · f(ϕ0(t),µ0)dt− 1, (2)

dµj (0,µ0) =
−ω0

‖f(ϕ0(0),µ0)‖
∫ T0

0
exp

(
−
∫ t

0
∇ · f(ϕ0(τ),µ0)dτ

)
f ∧ fµj

(ϕ0(t),µ0)dt (3)

для j = 1, . . . , n, где ω0 = ±1 в зависимости от того, является ли L0, соответственно, положительно
или отрицательно ориентированным, и где векторное произведение двух векторов x = (x1, x2) и
y = (y1, y2) в Rn определяется как

x ∧ y = x1y2 − x2y1.

Аналогичные формулы, выраженные через интегралы от векторного поля f и его первые и
вторые частные производные вдоль ϕ0(t), могут быть выведены для dss(0,µ0) и dsµj (0,µ0).

2. ПРИНЦИП ОКОНЧАНИЯ УИНТНЕРА—ПЕРКО

Для глобального анализа бифуркаций предельных циклов воспользуемся принципом окончания
Уинтнера—Перко, сформулированным для взаимно простых, плоских, аналитических систем и
связывающим все основные бифуркации предельных циклов [9, 12, 15, 17]. Cформулируем этот
принцип для полиномиальной системы (1µ).

Теорема 3 (принцип окончания Уинтнера—Перко). Любое однопараметрическое семейство
кратных предельных циклов полиномиальной системы (1µ) может быть единственным об-
разом продолжено в максимальное однопараметрическое семейство (кривую) таких циклов,
которое будет либо открытым, либо циклическим. Если это семейство открытое, то оно ли-
бо оканчивается, когда параметр или предельные циклы становятся неограниченными, либо
оканчивается в какой-то особой точке системы (1µ), которая в типичном случае является
негрубым фокусом той же кратности, или на каком-то сепаратрисном цикле (1µ), который
так же в типичном случае имеет ту же кратность.
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Доказательство принципа окончания Уинтнера—Перко для общей полиномиальной системы (1µ)
с векторным параметром µ ∈ Rn аналогично доказательству принципа окончания для системы

ẋ = P (x, y, λ), ẏ = Q(x, y, λ) (1λ)

с единственным параметром λ ∈ R (см. [13]), так как нет потери общности в предположении,
что система (1µ) параметризуется единственным параметром λ; т.е. мы можем предположить, что
существует аналитическое преобразование µ(λ) из R в Rn такое, что (1µ) может быть записано
как (1µ(λ)) или даже (1λ), и затем мы можем повторить все, что было сделано с системой (1λ)
в [15].

Из принципа следует, что в типичном случае любое ограниченное однопараметрическое се-
мейство предельных циклов кратности m является либо циклическим, либо оно оканчивается
в бифуркации Андронова—Хопфа порядка m или в бифуркации гомоклинической (гетероклини-
ческой) петли порядка m; однако есть примеры [15], которые показывают, что, вообще говоря,
однопараметрическое семейство предельных циклов кратности m может оканчиваться также:

1) в особой точке системы (1µ), которая является фокусом кратности k > m, т.е. в бифуркации
Андронова—Хопфа порядка k > m, или

2) в центре системы (1µ), или
3) в вырожденной особой точке (1µ), соответствующей бифуркации сборки Богданова—Такенса,

или
4) на (сложном) сепаратрисном цикле (1µ) кратности k > m, т.е. в бифуркации гомоклиниче-

ской (гетероклинической) петли порядка k > m.

Может случиться даже, что однопараметрическое семейство кратных предельных циклов оканчи-
вается на сложном сепаратрисном цикле системы (1µ), для которого отображение Пуанкаре не
определено [15].

Принцип окончания Уинтнера—Перко является слишком общим также для решения такой спе-
цифической проблемы, какой является шестнадцатая проблема Гильберта о максимальном числе и
взаимном расположении предельных циклов. Например, мы не знаем точно, какие из параметров
системы (1µ) действительно контролируют кратные предельные циклы; у нас нет полной ин-
формации о границе глобальной бифуркационной поверхности кратных предельных циклов; мы не
знаем, как отделить случай, когда максимальное однопараметрическое семейство кратных предель-
ных циклов является циклическим и т. д. Поэтому имеет смысл обратиться снова к простейшему
(квадратичному) случаю системы (1µ) и воспользоваться некоторыми нашими предыдущими ре-
зультатами по глобальному качественному исследованию таких систем.

В работах [5, 10], например, мы рассматривали бифуркации предельных циклов различной ко-
размерности для квадратичной системы с двумя параметрами, поворачивающими поле, и ввели
так называемую функцию предельных циклов— сечение многообразия Андронова—Хопфа, обра-
зованного предельными циклами и соответствующими значениями какого-то из параметров, пово-
рачивающих поле. Используя численно-аналитические методы, мы построили конкретные примеры
систем с различным количеством и взаимным расположением предельных циклов (в частности,
был построен пример системы, имеющей, по крайней мере, четыре предельных цикла в расположе-
нии (3 : 1)). В этих работах мы исследовали случай двух особых точек в конечной части плоскости
и показали, что в соответствующих двухпараметрических семействах с параметрами, поворачива-
ющими поле, полуустойчивые (двукратные) предельные циклы под действием этих параметров
двигались либо к началу координат, либо к сепаратрисному циклу. Окончание бифуркационной
кривой этих двукратных циклов регистрировалось обращением в нуль либо первой фокусной ве-
личины в начале координат, либо дивергенции векторного поля (или эквивалентной величины) в
седле (или седлах), лежащем (лежащих) на сепаратрисном цикле. В [3,4,11] рассмотрели оставши-
еся случаи особых точек и провели полную классификацию сепаратрисных циклов квадратичных
систем. В работах [4,11] мы использовали всю эту информацию, а также данные по классификации
и соответствующей цикличности сепаратрисных циклов и с помощью параметров, поворачивающих
поле, и функции предельных циклов пытались управлять полуустойчивыми предельными циклами,
изменяя параметры так, чтобы эти циклы двигались либо к особой точке, либо к какому-то из
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сепаратрисных циклов, цикличность которых нам заведомо была известна. Таким образом, мы по-
лучали противоречие с известной цикличностью (кратностью) граничных элементов и, тем самым,
могли ограничить сверху кратность предельных циклов.

В [4,11] мы развивали эти идеи посредством принципа окончания и обобщения результатов для
однопараметрических семейств предельных циклов, образованных параметрами, поворачивающими
поле, применяя их к решению шестнадцатой проблемы Гильберта для квадратичных систем (1µ).

3. МОНОТОННЫЕ СЕМЕЙСТВА ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ И ПОВЕРНУТЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

Прежде всего обобщим некоторые результаты по однопараметрическим семействам предельных
циклов, порожденным параметрами, поворачивающими поле (или семействами повернутых вектор-
ных полей), которые были получены Даффом [6] и Перко [14].

Как известно [6], плоское семейство векторных полей, описанных (1λ), называется семейством
повернутых векторных полей, если особые точки (1λ) остаются фиксированными при изменении
λ на промежутке (−∞,∞) и если угол каждого вектора в векторном поле, θ = arctanQ/P ,
изменяется монотонно относительно λ, т.е. если

∂θ/∂λ = (PQ′
λ −QP ′

λ)/(P
2 +Q2)

не обращается в нуль при λ ∈ R или, эквивалентно, если определитель

D =
∣∣∣∣P Q
P ′
λ Q′

λ

∣∣∣∣
не обращается в нуль при λ ∈ R.

Из главных результатов [6] следует, что предельные циклы любого однопараметрического семей-
ства, порожденного семейством повернутых векторных полей (1λ), расширяются или сжимаются
монотонно относительно λ до тех пор, пока они не достигнут какой-то из особых точек (1λ).
Принцип окончания является обобщением этого результата Даффа [6]. Как было показано в [14],
те же результаты имеют место и в случае, когда определитель D не меняет знак и имеет только
конечное число нулей на любом предельном цикле (1λ).

В [1] была получена следующая формула, аналогичная (3):

dλ(0, 0) = −ω0I0/(P 2
x (ϕ0(0), ψ0(0), 0) +Q2

y(ϕ0(0), ψ0(0), 0))1/2, (4)

где интеграл

I0 =
∫ T

0
exp

(∫ T

t
(P ′

x(ϕ0(τ), ψ0(τ), 0) +Q′
y(ϕ0(τ), ψ0(τ), 0))dτ

)
D(ϕ0(t), ψ0(t), 0))dt.

В этой формуле d(s, λ) обозначает функцию сдвига вдоль прямой l0, перпендикулярной к L0 в
точке p0 = (ϕ0(0), ψ0(0)) ∈ L0; D(x, y, λ)—определитель, заданный выше; ω0 = ±1 соответствует
ориентации L0.

Если lσ —прямая, перпендикулярная к L0, а d(σ, s, λ) обозначает функцию сдвига вдоль lσ, то
можно показать (см. [13]), что dλ(σ, 0, 0) задается формулой (4), где I0 заменяется интегралом Iσ
с пределами от σ до σ + T вместо, соответственно, 0 и T . Вообще говоря, может случиться, что
dλ(σ, 0, 0) имеет различные знаки для различных значений σ ∈ [0, 2π) [13], т.е. семейство в одних
точках L0 может расширяться, а в других сжиматься. Однако может быть показано, что если
L0 —кратный предельный цикл и если dλ(σ0, 0, 0) = 0 для некоторого σ0 ∈ R, то dλ(σ, 0, 0) = 0
для всех σ ∈ R [13]. Тогда из непрерывности dλ(σ, 0, 0) следует, что если dλ(σ0, 0, 0) > 0 для
некоторого σ0 ∈ R, то dλ(σ, 0, 0) > 0 для всех σ ∈ R. Имея в виду эти факты, мы можем
определить два вида кратных предельных циклов: кратный предельный цикл L0 системы (10)
называется особым, если dλ(σ, 0, 0) = 0 для всех σ ∈ R, и называется неособым, если dλ(σ, 0, 0) �= 0
для всех σ ∈ R.

Из формулы (4) немедленно вытекает тот факт, что dλ(0, 0) �= 0 в любом семействе повернутых
векторных полей (1λ). Таким образом, из теоремы о неявной функции следует, что если (1λ)
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описывает семейство повернутых векторных полей, то существует единственная аналитическая
функция λ(s) такая, что d(s, λ(s)) = 0 и

λ′(s) = −ds(s, λ(s))/dλ(s, λ(s))

для всех достаточно малых s. Следовательно, в любом однопараметрическом семействе повернутых
векторных полей (1λ) возможны только бифуркации складки и семейство предельных циклов «не
возвращается обратно в самом себе». Отсюда вытекает, что не существует циклических семейств
предельных циклов, порожденных семейством повернутых векторных полей [13].

Замечание 2. Нет необходимости для монотонного роста предельных циклов требовать, чтобы
заданный выше определитель D оставался положительным (или отрицательным), как это было
в [6]. Для того, чтобы однопараметрическое семейство предельных циклов, порожденных (1λ),
расширялось или сжималось монотонно относительно λ, проходящего через значение, соответ-
ствующее L0, достаточно, чтобы интегралы Iσ, определенные выше, были положительными (или
отрицательными) для всех σ ∈ [0, 2π). В действительности, так как sgn(ds(0, 0)) = ν0, где ν0 = ±1
в зависимости от того, является L0 устойчивым или неустойчивым, соответственно, из приведен-
ных выше уравнений для dλ(0, 0) и λ′(0) (и соответствующих уравнений для dλ(σ, 0, 0) и λ′(σ, 0))
следует, что если Iσ > 0 для σ ∈ [0, 2π), то sgn(λ′(σ, 0)) = ν0ω0 для всех σ ∈ [0, 2π). Следователь-
но, если Iσ > 0 для σ ∈ [0, 2π), то при возрастании λ (когда ν0 и ω0 имеют один и тот же
знак) или убывании λ (когда ν0 и ω0 имеют противоположные знаки) однопараметрическое
семейство предельных циклов расширяется, проходя через простой предельный цикл L0. Ана-
логичный результат имеет место, если Iσ < 0 для всех σ ∈ [0, 2π). То же самое справедливо для
кратных предельных циклов, где, как отмечалось выше, необходимо только потребовать, чтобы
dλ(0, 0) или, равносильно, I0 были отличны от нуля [13]. Эти результаты суммируются в следую-
щей теореме, во 2-й части которой ν0 определяется через внешнюю устойчивость полуустойчивого
предельного цикла L0.

Теорема 4 (о монотонных семействах предельных циклов [13]). Если L0 —неособый кратный
предельный цикл системы (10), то L0 принадлежит однопараметрическому семейству пре-
дельных циклов системы (1λ); более того:

1) если кратность L0 нечетная, то семейство либо расширяется, либо сжимается моно-
тонно при прохождении λ через λ0;

2) если кратность L0 четная, то L0 распадается на устойчивый и неустойчивый предель-
ные циклы при прохождении λ через λ0 в одном направлении и L0 исчезает при прохо-
ждении λ через λ0 в противоположном направлении; т.е. в λ0 —бифуркация складки.

4. ПРОБЛЕМА ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ ДЛЯ КВАДРАТИЧНЫХ СИСТЕМ

В [15] Перко установил существование локальных (n−m+1)-мерных многообразий Cm предель-
ных циклов кратности m для полиномиальных систем (1µ) с µ ∈ Rn и n � m � 2. Эти результаты
описывают топологическую структуру бифуркационных многообразий Cm коразмерности (m− 1).
Для m = 2, 3, 4 многообразия C2, C3, C4 представляют собой известные бифуркационные поверх-
ности типа «складка», «сборка» и «ласточкин хвост»; для m = 5, 6 многообразия C5 и C6 —это
бифуркационные поверхности типа «бабочка» и «вигвам», соответственно; для m � 7 топологиче-
ская структура соответствующих многообразий Cm еще более сложная.

Пусть имеется локальная бифуркационная поверхность кратных предельных циклов. Как пока-
зано в [15] (с помощью теоремы о неявной функции и подготовительной теоремы Вейерштрасса),
любая такая поверхность может быть образована определенным количеством попарно пересекаю-
щихся бифуркационных поверхностей типа «складка», которые ограничивают в пространстве пара-
метров системы некоторую область с соответствующим количеством простых предельных циклов.
Так как бифуркации предельных циклов определяются параметрами, поворачивающими векторное
поле, то достаточно рассмотреть бифуркационные поверхности кратных предельных циклов только
в пространстве этих параметров. Очевидно, что число параметров, поворачивающих поле, и опре-
деляет сложность образованной бифуркационной поверхности. В квадратичном случае, например,
мы можем сформулировать следующую теорему.
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Теорема 5 (о монотонных семействах предельных циклов [13]). Не существует квадратич-
ной системы, имеющей в пространстве параметров бифуркационную поверхность четырех-
кратных предельных циклов типа «ласточкин хвост». Другими словами, никакая квадратич-
ная система не может иметь ни четырехкратного предельного цикла, ни четырех предельных
циклов вокруг одной особой точки (фокуса); и максимальная кратность, и максимальное число
предельных циклов, окружающих фокус, равно трем.

Доказательство. Доказательство этой теоремы проводится от противного.
В [10] мы доказали, что для изучения предельных циклов вместо общей квадратичной системы с

двенадцатью параметрами достаточно рассмотреть две канонические системы с пятью и четырьмя
параметрами, соответственно:

ẋ = −y(1 + x) + αQ(x, y),

ẏ = x+ λy + ax2 + βy(1 + x) + cy2 ≡ Q(x, y);
(5)

ẋ = −y + νy2, ẏ = Q(x, y), ν = 0, 1, (6)
где вторая из систем представляет собой два предельных случая первой.

Рассмотрим пятипараметрическую систему (5) (система (6) рассматривается аналогично), со-
держащую три параметра, поворачивающих поле (α, β и γ), и предположим, что она имеет четыре
предельных цикла вокруг начала координат. При этом предположении мы попадем в некоторую
область пространства параметров, поворачивающих поле, будучи ограниченными определенными
условиями на два оставшихся параметра системы (a и c), соответствующих различным случаям
особых точек в конечной части фазовой плоскости, которые мы рассматривали при классифика-
ции сепаратрисных циклов в [3, 11]. Без ограничения общности один из этих параметров можно
зафиксировать: например, параметр a, фиксируя при этом положение двух особых точек на оси x
в фазовой плоскости. Тогда в пространстве параметров α, β, γ и c найдется область, ограничен-
ная тремя поверхностями типа «складка», образующими локальную бифуркационную поверхность
четырехкратных предельных циклов типа «ласточкин хвост».

Соответствующее максимальное однопараметрическое семейство четырехкратных предельных
циклов не может быть циклическим, так как иначе в пространстве параметров будет существо-
вать, по крайней мере, одна точка, соответствующая предельному циклу кратности пять (или даже
выше). Продолжая бифуркационную кривую предельных циклов кратности пять через эту точку
и параметризуя соответствующее максимальное однопараметрическое семейство пятикратных пре-
дельных циклов каким-то из параметров, поворачивающих поле, мы получим, в соответствии с
теоремой 4, монотонную кривую, которая, по принципу окончания Уинтнера—Перко (теорема 3),
будет оканчиваться либо в начале координат, либо на каком-то сепаратрисном цикле, окружа-
ющем эту точку. А так как мы знаем абсолютно точно, по крайней мере, цикличность особой
точки, которая равна трем (результат Баутина [2]), мы получаем противоречие с принципом окон-
чания, утверждающим, что кратность предельных циклов не может быть выше, чем кратность
(цикличность) особой точки, в которой они оканчиваются.

Если же максимальное однопараметрическое семейство четырехкратных предельных циклов не
является циклическим, то по принципу окончания (теорема 3) это опять же противоречит резуль-
тату Баутина, не допускающему кратности предельных циклов выше трех. Это противоречие и
завершает доказательство.

Таким образом, применяя методы теории катастроф и принцип окончания для кратных пре-
дельных циклов, мы развиваем глобальную теорию бифуркаций двумерных полиномиальных ди-
намических систем и, опираясь на эту теорию, можем предложить программу окончательного
решения шестнадцатой проблемы Гильберта в случае квадратичных систем. Эта программа явля-
ется продолжением и, в каком-то смысле, альтернативой к программе, которая была выдвинута
около десяти лет назад Ф. Дюмортье, Р. Руссари и К. Руссо и которая часто называется просто
«программой Руссари»— по имени ее идейного вдохновителя [7, 16].

Программа Руссари сводится к классификации сепаратрисных циклов, определению их циклич-
ности и нахождению какой-либо верхней грани числа предельных циклов квадратичных систем.
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Необходимость развития этой программы вызвана тем, что имеются некоторые принципиальные
трудности в ее реализации: например, не понятно, как определять цикличность немонодромных
сепаратрисных циклов, когда не существует функции последования в окрестности этих циклов,
и нет пока общего подхода к исследованию цикличности сепаратрисных циклов в случае центра,
когда функция последования— тождественный нуль. Кроме того, даже в случае реализации такой
программы, как отмечают сами ее авторы [7], полученная верхняя грань числа предельных циклов
заведомо не может быть оптимальной, так как применяемые там чисто аналитические методы не
способны обеспечить ни глобальный контроль бифуркаций предельных циклов вокруг одной осо-
бой точки, ни, тем более, одновременный контроль бифуркаций вокруг различных особых точек.

Более перспективным представляется подход, основанный на комбинации бифуркационно-
аналитических методов с теорией абелевых интегралов. Как было показано в [8], где рассмат-
ривались интегрируемые системы при малых возмущениях параметров, с помощью абелевых ин-
тегралов в некоторых специальных случаях квадратичных систем возможно даже полное решение
вопроса о максимальном числе и взаимном расположении предельных циклов. В [8], например,
рассматривается квадратичная система с двумя антиседлами в конечной части плоскости и тремя
особыми точками (узлом и двумя седлами) на бесконечности, которая близка к интегрируемой
системе в случае симметрии, и доказывается, что такая система может иметь не более трех пре-
дельных циклов вокруг каждой из особых точек.

Мы же предлагаем программу, которая основывается на трех фундаментальных идеях каче-
ственной теории дифференциальных уравнений, а именно:

1) о качественном исследовании в целом, т.е. о необходимости проведения качественного ис-
следования как на всей фазовой плоскости, так и во всем пространстве параметров системы
(Н. П. Еругин);

2) об использовании параметров, поворачивающих векторное поле, в качестве инструмента для
работы с предельными циклами (Г. Ф. Д. Дафф);

3) о принципе окончания максимального однопараметрического семейства кратных предельных
циклов, объединяющем все известные локальные бифуркации предельных циклов (А. Уинт-
нер, Л. М. Перко).

Суть программы в случае квадратичных систем состоит в следующем.
1. Используются пятипараметрические канонические системы с тремя (динамическими) пара-

метрами, поворачивающими векторное поле.
2. Плоскость двух оставшихся (статических) параметров разбивается на области, соответству-

ющие различному количеству и характеру особых точек в конечной части плоскости, и канониче-
ские системы рассматриваются отдельно в каждой из таких областей, т.е. изучение бифуркаций
предельных циклов сводится к исследованию трехмерных областей в пространстве динамических
параметров.

3. Доказывается в каждом конкретном случае конечных особенностей, что максимальное одно-
параметрическое семейство кратных предельных циклов не является циклическим.

4. Используя результат Баутина о цикличности особой точки, которая равна трем, и принцип
окончания Уинтнера—Перко, утверждающий, что кратность предельных циклов не может быть
выше кратности (цикличности) особой точки, в которой они оканчиваются, в каждом отдельном
случае доказывается от противного невозможность существования ни четырехкратного предель-
ного цикла, ни четырех предельных циклов вокруг одной особой точки.

5. Рассматриваются бифуркации предельных циклов вокруг различных особых точек и доказы-
вается, что четыре предельных цикла могут существовать одновременно только в расположении
(3 : 1), т.е. три— вокруг одного фокуса и один— вокруг другого.

Таким образом, с учетом построенных ранее примеров квадратичных систем с четырьмя пре-
дельными циклами (см. [4]), имеет место следующая гипотеза.

Гипотеза. Максимальное число предельных циклов в квадратичной системе равно четырем, и
единственно возможное их расположение— (3 : 1).
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Замечание 3. В действительности, чтобы доказать эту гипотезу (т.е. решить шестнадцатую
проблему Гильберта для квадратичных систем), мы должны доказать для предельных циклов
только невозможность расположения (2 : 2) в случае двух фокусов и одного седла на бесконечно-
сти. В [4,5, 10], используя каноническую систему с двумя параметрами, α и γ, поворачивающими
поле, в случае двух фокусов и одного седла на бесконечности, мы построили квадратичную систе-
му, имеющую, по крайней мере, четыре предельных цикла в расположении (3 : 1). Если допустить
сначала, что эта система имеет только три предельных цикла в расположении (2 : 1), т.е. два
цикла вокруг фокуса (0, 0) и только один вокруг фокуса (1, 0), а затем предположить, что при
изменении какого-либо из параметров, поворачивающих поле, например, α, полуустойчивый цикл
появится вокруг фокуса (1, 0), то, применяя принцип окончания, может быть показано, что мак-
симальное однопараметрическое семейство трехкратных предельных циклов, параметризованное
другим параметром, γ, поворачивающим поле, не может оканчиваться в фокусе (1, 0), так как для
любых α �= 0 он будет грубым фокусом (см. [4, 5, 10]). Мы могли бы также использовать для
доказательства нашу привычную пятипараметрическую каноническую систему (5).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решение задачи топологической сопряженности диффеоморфизмов, заданных на замкнутом ори-
ентируемом трехмерном многообразии, имеет ряд принципиальных отличий от решения аналогич-
ной задачи для потоков даже в классе динамических систем Морса—Смейла. Это обусловлено,
во-первых, возможностью дикого вложения сепаратрис седловых точек в окрестности стока или ис-
точника (примеры такого нетривиального вложения были построены в работах [4,10]). Во-вторых,
возможностью пересечения устойчивого и неустойчивого многообразий различных седловых точек,
имеющих одинаковый индекс Морса (из простых соображений о размерности следует, что такое
пересечение невозможно для потоков Морса—Смейла).

Напомним, что если p, q—различные периодические седловые точки диффеоморфизма Морса—
Смейла f трехмерного многообразия, для которых W u(p) ∩W s(q) �= ∅, тогда:
• если dimW s(p) = dimW s(q), тоW u(p)∩W s(q) является счетным множеством и каждая точка
этого множества называется гетероклинической точкой, а траектория гетероклинической
точки называется гетероклинической орбитой;
• если dimW s(p) < dimW s(q), то компонента связности W u(p) ∩W s(q) называется гетеро-
клинической кривой.

Исследование частично поддержано CNRS (Франция) и Российским фондом фундаментальных исследований (проект
№ 02–01–00098).
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Согласно Смейлу (см. [3, 12]) диффеоморфизм f называется градиентноподобным, если из
условия W u(p)∩W s(q) �= ∅ следует, что dimW s(p) < dimW s(q). Диффеоморфизм Морса—Смейла,
не имеющий гетероклинических точек, является градиентноподобным.

Важным продвижением в классификации диффеоморфизмов на 3-многообразиях явилась ра-
бота [4]. В ней рассмотрен класс градиентноподобных диффеоморфизмов без гетероклинических
кривых, заданных на S3, неблуждающее множество которых состоит ровно из четырех неподвиж-
ных точек: двух стоков, одного источника и одного седла. Там же было показано, что топологиче-
ская классификация таких диффеоморфизмов эквивалентна топологической классификации узлов,
вложенных в многообразие S2 × S1.

Следующим принципиальным шагом стала работа [5], в которой установлено, что если за-
мкнутое трехмерное ориентируемое многообразие допускает диффеоморфизм Морса—Смейла без
гетероклинических кривых, то оно является либо сферой S3, либо связной суммой конечного числа
копий S2 × S1.

Идея работы [4] была использована для топологической классификации более общих классов
диффеоморфизмов: в [1, 7] — для градиентноподобных диффеоморфизмов без гетероклинических
кривых и в [6] — для градиентноподобных диффеоморфизмов, допускающих пересечения устойчи-
вых и неустойчивых многообразий седловых периодических точек по конечному множеству гете-
роклинических кривых.

Настоящая работа является первым шагом в изучении диффеоморфизмов Морса—Смейла с ге-
тероклиническими орбитами на 3-многообразиях (т.е. не являющихся градиентноподобным). Мы
дадим полную классификацию самого простого класса таких диффеоморфизмов, используя топо-
логическую конструкцию, предложенную в работе [6].

Пусть f —диффеоморфизм Морса—Смейла, заданный на гладком замкнутом ориентируемом
трехмерном многообразии M3, g = fk, k ∈ Z—диффеоморфизм, неблуждающее множество Ω(g)
которого состоит из неподвижных точек, и ограничения диффеоморфизма g на неустойчивые мно-
гообразия седловых точек сохраняют ориентацию этих многообразий. Для каждого i ∈ {0, . . . , 3}
обозначим через g∗i линейный изоморфизм, индуцированный g в группе гомологий Hi(M3,R), а че-
рез tri— след отображения g∗i. Из результатов [13] следует, что для сохраняющих ориентацию диф-

феоморфизмов Морса—Смейла, заданных на 3-многообразиях, число Лефшеца Λ(g) =
3∑
i=0

(−1)i tri

равно нулю. С другой стороны, по формуле Лефшеца
∑

p∈Ω(g)

L(p) = Λ(g), где L(p)— индекс непо-

движной точки p1. Отсюда следует, что неблуждающее множество Ω(g) состоит из четного числа
точек. Так как f —диффеоморфизм Морса—Смейла, то g имеет хотя бы один неподвижный сток p1

и хотя бы один неподвижный источник p2. Если f —не градиентноподобный диффеоморфизм, то g
имеет хотя бы две неподвижные седловые точки p3, p4 с одинаковым индексом Морса2, т.е. Ω(g)
содержит обязательный набор из четырех точек p1, p2, p3 и p4, сумма индексов которых равна 2
или −2. Таким образом, число неподвижных точек не градиентноподобного диффеоморфизма g не
меньше шести. Следовательно, неблуждающее множество диффеоморфизма f также содержит не
менее шести точек. В данной работе будет показано, что существуют трехмерные многообразия, до-
пускающие не градиентноподобные диффеоморфизмы Морса—Смейла, неблуждающие множества
которых состоят ровно из шести точек. Таким образом, в настоящей работе мы рассмотрим класс
MS(M3, 6) не градиентноподобных диффеоморфизмов Морса—Смейла, заданных на M3, неблу-
ждающее множество которых состоит ровно из шести точек, а блуждающее множество которых
не содержит гетероклинических кривых.

Скажем, что класс MS(M3, 6) состоит из простейших не градиентноподобных диффеомор-
физмов.

1Напомним, что индексом неподвижной точки p диффеоморфизма g называется число L(p) = ∆(−1)dim W u(p),
где ∆ = 1 (∆ = −1), если ограничение диффеоморфизма g на W u(p) сохраняет (меняет) ориентацию W u(p) (см.
например, [3, с. 96-97]).

2Напомним, что размерность неустойчивого многообразия периодической точки диффеоморфизма назывется индек-
сом Морса этой точки.
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Обозначим через k число седловых точек, через l—число стоковых и источниковых точек диф-
феоморфизма f ∈MS(M3, 6). В работе [5] установлено:

• l − k = 2 тогда и только тогда, когда M3 = S3;
• k−l+2

2 = m, m ∈ N, тогда и только тогда, когда M3 = S2 × S1# . . .#S2 × S1︸ ︷︷ ︸
m

.

Приведенные соотношения позволяют определить многообразия, допускающие диффеоморфизмы
рассматриваемого класса.

Если k = 2, l = 4, то M3 = S3;
если k = 3, l = 3, то M3 = S2 × S1;
если k = 4, l = 2, то M3 = S2 × S1#S2 × S1.

Тогда множество простейших не градиентноподобных диффеоморфизмов можно разбить на три
непересекающиеся класса: MS(S3, 6), MS(S2 × S1, 6) и MS(S2 × S1#S2 × S1, 6).

• MS(S3, 6)—класс диффеоморфизмов, заданных на многообразии S3, неблуждающее мно-
жество которых состоит из двух седловых неподвижных точек σ1, σ2 с индексом Морса 2
(1), одного неподвижного стока (источника) и трех источников (стоков) (необходимые и до-
статочные условия топологической сопряженности диффеоморфизмов этого класса получены
в [11]);
• MS(S2×S1, 6)—класс диффеоморфизмов, заданных на многообразии S2×S1, неблуждающее
множество которых состоит из двух седловых неподвижных точек σ1, σ2 с индексом Морса
2 (1), одной седловой неподвижной точки σ3 с индексом Морса 1 (2), одного неподвижного
стока (источника) и двух неподвижных источников (стоков);
• MS(S2×S1#S2×S1, 6)—класс диффеоморфизмов, заданных на многообразии S2×S1#S2×
S1, неблуждающее множество которых состоит из двух седловых неподвижных точек σ1, σ2

с индексом Морса 2 (1), двух седловых неподвижных точек σ3, σ4 с индексом Морса 1 (2),
одного неподвижного источника и одного неподвижного стока.

Пусть r ∈ {0, 1, 2}, Mr — трехмерное многообразие, которое для r = 0 совпадает с S3, для
r = 1 совпадает с S2 × S1, для r = 2 совпадает с S2 × S1#S2 × S1. Таким образом, в даль-
нейшем описанные выше классы будем обозначать через MS(Mr, 6). Не ограничивая общности,
можно считать, что неблуждающее множество любого диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6) содержит
единственный сток, который обозначим через ω, и неподвижные седловые точки σ1, σ2 ∈ Ω(f)
такие, что dimW u(σ1) = 2, dimW u(σ2) = 2 и W u(σ2) ∩W s(σ1) �= ∅ (если для диффеоморфизма f
эти условия не выполняются, они выполняются для диффеоморфизма f−1). Тогда множество Ω(f)
содержит ровно r + 2 седловые и 3− r источниковые точки.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Обозначим через W s
r (W u

r ) объединение устойчивых (неустойчивых) многообразий всех сед-
ловых точек диффеоморфизма f ∈ MS(Mr, 6), через W 1s

r (W 1u
r ) — подмножество множества W s

r

(W u
r ), состоящее из всех одномерных многообразий, через W 2s

r (W 2u
r ) — подмножество множества

W s
r (W u

r ), состоящее из всех двумерных многообразий. Положим W 2
r = W 2s

r ∪W 2u
r , C1u

r = ω∪W 1u
r ,

C1s
r = Rr ∪W 1s

r , где Rr —множество всех источниковых точек диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6).
Рассмотрим многообразие M̃r = Mr \(C1s

r ∪C1u
r ) и группу F = {fn, n ∈ Z}, которая действует на

нем собственно разрывно. Обозначим через Nr(f) = (M̃r)/F пространство орбит этого действия.
Как будет показано в п. 6.2 (предложение 6.4), многообразие Nr(f) является связным замкнутым
ориентируемым 3-многообразием.

Обозначим через pr : M̃r → Nr(f) каноническую проекцию. Так как группа F действует соб-
ственно разрывно на M̃r, то pr является накрытием. В силу изоморфизма групп F и Z проекция pr
определяет нетривиальный гомоморфизм αr(f) : π1(Nr(f)) → Z со следующим свойством: любая
кривая в M̃r, соединяющая точки x и fk(x), проектируется в замкнутую петлю c на Nr(f) такую,
что αr(f)([c]) = k.
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Поскольку диффеоморфизмы рассматриваемого класса не имеют гетероклинических кривых, то
множество pr(W 2

r \W 1
r ) можно представить в виде объединения двух непересекающихся подмно-

жеств Sur (f) = pr(W 2u
r \W 1s) и Ssr(f) = pr(W 2s

r \W 1u).

Определение 2.1. Назовем схемой диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6) набор

Sr(f) = (Nr(f), αr(f), Sur (f), Ssr(f)).

Определение 2.2. Схемы

Sr(f) = (Nr(f), αr(f), Sur (f), Ssr(f)), Sr(f ′) = (Nr(f ′), αr(f ′), Sur (f ′), Ssr(f
′))

диффеоморфизмов f и f ′ соответственно назовем эквивалентными, если существует сохраняющий
ориентацию гомеоморфизм ϕ : Nr(f)→ Nr(f ′) со следующими свойствами:

1) αr(f) = αr(f ′) ◦ ϕ∗;
2) ϕ(Sur (f)) = Sur (f ′), ϕ(Ssr(f)) = Ssr(f

′).

Теорема 2.3. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈MS(Mr, 6) топологически сопряжены тогда и только
тогда, когда их схемы эквивалентны.

В разделе 5 вводится понятие абстрактной схемы S. Среди всех абстрактных схем выделяется
множество S схем, которому принадлежат схемы всех диффеоморфизмов из класса MS(Mr, 6) и
для которых справедлива следующая теорема реализации.

Теорема 2.4. Для каждой схемы S ∈ S существует диффеоморфизм Морса—Смейла
fS ∈MS(Mr, 6), схема которого эквивалентна S.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ЛЕММЫ

Определение 3.1. Говорят, что группа G с групповой операцией ∗ действует собственно раз-
рывно на топологическом пространстве X, если определено отображение f : G × X → X такое,
что:

1) f(1, x) = x для всех x ∈ X, где 1—нейтральный элемент группы G,
2) f(g, f(h, x)) = f((g ∗ h), x) для всех x ∈ X и g, h ∈ G,
3) для любого x ∈ X существует окрестность Vx такая, что f(g, Vx) ∩ f(h, Vx) = ∅ для всех

g, h ∈ G, g �= h.1

Пусть T— стандартный двумерный тор, K— стандартная бутылка Клейна, D— стандартный дву-
мерный диск, Tm— стандартный двумерный тор с m > 0 выколотыми точками, Km— стандартная
бутылка Клейна с m > 0 выколотыми точками.

Введем в рассмотрение некоторые трехмерные многообразия с границей, оснащенные слоениями.
В дальнейшем эти расслоенные многообразия будут использованы для построения окрестностей
седловых неподвижных точек, оснащенных инвариантными слоениями.

• Рассмотрим многообразие C = [−1, 1] × S1 × R. Пусть fT : Z × C → C и fK : Z × C → C —
отображения, осуществляющие собственно разрывное действие группы Z на C следующим
образом:

fT (n, (t, eiϕ, r)) = (t, eiϕ, n+ r), fK(n, (t, eiϕ, r)) = ((−1)nt, e(−1)niϕ, n+ r),

где n ∈ Z, t ∈ [−1, 1], ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ R. Заметим, что C/fT = T × [−1, 1], а C/fK есть
ориентируемое многообразие, которое является неориентируемым расслоением с базой K и
слоем [−1, 1]. Обозначим через pT : C → T×[−1, 1] и pK : C → C/fK канонические проекции.

1Заметим, что при собственно разрывном действии группы G на топологическом пространстве X можно ввести

отношeние эквивалентности: две точки x, y ∈ X являются эквивалентными (x
f∼ y), если найдется элемент g ∈ G

такой, что y = f(g, x). Обозначим через X/f = {[x], x ∈ X} множество классов эквивалентности (пространство орбит),
через pf : X → X/f —каноническую проекцию; тогда множество X/f становится фактор-пространством, а отображение
pf : X → X/f —накрывающим.
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• Рассмотрим многообразие E = D×R и отображение fS : Z×E → E, определенное формулой
fS(n, (d, r)) = (d, n + r), где n ∈ Z, d ∈ D, r ∈ R. Пространство орбит этого действия
E/fS = D×S1 является заполненным тором. Обозначим через pS : E → D×S1 каноническую
проекцию.
• Пусть F̃2

st — стандартное двумерное слоение в R
3, состоящее из плоскостей, параллельных

плоскости XOY , F̃1
st — стандартное одномерное слоение в R

3, состоящее из прямых, парал-
лельных оси OZ. Введём обозначения

U = {(x, y, z) ∈ R
3 : (x2 + y2)z2 � 1}, U0 = U \OZ,

U+ = {(x, y, z) ∈ U : z > 0}, U− = {(x, y, z) ∈ U : z < 0}, U0
+ = U+ \OZ.

Обозначим через F̃2 и F̃1 (двумерное и одномерное, соответственно) слоения на множестве
U , являющиеся ограничениями слоений F̃2

st и F̃1
st, соответственно, на множество U .

• Рассмотрим диффеоморфизм φ : U0 → C, заданный формулой

φ(x, y, z) = (z
√
x2 + y2, ei arg(x+iy),− log2

√
x2 + y2).

Отображения

πT = pT ◦ φ : U0 → T× [−1, 1], πK = pK ◦ φ : U0 → C/fK

являются накрывающими. Легко заметить, что автоморфизмы этих накрытий сохраняют сло-
ения F̃1, F̃2. Обозначим через F1

T , F2
T (F1

K , F2
K) слоения на многообразии T× [−1, 1] (C/fK),

полученные проекцией F̃1, F̃2.
• Рассмотрим диффеоморфизм ξ : U+ → E, определенный формулой

ξ(x, y, z) = (d(x, y, z), log2 z), где d(x, y, z) = (xz, yz).

Тогда πS = pS ◦ ξ : U+ → D × S1 —накрытие и слоения F̃1, F̃2 посредством проекции
индуцируют слоения F1

S , F2
S , соответственно, на заполненном торе D× S1.

Обозначим через

χ = πS ◦ (πT |U0
+
)−1 : T× (0, 1]→ (D \ {0})× S1

гомеоморфизм, который по построению обладает следующими свойствами:

χ(F1
T ) = F1

S , χ(F2
T ) = F2

S .

Пусть N — связное замкнутое 3-многообразие такое, что существует нетривиальный гомомор-
физм α : π1(N)→ Z (т.е. мы фиксируем гомоморфизм α такой, что α(π1(N)) = Z).

Определение 3.2. Узлом в N назовем подмножество γ = ν(S1), где ν : S1 → N — гладкое
вложение. Узел γ называется k-кратным, если α([γ]) = k.

Определение 3.3. Тором (бутылкой Клейна) в N назовем подмножество T = ν(T) (K = ν(K)),
где ν : T→ N (ν : K→ N) — гладкое вложение.

Определение 3.4. Трубчатой окрестностью тора T (бутылки Клейна K) в N назовем подмно-
жество

V (T ) = µ(T× [−1, 1]) (V (K) = µ(C/fK)),
где

µ : T× [−1, 1]→ N (µ : C/fK → N)
— гладкое вложение такое, что µ(T) = T (µ(K) = K).

Пусть простые замкнутые кривые a, b являются образующими фундаментальной группы π1(T);
T = ν(T)— тор в N и a = ν(a), b = ν(b).

Определение 3.5. Тор T = ν(T) в N называется k-кратным, k ∈ N, если α(π1(T )) = kZ и
α([a]) = k, α([b]) = 0. При этом любая простая замкнутая кривая, гомотопная b, называется
меридианом тора T .
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Пусть простые замкнутые кривые c, d являются образующими фундаментальной группы π1(K)
с соотношением cd = d−1c; K = ν(K)—бутылка Клейна в N и c = ν(c), d = ν(d).

Определение 3.6. Бутылка КлейнаK = ν(K) называется k-кратной, k ∈ N, если α(π1(K)) = kZ

и α([c]) = k, α([d]) = 0. При этом любая простая замкнутая кривая, гомотопная d, называется
меридианом бутылки Клейна K.

Пусть Q— тор или бутылка Клейна в N . Из определения трубчатой окрестности следует, что
∂V (Q) состоит из одного 2k-кратного тора (в случае, если Q— k-кратная бутылка Клейна) или
двух k-кратных торов (в случае, если Q— k-кратный тор). Меридианом на компоненте связности
множества ∂V (Q) будем называть любую кривую, гомотопную меридиану на Q.

Определение 3.7. Тором (бутылкой Клейна) с m выколотыми точками в N назовем подмноже-
ство

Tm = νm(Tm) (Km = νm(Km)),
где νm : Tm → N (νm : Km → N) — гладкая биективная иммерсия.

Пусть простые замкнутые кривые a, b, e1, . . . , em−1 являются образующими фундаментальной
группы π1(Tm) такими, что a, b—образующие фундаментальной группы тора без выколотых
точек и каждая кривая ei, i = 1,m− 1, ограничивает диск с единственной i-й выколотой точкой;
Tm = νm(Tm)— тор с m выколотыми точками в N и a = νm(a), b = νm(b), e1 = νm(e1), . . . ,
em−1 = νm(em−1).

Определение 3.8. Тор Tm = νm(Tm) с m выколотыми точками называется k-кратным, k ∈ N,
если α(π1(Tm)) = kZ и α([a]) = k, α([b]) = α([e1]) = · · · = α([em−1]) = 0. При этом любая простая
замкнутая кривая, гомотопная b, называется меридианом проколотого k-кратного тора Tm.

Пусть простые замкнутые кривые c, d, e1, . . . , em−1 являются образующими фундаментальной
группы π1(Km) такими, что c, d—образующие фундаментальной группы бутылки Клейна без
выколотых точек с соотношением cd = d−1c и каждая кривая ei, i = 1,m− 1, ограничивает диск
с единственной i-й выколотой точкой; Km = νm(Km)—бутылка Клейна с m выколотыми точками
в N и c = νm(c), d = νm(d), e1 = νm(e1), . . . , em−1 = νm(em−1).

Определение 3.9. Бутылка Клейна Km = νm(Km) с m выколотыми точками называется k-
кратной, k ∈ N, если α(π1(Km)) = kZ и α([c]) = k, α([d]) = α([e1]) = · · · = α([em−1]) = 0. При этом
любая простая замкнутая кривая, гомотопная d, называется меридианом проколотой k-кратной
бутылки Клейна Km.

Определение 3.10. Пусть T —однократный тор, Qm—однократный тор или однократная бу-
тылка Клейна с m выколотыми точками в N . Объединение L = T ∪ Qm назовем односторонней
гетероклинической ламинацией в N , если существует трубчатая окрестность V (T ) = µ(T×[−1, 1]),
обладающая следующими свойствами:

1) µ(T× [−1, 0]) ∩Qm = ∅;
2) µ(T×{1})∩Qm =

m⋃
i=1

ci, где c1, . . . , cm являются непересекающимися между собой простыми

замкнутыми кривыми, гомотопными меридиану на торе µ(T × {1}) и ограничивающими на
Qm непересекающиеся замкнутые диски с единственной выколотой точкой каждый;

3) µ−1(µ(T× [0, 1]) ∩Qm) =
m⋃
i=1
F2
T,i, где F2

T,i, i = 1,m, — различные слои слоения F2
T .

Заметим, что односторонняя гетероклиническая ламинация является двумерной ламинацией в
обычном смысле1.

Приведем несколько фактов, которые будут использованы в дальнейшем для доказательства
теоремы 2.3.

1Напомним, что двумерной ламинацией с компактным носителем S на N называется разложение S в объединение
попарно непересекающихся связных 2-подмногообразий Lα (называемых слоями) такое, что для любой точки x ∈ S
существуют окрестность Ux ⊂ N и диффеоморфизм ϕ : Ux → R

3, который переводит компоненты связности Ux ∩Lα на
горизонтальные плоскости в R

3.
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Лемма 3.11. Пусть N —компактное многообразие. Зафиксируем t0 ∈ (0, 1) и пусть

h : N × [−t0, t0]→ N × [−1, 1]

—некоторый гомеоморфизм из N × [−t0, t0] на его образ. Мы предполагаем, что ограничение h
на N ×{0} является гомеоморфизмом N ×{0}, который изотопен тождественному. Наконец,
мы предполагаем, что h сохраняет трансверсальную ориентацию N ×{0}, т.е. если t ∈ [0, t0],
то h(x, t) принадлежит N × [0, 1]. Тогда существует гомеоморфизм

H : N × [−1, 1]→ N × [−1, 1],

который совпадает с тождественным отображением вне N× [−1/2, 1/2] и с h в малой окрест-
ности N × {0}.

Доказательство этой леммы можно найти в работе [7] (см. предложение А1); основные его идеи
использованы в доказательстве следующей леммы.

Лемма 3.12. Пусть T— стандартный двумерный тор и

h : T× [−t0, t0]→ T× [−1, 1]

— гомеоморфизм из T× [−t0, t0], t0 ∈ (0, 1) на его образ, обладающий следующими свойствами:
1) h|T×{0} = id;
2) для каждого t ∈ [0, t0] имеем h(x, t) ∈ T × [0, 1]; для каждого t ∈ [−t0, 0] имеем h(x, t) ∈

T× [−1, 0];
3) h(F1

T,i ∩ (T× [−t0, t0])) ⊂ F1
T,i, i = 1,m, где F1

T,i, i = 1,m, — различные слои слоения F1
T .

Тогда существует гомеоморфизм

h1 : T× [−1, 1]→ T× [−1, 1],

который совпадает с тождественным отображением вне T× [−1/2, 1/2], с h в малой окрест-
ности T× {0} и удовлетворяет условию h1(F1

T,i) = F1
T,i, i = 1,m.

Доказательство. Пусть h+ : T×[−1, t0]→ T×[−1, 1]—отображение, совпадающее с h на T×[0, t0]
и с тождественным отображением на T× [−1, 0]. Аналогичным образом определим гомеоморфизм
h− : T× [−t0, 1]→ T× [−1, 1] как отображение, совпадающее с h на T× [−t0, 0] и с тождественным
отображением на T× [0, 1].
Шаг 1. Построим гомеоморфизм H+ на T× [−1, 1], совпадающий с h+ в некоторой окрестности

T× {0}, с тождественным отображением вне T× [0, 1/2] и такой, что H+(F1
T,i) = F1

T,i, i = 1,m.
Выберем t1 ∈ (0, 1/2) такое, что

T× [−1, t1] ⊂ h+(T× [−1, t0])

и t2 ∈ (0, t1) такое, что
h+(T× [1, t2]) ⊂ T× [−1, t1].

Определим гомеоморфизм ϕ на T× [−1, 1] следующим образом:


ϕ(x, t) = (x, t), t � −3t2
4 ;

ϕ(x, t) = (x, t2 − 3t2
8 ), −3t2

4 � t � − t2
4 ;

ϕ(x, t) = (x, t− t2
4 ), − t2

4 � t � t2
4 ;

ϕ(x, t) = (x, 3t
2 − 3t2

8 ), t2
4 � t � 3t2

4 ;
ϕ(x, t) = (x, t), t � 3t2

4 .

По построению гомеоморфизм ϕ обладает следующими свойствами: ϕ(F1
T,i) = F1

T,i, i = 1,m, и
ϕ(T× [−1, t]) ⊂ T× [−1, t].

Рассмотрим отображение H+ = h+ ◦ ϕ−1 ◦ (h+)−1 ◦ (ϕ|T×[−1,t1]).

1) Если t ∈ [−1, t24 ], тогда ϕ(x, t) = (x, t̄), где t̄ � 0; (h+)−1(x, t̄) = (x, t̄), так как h+ совпадает
с тождественным отображением на T × [−1, 0]; ϕ−1(x, t̄) = (x, t); H+(x, t) = h+(x, t) для
t ∈ [−1, t24 ]. Таким образом, H+ совпадает с h+ на T× [−1, t24 ].
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2) Если t = t1, тогда ϕ(x, t1) = (x, t1), так как ϕ тождественный для t � 3t2
4 ; (h+)−1(T ×

[−1, t1]) ⊃ T × [1, t2]; ϕ−1((h+)−1(x, t1)) = (h+)−1(x, t1); H+(x, t1) = (x, t1). Таким образом,
H+ совпадает с тождественным отображением на T× {t1}.

Следовательно, гомеоморфизм H+ можно непрерывно продолжить тождественным отображением
вне T× [−t1, t1]. Тогда H+ удовлетворяет всем условиям шага 1.
Шаг 2. По аналогии с шагом 1 можно построить гомеоморфизм H− на T× [−1, 1], совпадающий

с h− в некоторой окрестности T× {0}, с тождественным отображением вне T× [−1/2, 0] и такой,
что H−(F1

T,i) = F1
T,i, i = 1,m.

Шаг 3. Гомеоморфизм h1 = H− ◦H+ удовлетворяет всем условиям леммы.

Лемма 3.13. Пусть K— стандартная бутылка Клейна, C/fK —неориентируемое расслое-
ние с базой K и слоем [−1, 1], Ct0 = [−t0, t0] × S1 × R, t0 ∈ (0, 1), Ct0/fK —неориентируемое
расслоение с базой K и слоем [−t0, t0] и h : Ct0/fK → C/fK — гомеоморфизм из Ct0/fK на его
образ, обладающий следующими свойствами:

1) h|C0/fK
= id;

2) h(F1
K,i ∩ (Ct0/fK)) ⊂ F1

K,i, i = 1,m, где F1
K,i, i = 1,m, — различные слои слоения F1

K .

Тогда существует гомеоморфизм h1 : C/fK → C/fK , который совпадает с тождествен-
ным отображением вне C1/2/fK , с h в малой окрестности C0/fK и удовлетворяет условию
h1(F1

K,i) = F1
K,i, i = 1,m.

Доказательство. Пусть fTK : Z2 × T × [−1, 1] → T × [−1, 1]—отображение, осуществляющее
собственно разрывное действие группы Z2 = {−1, 1} на T× [−1, 1] следующим образом:

fTK(−1, (eϕ, eψ, t)) = (e−iϕ, eπ−ψ,−t),
где t ∈ [−1, 1], ϕ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [0, 2π). Заметим, что фактор-пространство T× [−1, 1]/fTK = C/fK .
Обозначим через pTK : T × [−1, 1] → C/fK каноническую проекцию, являющуюся двукратным
накрытием, через h̃ : T × [−t0, t0] → T × [−1, 1]—поднятие гомеоморфизма h, являющееся тож-
дественным на T × {0}. По построению h̃ является гомеоморфизмом из T × [−t0, t0] на его образ
таким, что

h̃(F1
T,j ∩ (T× [−t0, t0])) ⊂ F1

T,j , j = 1, 2m,

где F1
T,j , j = 1, 2m—прообраз множества слоев F1

K,i, i = 1,m. Согласно лемме 3.12, существует
гомеоморфизм

h̃1 : T× [−1, 1]→ T× [−1, 1],

который совпадает с тождественным отображением вне T × [−1/2, 1/2], с h̃ в малой окрестности
T× {0} и удовлетворяет условию h̃1(F1

T,j) = F1
T,j , j = 1, 2m. Тогда гомеоморфизм h1 = pTK ◦ h̃1 ◦

p−1
TK : C/fK → C/fK удовлетворяет всем условиям леммы.

Лемма 3.14. Пусть T— стандартный двумерный тор и

h : T× [−t0, t0]→ T× [−1, 1]

— гомеоморфизм из T× [−t0, t0], t0 ∈ (0, 1), на его образ, обладающий следующими свойствами:
1) h|T×{0} = id;
2) для каждого t ∈ [0, t0] имеем h(x, t) ∈ T × [0, 1]; для каждого t ∈ [−t0, 0] имеем h(x, t) ∈

T× [−1, 0];
3) h(F2

T,i ∩ (T× [−t0, t0])) ⊂ F2
T,i, i = 1,m, где F2

T,i, i = 1,m, — различные слои слоения F2
T .

Тогда существует гомеоморфизм

h1 : T× [−1, 1]→ T× [−1, 1],

который совпадает с тождественным отображением вне T× [−1/2, 1/2], с h в малой окрест-
ности T× {0} и удовлетворяет условию h1(F2

T,i) = F2
T,i, i = 1,m.
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Доказательство. Согласно лемме 3.11, существует гомеоморфизм H : T × [−1, 1] → T × [−1, 1],
совпадающий с тожественным вне T × [−1/2, 1/2] и с h на T × [−τ, τ ], τ ∈ (0, 1/2). Пусть H+ —
ограничение гомеоморфизма H на T × [0, 1]. Введем следующие обозначения: F2+

T,j , j = 1,m+, —
подмножество множества F2

T,i, i = 1,m, состоящее из слоев, принадлежащих T×[0, 1]; Tt = T×{t};
T̃t = H+(Tt); Tt1t2 = T × [t1, t2], 0 � t1 < t2 � 1; T̃t1t2 = H+(Tt1t2); cjt = Tt ∩ F2+

T,j , t ∈ (0, 1];
c̃jt = H+(cjt).

Каждый слой F2+
T,j можно представить в виде объединения непересекающихся колец Kjt и Djt,

где Kjt— замкнутое подмножество F2+
T,j , ограниченное окружностями cj1 и cjt; Djt = F2+

T,j \ Kjt.
Образующие фундаментальной группы граничного тора T0 являются образующими фундаменталь-
ной группы многообразия T01. Так как ограничение гомеоморфизма H+ на T0 совпадает с тожде-
ственным отображением, гомеоморфизм H+ : T01 → T01 индуцирует тождественный изоморфизм
фундаментальной группы π1(T01). Следовательно, простая замкнутая кривая c̃jt гомотопна кривой
cjt и слой F2+

T,j при каждом значении t ∈ (0, τ ] можно представить в виде объединения непересе-

кающихся колец K̃jt и D̃jt, где K̃jt— замкнутое подмножество F2+
T,j , ограниченное окружностями

cj1 и c̃jt; D̃jt = F2
T,j \ K̃jt.

Шаг 1. Покажем, что существует значение t∗ ∈ (0, τ) такое, что K̃jt∗ ⊂ T̃t∗1 и D̃jt∗ ⊂ T̃0t∗ .
Кольцо Djτ при фиксированном значении t ∈ (0, τ) можно представить в виде объединения

непересекающихся колец Djt и Djτ \ Djt, при этом Djt ⊂ T0t, (Djτ \ Djt) ⊂ Ttτ . Из условия 3)
вытекает D̃jτ = H+(Djτ ) ⊂ T̃0τ ; следовательно, D̃jt ⊂ T̃0t и (D̃jτ \ D̃jt) ⊂ T̃tτ .

По построению замкнутые кольца K̃jτ , j = 1,m+, не пересекаются с T0; тогда существует
t ∈ (0, τ) такое, что K̃jτ ⊂ Tt,1 для каждого j = 1,m+. С другой стороны, H+(T0) = T0, следова-
тельно, существует t∗ ∈ (0, τ) такое, что T̃t∗ ⊂ T0t. Представим кольцо K̃jt∗ в виде объединения
непересекающихся колец K̃jτ и D̃jτ \ D̃jt∗ , каждое из которых по построению является подмноже-
ством T̃t∗1. Таким образом, для некоторого значения t∗ ∈ (0, τ) тор T̃t∗ делит каждый слой F2+

T,j ,

j = 1,m+, на два непересекающихся кольца K̃it∗ и D̃it∗ таких, что K̃jt∗ ⊂ T̃t∗1 и D̃jt∗ ⊂ T̃0t∗ .
Шаг 2. Покажем, что существует гомеоморфизм h+ : T × [0, 1] → T × [0, 1], совпадающий с

H+ на T × [0, t∗], с тождественным отображением вне T × [0, 1/2] и такой, что H+(F2+
T,j) = F2+

T,j ,
i = 1,m+.

Положим

θ = χ ◦H+ ◦ χ−1 : (D \ {0})× S1 → (D \ {0})× S1.

По построению θ совпадает с тождественным отображением на S1 × [1/2, 1]× S1 и

θ(F2+
S,j ∩ (S1 × (0, t∗]× S1)) ⊂ F2+

S,j , j = 1,m+,

где F2+
S,j = χ(F2+

T,j). Введем координаты (s, t, p) на многообразии S1 × (0, 1]× S1; тогда

F2+
S,j = S1 × (0, 1]× {pj}, j = 1,m+.

Обозначим через ρ : S1 × (0, 1]× S1 → F2
S,1 проекцию на слой F2+

S,1, где ρ(s, t, p) = (s, t, p1). Пусть
Tt = S1 × {t} × S1, t ∈ (0, 1), T̃t = θ(Tt), Tt1t2 = S1 × [t1, t2] × S1, 0 < t1 < t2 � 1, T̃t1t2 = θ(Tt1t2).
Выберем образующие фундаментальной группы тора T1/2: параллель a = 0×{1/2}×S1 и меридиан
b = S1 × {1/2} × {p1}, которые являются образующими фундаментальной группы многообразия
Tt∗1/2. Так как ограничение гомеоморфизма θ на T1/2 совпадает с тождественным отображением,
то гомеоморфизм θ : Tt∗1/2 → T̃t∗1/2 индуцирует изоморфизм

θ∗ : π1(Tt∗1/2)→ π1(T̃t∗1/2)

такой, что θ∗([a]) = [a] и θ∗([b]) = [b]. Заметим, что простая замкнутая кривая b является также
образующей кольца F2

S,1, а ограничение отображения ρ на Tt∗1/2 индуцирует гомоморфизм

ρ∗ : π1(Tt∗1/2)→ π1(F2+
S,1)
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такой, что ρ∗([b]) = [b], ρ∗([a]) = [0]. По построению слои F2+
S,j , j = 1,m+, делят многообразие Tt∗,1/2

(T̃t∗1/2) на m+ непересекающихся компонент. Обозначим через Gj (Ĝj) замыкание компоненты,
расположенной между слоями F2+

S,j и F2+
S,j+1, полагая, что m+ + 1 = 1. Положим Kj = Gj ∩ F2+

S,j

(K̂j = Ĝj ∩ F2+
S,j ). Заметим, что многообразие Gj (Ĝj) для каждого j = 1,m+ гомеоморфно запол-

ненному тору с образующей bj = F2+
S,j ∩ T1/2. Ограничение отображения ρ на Gj (Ĝj) индуцирует

изоморфизм
ρj∗ : π1(Gj)→ π1(F2+

S,1) (ρ̂j∗ : π1(Ĝj)→ π1(F2+
S,1))

такой, что ρj∗([bj ]) = [b] (ρ̂j∗([bj ]) = [b]. Положим Aj = a ∩ bj , Bj = ã ∩ b̃j , где ã = 0 × {t∗} × S1,
b̃j = F2+

S,j ∩ Tt∗ . Заметим, что замкнутая ломаная cj = AjBjBj+1Aj+1 является меридианом на
заполненном торе Gj . Введем обозначения

B̂j = θ(Bj), b̂j = θ(b̃j), B̄j = ρ(B̂j), b̄j = ρ(b̂j), â = θ(ã), ā = ρ(â).

По построению замкнутая кривая ā является стягиваемой на слое F2+
S,1. Пусть [B̄jB̄j+1]—дуга

кривой ā, ограниченная точками B̄j и B̄j+1 и не содержащая точек B̄k, отличных от точек B̄j и
B̄j+1. Пусть [B̄jA1B̄j+1]—простая кривая на F2

S,1, ограниченная точками B̄j и B̄j+1, содержащая
точку A1 и обладающая следующими свойствами:

1) [B̄jA1B̄j+1] гомотопна [B̄jB̄j+1] на F2+
S,1;

2) дуга кривой [B̄jA1B̄j+1], ограниченная точками B̄j и A1, не пересекается с замкнутой кри-
вой b̄j .

Такую последовательность дуг можно построить по шагам: сначала дугу [B̄1A1B̄2], затем дугу
[B̄2A1B̄3], . . . ; последней построенной дугой будет дуга [B̄m+−1A1B̄m+ ]. Дуга [B̄m+A1B̄1] по по-
строению будет удовлетворять условию 2), а в силу стягиваемости кривой ā будет удовлетворять
условию 1).

Положим c̄j = [A1B̄jB̄j+1A1], j = 1,m+. По построению [c̄j ] = [0] ∈ π1(F2+
S,1). Обозначим через

ĉj = AjB̂jB̂j+1Aj+1 простую замкнутую кривую на ∂Ĝj , составленную из следующих дуг: отрезок
[AjAj+1]; [B̂jB̂j+1] = â∩Ĝj ; [AjB̂j ] = (ρ)−1([A1B̄j ])∩F2+

S,j . Заметим, что ρ(ĉj) = c̄j l; следовательно,

[ĉj ] = [0] ∈ π1(Ĝj). Кроме того, по построению простая замкнутая кривая ĉj является существенной
на торе ∂Ĝj , а значит, является меридианом на заполненном торе Ĝj .

Пусть θj : [AjBj ] → [AjB̂j ]— гомеоморфизм такой, что θj(Aj) = Aj , θj(Bj) = B̂j . Заметим, что
множества Dj = Kj \ (∂Kj ∪ [AjBj ]) и D̂j = K̂j \ (∂K̂j ∪ [AjB̂j ]) гомеоморфны открытым дискам.
Обозначим через θ̄j : ∂Dj → ∂D̂j гомеоморфизм, совпадающий с θ на ∂Kj и с θj на [AjBj ], через
θ̂j : ∂Gj → ∂Ĝj — гомеоморфизм, совпадающий с θ̄j на Kj и с θ вне Kj ∪ Kj+1. По построению
гомеоморфизм θ̂j переводит меридиан заполненного тора Gj на меридиан заполненного тора Ĝj ;
следовательно, он может быть продолжен до гомеоморфизма θ̂j : Gj → Ĝj .

Пусть θ+ : (D\{0})×S1 → (D\{0})×S1 — гомеоморфизм, совпадающий с θ вне S1×[t∗, 1/2]×S1

и с θ̂j на Gj , j = 1,m+. Тогда гомеоморфизм

h+ = χ−1 ◦ θ+ ◦ χ : T× (0, 1]→ T× (0, 1]

удовлетворяет всем условиям шага 2.
Шаг 3. Пусть H− —ограничение гомеоморфизма H на T × [−1, 0]. Введем следующее обозна-

чение: F2−
T,j , j = 1,m−, — подмножество множества F2

T,i, i = 1,m, состоящее из слоев, принадле-
жащих T× [−1, 0]. По аналогии с шагом 2 можно построить гомеоморфизм

h− : T× [−1, 0]→ T× [−1, 0],

совпадающий с H− в некоторой окрестности T × {0}, с тождественным отображением вне T ×
[−1/2, 0] и такой, что H−(F2−

T,j) = F2−
T,j , i = 1,m−.

Шаг 4. Гомеоморфизм H : T × [−1, 1] → T × [−1, 1], совпадающий с h+ на T × [0, 1] и с h− на
T× [−1, 0], удовлетворяет всем условиям леммы.
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4. ОПЕРАЦИИ РАЗРЕЗАНИЯ И СКЛЕИВАНИЯ НА МНОГООБРАЗИИ N

В данном разделе N — замкнутое ориентируемое многообразие, оснащенное гомоморфизмом α :
π1(N)→ Z таким, что α(π1(N)) = Z.

4.1. Операция разрезания и склеивания вдоль однократного тора или бутылки Клейна.
Пусть Q—однократный тор или однократная бутылка Клейна в N . Выберем трубчатую окрест-
ность V (Q) подмножества Q в N . Из определения трубчатой окрестности следует, что каждая ком-
понента связности ∂V (Q) является тором. Тогда N̂ = N \ intV (Q) есть компактное 3-многообразие
с границей. Приклеим к каждой граничной компоненте многообразия N̂ заполненный тор D× S1

по диффеоморфизму, переводящему меридиан ∂D × {1} на меридиан граничного тора. Назовем
операцией разрезания и склеивания на многообразии N вдоль Q последовательное выполнение
описанных действий. Заметим, что описанная операция является однозначной с точностью до го-
меоморфизма, т.е. не зависит от выбора окрестности V (Q) и диффеоморфизмов, используемых
при склейке. Обозначим через NQ многообразие, полученное в результате этой операции и через
CSN,Q— соответствующее фактор-отображение.

Гомоморфизм α : π1(N) → Z индуцирует нетривиальный гомоморфизм αN,Q : π1(NQ) → Z, при
этом, если G—непересекающийся с V (Q) однократный тор, бутылка Клейна или одностороння
гетероклиническая ламинация в N , то CSN,Q(G) также является, соответственно, однократным
тором, однократной бутылкой Клейна или односторонней гетероклинической ламинацией в NQ.

4.2. Операция разрезания и склеивания вдоль односторонней гетероклинической лами-
нации. Пусть T —однократный тор, Qm—однократный тор (однократная бутылка Клейна) с
m выколотыми точками и L = T ∪ Qm—односторонняя гетероклиническая ламинация в N ,
V (T ) = µ(T × [−1, 1])— трубчатая окрестность тора T , описанная в определении 3.10. Ведем
обозначения T+ = µ(T × {1}), T− = µ(T × {−1}), ci = µ((T × {1}) ∩ F2

T,i), i = 1,m. Заметим,
что T+ и T− являются однократными торами в N , c1, . . . , cm являются не пересекающимся между
собой простыми замкнутыми кривыми, гомотопными меридиану на торе T+. Пусть di = D × {ti},
i = 1,m (ti ∈ S1, ti �= tj для i �= j), — не пересекающиеся между собой диски, принадлежащие
заполненному тору D × S1. Произведем на многообразии N операцию разрезания и склеивания
вдоль однократного тора T с помощью диффеоморфизма, переводящего ∂di на ci. Обозначим че-
рез CSN,T : N̂ ∪ D × S1 × S0 → NT соответствующее фактор-отображение, где S0 —нульмерная
сфера, т.е. множество, состоящее из двух точек. Введем обозначения для следующих подмножеств
многообразия NT :

• CSN,T (T+) = T+ —однократный тор;
• CSN,T (ci) = c̄i, i = 1,m, — простые замкнутые кривые, гомотопные меридиану на торе T+;
• CSN,T (Qm \ intV (T )) = Q̄m—однократный тор (однократная бутылка Клейна) с m дырами

и с границей
m⋃
i=1

c̄i;

• CSN,T (di) = di, i = 1,m, — не пересекающиеся между собой диски такие, что ∂di = c̄i.

Положим Q = Q̄m ∪
m⋃
i=1

int d̄i. По построению множество Q является однократным тором (одно-

кратной бутылкой Клейна) в NT . Затем на многообразии NT произведем разрезание и склеивание
вдоль Q. Назовем операцией разрезания и склеивания на многообразии N вдоль односторон-
ней гетероклинической ламинаци последовательное выполнение описанных действий. Обозначим
через NL многообразие, полученное в результате этой операции и через CSN,L— суперпозицию
отображений CSN,T и CSNT ,Q.

Гомоморфизм α : π1(N) → Z индуцирует нетривиальный гомоморфизм αN,L : π1(NL) → Z,
при этом, если G—не пересекающийся с L однократный тор, бутылка Клейна или односторонняя
гетероклиническая ламинация в N , то CSN,L(G) также является соответственно однократным
тором, однократной бутылкой Клейна или односторонней гетероклинической ламинацией в NL.

Таким образом, корректно определена операция разрезания и склеивания вдоль множества
H ⊂ N , состоящего из непересекающихся между собой однократных торов, бутылок Клейна и
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односторонних гетероклинических ламинаций как последовательное применение операций разре-
зания и склеивания вдоль всех компонент. Будем обозначать через NH результирующее многооб-
разие (топологическая структура NH не зависит от порядка разрезания и склеивания и от выбора
диффеморфизмов, используемых при склейке).

5. СХЕМА

Определение 5.1. Пусть Lu, Ls, Γu, Γs—попарно не пересекающиеся подмножества много-
образия N такие, что Lu (Ls) состоит из lu (ls) попарно непересекающихся гетероклинических
ламинаций, Γu (Γs) состоит из tu (ts) попарно непересекающихся однократных торов и бутылок
Клейна. Положим Su = Lu ∪Γu, Ss = Ls ∪Γs и будем называть пару (Su, Ss) допустимым набором
на многообразии N .

Определение 5.2. Допустимый набор (Su, Ss) назовем совершенным, если каждая компонента
связности многообразий NSu и NSs гомеоморфна S2 × S1.

Определение 5.3. Будем называть схемой четверку S = (N,α, Su, Ss), где
1) N —ориентируемое связное замкнутое 3-многообразие;
2) α : π1(N)→ Z—нетривиальный гомоморфизм такой, что α(π1(N)) = Z;
3) (Su, Ss)— совершенный набор на многообразии N .

Определение 5.4. Две схемы S = (N,α, Su, Ss) и S′ = (N ′, α′, S′u, S′s) назовем эквивалент-
ными, если существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм ϕ : N → N ′ со следующими
свойствами:

1) α = α′ ◦ ϕ∗;
2) ϕ(Su) = S′u, ϕ(Ss) = S′s.

Определение 5.5. Определим множество S как множество всех схем, удовлетворяющих следу-
ющим условиям:

1) множество Γu пусто;
2) множество Γs содержит не более одной бутылки Клейна;
3) вектор j̄ = (lu, ls, ts) ∈ J , где J = {(1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 0)};
4) многообразие NSs гомеоморфно S2×S1; многообразие NSu гомеоморфно 3−rs копиям S2×S1,

где rs—число, равное ts, если ls равно нулю, и равное 2, если ls не равно нулю.

6. СХЕМА ДИФФЕОМОРФИЗМА f ∈MS(Mr, 6)

Покажем, что схема любого диффеморфизма рассматриваемого класса (см. определение 2.1)
является схемой, принадлежащей множеству S.
6.1. Динамика диффеоморфизмов класса MS(Mr, 6). Обозначим через Σr множество седло-
вых точек диффеоморфизма f ∈ MS(Mr, 6), через Ŵ δ

r , δ ∈ {s, u}—подмножество W δ
r , состоящее

из многообразий, содержащих гетероклинические точки, через L̂δr —множество, состоящее из ком-
понент связности множества Ŵ δ

r \ Σr, содержащих гетероклинические точки.
Положим Ŵr = Ŵ s

r ∪ Ŵ u
r , δ̄ = s, если δ = u, и δ̄ = u, если δ = s.

Пусть σi ∈ Σr —некоторая седловая точка и Lδ(σi)—одна из компонент связности множества
W δ(σi) \ σi. Тогда справедливо следующее предложение.

Предложение 6.1. Если Lδ(σi) не принадлежит L̂δr, то Cl(Lδ(σi))\ (Lδ(σi)∪σi) состоит либо
из стока (если δ = u), либо из источника (если δ = s).

Если Lδ(σi) принадлежит L̂δr, то
Cl(Lδ(σi)) \ (Lδ(σi) ∪ σi) =

⋃
j

Cl(W δ(σj)),

где объединение берется по всем точкам σj ∈ Σr, для которых W δ̄(σj) ∩ Lδ(σi) �= ∅; при этом
W δ(σj) не принадлежит Ŵ δ

r .
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Доказательство этого предложения следует из результатов работы [9]; подробное доказательство
аналогичного факта для двумерного случая можно найти в [2, лемма 1].

Если для некоторой седловой точки σi ∈ Σr многообразие W δ(σi) одномерно, то множество
W δ(σi) \ σi состоит из двух компонент связности, которые будем обозначать через Lδε(σi), где
ε ∈ {−,+}. Положим ε̄ = −, если ε = +, и ε̄ = +, если ε = −.
Предложение 6.2. Если Lδε(σi) принадлежит L̂δr, то Lδε̄(σ) не принадлежит L̂δr.

Доказательство. Положим для определенности δ = s, ε = + и Ls+(σi) ∈ L̂sr. Докажем, что
Ls−(σi) /∈ L̂sr. Предположим противное, т.е. Ls−(σi) ∈ L̂sr. Заметим, что любой диффеоморфизм
f ∈MS(Mr, 6) имеет конечное число неподвижных точек, среди которых не более двух седловых
точек имеют одинаковый индекс Морса. Кроме того, блуждающее множество диффеоморфизма f
не содержит гетероклинических кривых. Тогда из условия Lsε(σi) ∈ L̂sr для ε ∈ {−,+} следует,
что существует единственная седловая точка σj ∈ Σr того же индекса Морса, что и σi, такая, что
W u(σj) ∩ Lsε(σi) �= ∅. Согласно предложению 6.1,

Cl(W u(σj)) \W u(σj) = Cl(W u(σi)), W u(σi) /∈ Ŵ u
r , Cl(W u(σi)) \W u(σi) = ω.

Выберем замкнутую окрестность Ũi седловой точки σi со следующими свойствами:

1) f(Ũi) = Ũi;
2) Ũi \W u(σi) состоит из двух компонент связности Ũ+

i , Ũ
−
i , каждая из которых гомеоморфна

заполненному цилиндру и содержит в точности одну сепаратрису Ls+(σi), Ls−(σi) соответ-
ственно.

Из предположения о том, что Lδε(σi) ∈ L̂δr для каждого ε ∈ {−,+} следует, что
Ũ−
i ∩W u(σj) �= ∅, Ũ+

i ∩W u(σj) �= ∅.
Рассмотрим пространство W s(ω) \ ω и группу F = {fn, n ∈ Z}, которая действует на нем

собственно разрывно. Обозначим через Nω = (W s(ω) \ ω)/F пространство орбит этого действия,
которое диффеоморфно S2 × S1 (см. [4, лемма 1.1]). Заметим, что

(W u(σi) \ σi) ⊂ (W s(ω) \ ω) (W u(σj) \ (σj ∪W s(σi))) ⊂ (W s(ω) \ ω).

Множество W u(σi)\σi гомеоморфно цилиндру, множество W u(σj)\(σj∪W s(σi)) гомеоморфно ци-
линдру со счетным числом выколотых точек, образующих конечное множество гетероклинических
орбит. Не ограничивая общности будем считать, что ограничение диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6)
на W u(σi) и на W u(σj) сохраняет ориентацию (в противном случае аналогичные рассуждения
можно провести для диффеоморфизма f2). Тогда множество T ui = (W u(σi) \ σi)/F диффеоморфно
однократному тору, гладко вложенному в S2 × S1 и Ui = (Ũi \W s(σi))/F является его трубчатой
окрестностью. Кроме того, множество Ui \ T ui состоит из двух компонент связности

U+
i = (Ũ+

i \W s(σi))/F, U−
i = (Ũ−

i \W s(σi))/F.

Связное множество
T umj

= (W u(σj) \ (σj ∪W s(σi)))/F

гомеоморфно однократному тору с конечным числомmj выколотых точек в S2×S1. По построению,

T umj
∩ U+

i �= ∅, T umj
∩ U−

i �= ∅, T umj
∩ T ui = ∅.

Тогда T umj
∪ U−

i ∪ U+
i — связное подмножество (S2 × S1) \ T ui и, следовательно, (S2 × S1) \ T ui —

связное подмножество S2×S1, что противоречит тому факту, что любой однократный тор в S2×S1

ограничивает заполненный тор (см. [4, теорема 4]).

Если для некоторой седловой точки σi ∈ Σr многообразие W δ(σi) одномерно и содержит гете-
роклинические точки, то через Lδ+(σi) мы будем обозначать ту компоненту связности множества
W δ(σi) \ σi, которой они принадлежат.
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Предложение 6.3. Если для некоторой седловой точки σi ∈ Σr многообразие W δ(σi) ∈ Ŵ δ
r

одномерно, то ограничение диффеморфизма f ∈MS(Mr, 6) на двумерное многообразие W δ̄(σi)
сохраняет ориентацию.

Доказательство. Положим для определенности δ = s. По условию, одномерное многообразие
W s(σi) ∈ Ŵ s

r . Докажем, что ограничение диффеморфизма f на двумерное многообразие W u(σi)
сохраняет ориентацию. Предположим противное, т.е. ограничение диффеморфизма f на двумерное
многообразие W u(σi) меняет его ориентацию. Тогда ограничение сохраняющего ориентацию диф-
феоморфизма f на одномерное многообразие W s(σi) также меняет его ориентацию, следовательно,
f(Ls+(σi)) = Ls−(σi). Получили противоречие с предложением 6.2, согласно которому все гетеро-
клинические точки многообразия W s(σi) принадлежат в точности одной сепаратрисе Ls+(σi).

6.2. Структура многообразия Nr(f). Напомним, что M̃r = Mr \ (C1s
r ∪ C1u

r ), F = {fn, n ∈ Z},
Nr(f) = (M̃r)/F (см. раздел 2).

Предложение 6.4. Многообразие Nr(f) является связным ориентируемым замкнутым 3-
многообразием.

Доказательство. Напомним, что ω— единственная стоковая точка диффеоморфизма f ∈
MS(Mr, 6). Поскольку ω является притягивающей гиперболической точкой, существует гладко
вложенная сфера S2, ограничивающая замкнутый шар B3 такой, что ω ∈ intB3 и f(B3) ⊂ int(B3).
Обозначим через Σ1u

r седловые точки диффеоморфизма f , имеющие индекс Морса 1. Зафиксируем
попарно непересекающиеся окрестности Ui ⊃ σi, σi ∈ Σ1u

r , такие, что⋂
n∈Z

fn(Ui) = σi,
⋂
n�0

fn(Ui) = W u(σi) ∩ Ui,
⋂
n�0

fn(Ui) = W s(σi) ∩ Ui.

Конструкция фильтрации (см., напр. [3, с. 194–199]) позволяет построить на многообразии M̃r

связное компактное множество Br с гладкой границей, обладающее следующими свойствами:
1) существует натуральное число m такое, что f−m(B3) ⊂ Br;
2) f(Br) ⊂ int(Br);
3) Σ1u

r ⊂ int(Br) \ f−m(B3) ⊂ ⋃
σi∈Σ1u

r

Ui;

4) Br ⊂
⋃

σi∈Σ1u
r

W s(σi) ∪W s(ω).

Тогда ⋂
n�0

fn(Br) = C1u
r .

Пусть B̄r = Cl(Mr \ Br), Σ1s
r — седловые точки диффеоморфизма f , имеющие индекс Морса 2.

Связное компактное множество B̄r с гладкой границей, обладает следующими свойствами:
1) f−1(B̄r) ⊂ int(B̄r);
2) B̄r ⊂

⋃
σi∈Σ1s

r

W u(σi) ∪
⋃

αj∈Rr

W u(αj).

Тогда ⋂
n�0

fn(B̄r) = C1s
r .

По построению, множество Br \ int(f(Br)) является фундаментальной областью ограничения
диффеоморфизма f ∈ MS(Mr, 6) на M̃r

1. Тогда многообразие Nr(f) гомеоморфно Br \ int(f(Br))
со склеенной по f границей. Таким образом, Nr(f)— связное ориентируемое замкнутое 3-
многообразие.

Напомним, что pr : M̃r → Nr(f)—каноническая проекция, которая определяет нетривиальный
гомоморфизм αr(f) : π1(Nr(f))→ Z такой, что αr(f)(π1(Nr(f))) = Z.

1Под фундаментальной областью ограничения диффеоморфизма f на некоторое f -инвариантное множество X пони-
мается множество D ⊂ X такое, что траектория любой точки x ∈ X имеет не меньше одной и не больше двух точек в
D.
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6.3. Допустимая система окрестностей. Пусть au : R
3 → R

3 и as : R
3 → R

3 —линейные
дифиффеоморфизмы, заданные матрицами

2 0 0
0 2 0
0 0 1/2


 ,


1/2 0 0

0 1/2 0
0 0 2




соответственно. Точка О(0, 0, 0) является неподвижной седловой точкой диффеоморфизма aδ, δ ∈
{s, u}. Множество U является aδ-инвариантным; кроме того, оно оснащено парой трансверсальных
aδ-инвариантных слоений F̃1, F̃2. Определим проекции вдоль слоев π̃1 : U → XOY (π̃2 : U → OZ)
как

π̃1(x) = F̃1
x ∩XOY (π̃2(x) = F̃2

x ∩OZ),
где F̃1

x (F̃2
x) — единственный слой слоения F̃1 (F̃2), проходящий через точку x.

Определение 6.5. Объединение Ũr =
⋃

σi∈Σr

Ũi будем называть допустимой системой окрест-

ностей, если:
1) для каждой седловой точки σi ∈ Σr с индексом Морса 2 (1) Ũi = µ̃i(U), где µ̃i— гомеомор-

физм, сопрягающий ограничение диффеоморфизма au (as) на U с ограничением диффеомор-
физма f на Ũi;

2) Ũi ∩ Ũj = ∅, если W δ(σi) ∩W δ̄(σj) = ∅ для каждого δ ∈ {u, s};
3) если седловая точка σj ∈ Σr такая, что W u(σi) ∩ W s(σj) �= ∅, то W s(σj) ∩ Ũi является

объединением непересекающихся слоев одномерного (двумерного) f -инвариантного слоения
F̃si = µ̃i(F̃1) (F̃si = µ̃i(F̃2));

4) если седловая точка σj ∈ Σr такова, что W s(σi) ∩ W u(σj) �= ∅, то W u(σj) ∩ Ũi является
объединением непересекающихся слоев двумерного (одномерного) f -инвариантного слоения
F̃ui = µ̃i(F̃2) (F̃ui = µ̃i(F̃1)).

Существование допустимой системы окрестностей у диффеоморфизма Морса—Смейла следует
из результатов работы [9].

В дальнейшем всегда будем рассматривать окрестности седловых точек, входящие в объединение
Ũr и называть их допустимыми.

Определим проекции вдоль слоев

π̃si : Ũi →W u(σi) (π̃ui : Ũi →W s(σi))

как
π̃si (x) = F̃si,x ∩W u(σi) (π̃ui (x) = F̃ui,x ∩W s(σi),

где F̃ui,x (F̃si,x) — единственный слой слоения F̃ui (F̃si ), проходящий через точку x.

Пусть Ui = pr(Ũi), Fui , Fsi —пара трансверсальных слоений на Ui, индуцированных слоениями
F̃ui , F̃si .
6.4. Структура множеств Sur (f), Ssr(f). Обозначим через Ku (Ks) множество индексов всех
седловых точек σk ∈ Σr таких, что W u(σk) ∈ (W 2u

r \ Ŵ 2u
r ) (W s(σk) ∈ (W 2s

r \ Ŵ 2s
r )) и через K̂δ,

δ ∈ {u, s}, — подмножество Kδ такое, что для k ∈ K̂δ W δ̄(σk) ∈ (Ŵ 1δ̄
r ).

Для k ∈ K̂δ обозначим через σjk единственную седловую точку в множестве Σr, обладающую
свойством W δ̄(σk) ∩W δ(σjk) �= ∅. Положим

Λδr(f) = pr(W δ(σk) \ σk)) ∪ pr(W δ(σjk) \ (σjk ∪W δ̄(σk)).

Предложение 6.6. Множество Λδr(f) для любого k ∈ K̂δ является односторонней гетеро-
клинической ламинацией на многообразии Nr(f).

Доказательство. Заметим, что, согласно предложению 6.3, ограничение сохраняющего ориента-
цию диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6) наW δ(σk) сохраняет ориентацию. Фундаментальная область
Bk ограничения диффеоморфизма f на множество W δ(σk)\σk диффеоморфна замкнутому кольцу.
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Поэтому множество T δk (f) = pr(W δ(σk) \σk) является тором, вложенным в Nr(f). Введем систему
образующих в фундаментальной группе этого тора следующим образом. Пусть x—любая точка,
принадлежащая ∂Bk. Рассмотрим простую кривую ā, соединяющую точку x с точкой f(x) и такую,
что int ā ⊂ intBk и простую замкнутую кривую b̄, являющуюся компонентой связности границы
Bk. Положим a = pr(ā), b = pr(b̄). Из определения гомоморфизма αr(f) следует, что αr(f)([a]) = 1,
αr(f)([b]) = 0 и α(π1(T δk (f))) = kZ. Таким образом, тор T δk (f) является однократным и любая кри-
вая, гомотопная b, является его меридианом.

Множество W δ(σjk) \ σjk содержит конечное число mjk � 0 гетероклинических орбит. По-
этому существует фундаментальная область Bjk ограничения диффеоморфизма f на множество
W δ(σjk) \ σjk, которая диффеоморфна замкнутому кольцу и содержит в точности mjk гетерокли-
нических точек, принадлежащих различным орбитам диффеоморфизма f . Тогда

Qδmjk
(f) = pr(W δ(σjk) \ (σjk ∪W δ̄(σk))

представляет из себя либо тор с mjk выколотыми точками (в случае, когда ограничение диф-
феоморфизма f ∈ MS(Mr, 6) на W δ(σjk) \ σjk сохраняет ориентацию), либо бутылку Клейна
с mjk выколотыми точками (в случае, когда ограничение диффеоморфизма f ∈ MS(Mr, 6) на
W δ(σjk) \ σjk меняет ориентацию) в Nr(f). Введем систему образующих в фундаментальной груп-
пе множества Qδmjk

(f) следующим образом. Пусть x—любая точка, принадлежащая ∂Bjk. Рас-
смотрим простую кривую ā, соединяющую точку x с точкой f(x), не проходящую через гете-
роклинические, точки и такую, что int ā ⊂ intBjk; простую замкнутую кривую b̄, являющуюся
компонентой связности границы Bjk; простые замкнутые кривые ē1, . . . , ēmjk−1, каждая из кото-
рых не содержит гетероклинических точек, принадлежит intBjk, ограничивает диск с единствен-
ной гетероклинической точкой в Bjk и эти диски попарно не пересекаются. Положим a = pr(ā)
(c = pr(ā)), b = pr(b̄) (d = pr(b̄)), e1 = pr(ē1), . . . , emjk−1 = pr(ēmjk−1). Из определения го-
моморфизма αr(f) следует, что αr(f)([a]) = 1 (αr(f)([c]) = 1), αr(f)([b]) = 0 (αr(f)([d]) = 0),
αr(f)([e1]) = · · · = αr(f)([emjk−1]) = 0 и α(π1(Qδmjk

(f))) = kZ. Таким образом, Qδmjk
(f) являет-

ся однократным проколотым тором (однократной проколотой бутылкой Клейна) и любая кривая,
гомотопная b (d), является меридианом Qδmjk

(f).

Пусть Ũk = µ̃k(U)—допустимая окрестность седловой точки σk; тогда Uk = pr(Ũk \W δ̄(σk))—
трубчатая окрестность однократного тора T δk (f). Определим гомеоморфизм µk : T× [−1, 1]→ Nr(f)
формулой µk = pr ◦ µ̃k ◦ πT−1.

Очевидно, что построенный гомеоморфизм обладает всеми свойствами, описанными в определе-
нии 3.10. Таким образом, множество Λδr(f) = T δk (f) ∪Qδmjk

(f) является односторонней гетерокли-
нической ламинацией на многообразии Nr(f).

Обозначим через Lδr(f) =
⋃

k∈K̂δ

Λδr(f) подмножество многообразия Nr(f), состоящее из односто-

ронних гетероклинических ламинаций и через lδr —число компонент связности множества Lδr(f).
Пусть k ∈ (Kδ \ K̂δ); тогда множество Qδk(f) = pr(W δ(σk) \σk) является однократным тором или

однократной бутылкой Клейна, вложенной в Nr(f). Обозначим через

Γδr(f) =
⋃

k∈(Kδ\K̂δ)

pr(W δ(σk) \ σk)

подмножество многообразия Nr(f), состоящее из однократных торов и бутылок Клейна, и через
tδr —число компонент связности множества Γδr(f).

Напомним, что
Sur (f) = pr(W 2u

r \W 1s), Ssr(f) = pr(W 2s
r \W 1u).

Тогда
Sur (f) = Lur (f) ∪ Γur (f), Ssr(f) = Lsr(f) ∪ Γsr(f).

Заметим, что для диффеоморфизмов рассматриваемого класса множества Lur (f), Γur (f), Lsr(f),
Γsr(f) попарно не пересекаются. Таким образом, пара (Sur (f), Ssr(f)) является допустимым набором
на многообразии Nr(f).
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Предложение 6.7. Допустимый набор (Sur (f), Ssr(f)) является совершенным.

Доказательство. Любой простейший не градиентноподобный диффеоморфизм имеет ровно две
неподвижные седловые точки σ1, σ2 такие, что dimW u(σ1) = 2, dimW u(σ2) = 2, при этом

W u(σ2) ∩W s(σ1) �= ∅.
Тогда множество Γur (f) пусто и множество Sur (f) состоит из одной гетероклинической ламинации

Lur (f) = T u1 (f) ∪Qu21(f),

где
T u1 (f) = pr(W u(σ1) \ σ1), Qu21(f) = pr(W u(σ2) \ (σ2 ∪W s(σ1))

для всех r ∈ {0, 1, 2}.
Введем обозначение

M̃r1 = (M̃r) ∪ (W s(σ1)) \ (W u(σ1)).
Группа F = {fn, n ∈ Z} действует на M̃r1 собственно разрывно. Обозначим через Nr1 = (M̃r1)/F
пространство орбит этого действия и через pr1 : M̃r1 → Nr1 —каноническую проекцию.

Рассмотрим допустимую окрестность Ũ1 = µ̃1(U) седловой точки σ1. Множество V (T u1 (f)) =
pr(Ũ1 \W s(σ1)) является трубчатой окрестностью однократного тора T u1 (f) в Nr(f). Множествo
pr1(Ũ1\W u(σ1)) гомеоморфно двум копиям D×S1. Многообразие Nr1\int(D×S1×S0) посредством
отображения pr ◦ (pr1|M̃r1\int(Ũ1))

−1 гомеоморфно многообразию N̄ = Nr(f) \ int(V (T1(f))). Тогда
многообразие Nr1 получается из N̄ приклеиванием к каждой граничной компоненте заполненного
тора посредством гомеоморфизма pr ◦ (pr1|∂Ũ1

)−1, переводящего меридиан ∂D × {1} на меридиан
граничного тора N̄r(f), т.е. многообразие Nr1 получено из многообразия Nr(f) разрезанием и
склеиванием вдоль однократного тора T u1 (f) (см. раздел 4). Обозначим через Qu2(f) = pr1(W u(σ2))
однократный тор или бутылку Клейна в Nr1, через Q̄u2(f) = CSNr(f),Tu

1 (f)(Qu21(f)) и через d̄i,

i = 1,m21, — компоненты связности множества pr1(Ũ1 ∩W u(σ2)). По построению,

Qu2(f) = Q̄u2(f) ∪
m21⋃
i=1

int d̄i.

Пусть
M̃ s = (M̃r1) ∪ (W s(σ2)) \ (W u(σ2)).

Группа F = {fn, n ∈ Z} действует на M̃ s собственно разрывно. Обозначим через N s = (M̃ s)/F
пространство орбит этого действия и через ps : M̃ s → N s—каноническую проекцию. Повторяя
рассуждения, приведенные выше, докажем, что многообразие N s получается из многообразия Nr1

разрезанием и склеиванием вдоль Qu2(f). Следовательно, многообразие N s получается из много-
образия Nr(f) разрезанием и склеиванием вдоль гетероклинической ламинации Lur (f). Заметим,
что

M̃ s = (M̃r) ∪ (W 1s
r ) \ (W 2u

r ) =
3−r⋃
i=1

W u(αi) \ αi,

где αi, i = 1, 3− r, — источниковые точки диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6). Тогда результирующее
многообразие N s = Nr(f)Lu

r (f) гомеоморфно 3− r копиям S2 × S1.
Пусть

M̃u = (M̃r) ∪ (W 1u
r ) \ (W 2s

r ) = W s(ω) \ ω.
Тогда фактор-пространство (M̃u)/F гомеоморфно S2×S1 и по аналогии с вышесказанным, можно
показать, что оно получается из многообразия Nr(f) разрезанием и склеиванием вдоль множе-
ства Ssr(f).

Таким образом, схема любого диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6) является схемой в смысле опре-
деления 5.3.

Предложение 6.8. Схема любого простейшего не градиентноподобного диффеоморфизма
принадлежит множеству S.
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Доказательство. Для доказательства этого предложения достаточно показать, что набор
(Sur (f), Ssr(f)) в схеме любого простейшего не градиентноподобного диффеоморфизма удовлетво-
ряет условиям 1)–4) определения 5.5. Найдем координаты вектора j̄r = (lur , l

s
r, t

s
r) для различных

значений r ∈ {0, 1, 2}. Как показано в доказательстве предложения 6.7, множество Γur (f) пусто и
множество lur = 1 для всех r ∈ {0, 1, 2}. Множество Ssr(f) = Lsr(f)∪Γsr(f) для различных значений
r имеет следующий вид:
• для r = 0 множество Ssr(f) пусто; тогда j̄0 = (1, 0, 0);
• для r = 1 множество Lsr(f) пусто и

Γsr(f) = Qs3(f),

где
Qs3(f) = pr(W s(σ3) \ σ3);

тогда j̄1 = (1, 0, 1);
• для r = 2 в случае, когда W s(σ3) ∩W u(σ4) = ∅, множество Lsr(f) пусто и

Γsr(f) = Qs3(f) ∪Qs4(f),

где
Qs3(f) = pr(W s(σ3) \ σ3), Qs4(f) = pr(W s(σ4) \ σ4);

при этом из [7, следствие 1.9] следует, что множество Γsr(f) содержит не более одной бутылки
Клейна;
• в случае, когда W s(σ3) ∩W u(σ4) �= ∅, множество Γsr(f) пусто и

Lsr(f) = T s4 (f) ∪Qs34(f),

где
T s4 (f) = pr(W s(σ4) \ σ4), Qs34(f) = pr(W s(σ3) \ (σ3 ∪W u(σ4));

тогда j̄2 = (1, 0, 2) или j̄2 = (1, 1, 0).
Таким образом, выполняются условия 1)–3) определения 5.5; выполнение условия 4) следует из
предложения 6.7.

7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.4.
ПОСТРОЕНИЕ ДИФФЕОМОРФИЗМА fS ∈MS(Mr, 6), РЕАЛИЗУЮЩЕГО СХЕМУ S ∈ S

Пусть S = (N,α, Su, Ss)— схема из множества S. Гомоморфизм α : π1(N) → Z определяет
накрытие pα : Ñ → N , группа скольжений которого изоморфна Z и имеет положительную образу-
ющую— диффеоморфизм fα : Ñ → Ñ . При этом любая кривая в Ñ , соединяющая точки x и fkα(x),
проектируется в замкнутую петлю c на N такую, что α([c]) = k.

7.1. Присоединение седловых точек.

7.1.1. Пусть Qs ∈ Γs (если множество Γs не пусто). Выберем трубчатую окрестность V (Qs)
однократного тора или однократной бутылки Клейна Qs в N , не пересекающуюся с компонентами
связности множества Ss ∪ Su, отличными от Qs.

Если Qs—однократный тор, то p−1
α (V (Qs)) диффеоморфно C, т.е. существует диффеоморфизм

ηQs : p−1
α (V (Qs)) → C, сопрягающий ограничение диффеоморфизма fα на p−1

α (V (Qs)) с диффео-
морфизмом ψs : C → C, где ψs(t, eiϕ, r) = (t, eiϕ, r + 1).

Если Qs—однократная бутылка Клейна, то p−1
α (V (Qs)) также диффеоморфно C и существу-

ет диффеоморфизм ηQs : p−1
α (V (Qs)) → C, сопрягающий ограничение диффеоморфизма fα на

p−1
α (V (Qs)) с диффеоморфизмом ψs− : C → C, где ψs−(t, eiϕ, r) = (−t, e−iϕ, r + 1).
Диффеоморфизм φ : U0 → C сопрягает ограничение диффеоморфизма as на U0 с диффеомор-

физмом ψs.
Пусть as− : R

3 → R
3, au− : R

3 → R
3 —линейные дифиффеоморфизмы, заданные матрицами

1/2 0 0
0 −1/2 0
0 0 −2


 ,


2 0 0

0 −2 0
0 0 −1/2
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соответственно.
Точка O(0, 0, 0) является неподвижной седловой точкой диффеоморфизма aδ−. Диффеоморфизм

φ : U0 → C сопрягает ограничение диффеоморфизма as− на U0 с диффеоморфизмом ψs−.
Тогда диффеоморфизм HQs = φ−1 ◦ ηQs : p−1

α (V (Qs)) → U0 сопрягает ограничение диффеомор-
физма fα на p−1

α (V (Qs)) с ограничением на U0 диффеоморфизма as (если Qs— тор), или as− (если
Qs—бутылка Клейна).

Так как в совершенном наборе (Su, Ss) схемы S ∈ S коэффициент lu = 1 (ls � 1), то Lu (Ls,
если оно непусто) является объединением однократного тора T u (T s) с однократным тором (бу-
тылкой Клейна) Qmu (Qms) с mu (ms) выколотыми точками. Пусть N(T δ) = µδ(T × [−1, 1])—
трубчатая окрестность тора T δ, удовлетворяющая всем условиям определения 3.10 односторонней
гетероклинической ламинации. Гомеоморфизм ηT δ : p−1

α (V (T δ)) → C, являющийся поднятием го-
меоморфизма µδ, сопрягает ограничение диффеоморфизма fα на p−1

α (V (T δ)) с диффеоморфизмом
ψδ, где ψu(t, eiϕ, r) = (t, eiϕ, r − 1) и ψs—диффеоморфизм, определенный выше.

Диффеоморфизм φ сопрягает ограничение диффеоморфизма aδ на U0 с диффеоморфизмом ψδ,
определенным на C.

По построению, гомеоморфизм

HT δ = φ−1 ◦ ηT δ : p−1
α (V (T δ))→ U0

сопрягает ограничение диффеоморфизма fα на p−1
α (V (T δ)) с ограничением диффеоморфизма aδ на

U0, и каждая компонента связности в пересечении HT δ(p−1
α (V (T δ)) ∩ p−1

α (Qmδ
)) является слоем

слоения F̃2 \ (OZ).
Не ограничивая общности, можно считать, что окрестности, входящие в объединение

VΓ =
⋃
Q

V (Q), где объединение берется по всем однократным торам и бутылкам Клейна мно-

жества Γ = Γs ∪ T s ∪ T u, попарно не пересекаются между собой. Введем обозначения UQ =
HQ(p−1

α (V (Q))) ∪OZ, N̂1 = Ñ ∪ ⋃
Q∈Γ

UQ и рассмотрим на множестве N̂1 отношение эквивалентно-

сти ∼: x ∼ HQ(x), Q ∈ Γ.

Предложение 7.1. Ñ1 = N̂1/∼ — гладкое хаусдорфово многообразие и существует диффео-
морфизм f1 : Ñ1 → Ñ1, индуцированный fα на Ñ , aδ на UT δ , as на UQ, если Q ∈ Γs—тор и as−
на UQ, если Q ∈ Γs—бутылка Клейна.

Доказательство. Дифференциальная структура Ñ1 наследуется из конструкции склеивания глад-
ких многообразий по диффеоморфизму. Существование диффеоморфизма f1 следует из конструк-
ции склеивания гладких многообразий вдоль инвариантных множеств по диффеоморфизмам, со-
прягающим динамику. Для доказательства хаусдорфовости многообразия Ñ1 достаточно показать,
что множество E1 = {(x, y) ∈ N̂1 × N̂1|x ∼ y} замкнуто. Рассмотрим произвольную фундамен-
тальную последовательность (xn, yn) ∈ E1. Не ограничивая общности, можно считать, что все
члены последовательности (xn) принадлежат замкнутому множеству p−1

α (V (Q)) для некоторого
Q ∈ Γ и существует точка x ∈ p−1

α (V (Q)) такая, что x = lim
n→∞xn. Тогда yn = HQ(xn) и в силу

непрерывности отображения HQ

y = lim
n→∞ yn = lim

n→∞HQ(xn) = HQ( lim
n→∞xn) = HQ(x),

т.е. x ∼ y и множество E1 замкнуто.

Обозначим через σu единственную присоединенную седловую точку, имеющую индекс Морса 2,
и через L+(σu)(z > 0), L−(σu)(z < 0)—компоненты связности W s(σu) \ σu.

Если в схеме S ∈ S имеем ls = 1, то обозначим через σs единственную присоединенную
седловую точку, имеющую индекс Морса 1, и через L+(σs) (z > 0), L−(σs) (z < 0) — компоненты
связности W u(σs) \ σs.

Пусть Σ− —множество всех присоединенных седловых точек диффеоморфизма f1, имеющих
индекс 1.



КЛАССИФИКАЦИЯ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ НА 3-МНОГООБРАЗИЯХ 61

7.1.2. Пусть Ñ2 = Ñ1 \ (W u(σu) ∪
⋃

σ∈Σ−
W s(σ)); рассмотрим группу F1 = {fn1 , n ∈ Z}, которая

действует собственно разрывно на Ñ2. Обозначим через N2 = (Ñ2)/F1 пространство орбит этого
действия, через p2 : Ñ2 → N2 —каноническую проекцию, через Qδ —однократный тор (бутылку
Клейна) в N2, полученную из Qmδ

заклеиванием выколотых точек точками однократного узла
γ+
δ = (L+(σδ))/F1. Заметим, что по построению Qδ трансверсально пресекается с γ+

δ в mδ точках.
Тогда существует диффеоморфизм

νδ : T× [−1, 1]→ N2 (νδ : C/fK → N2)

со следующими свойствами:

1) νδ(T) = Qδ (νδ(K) = Qδ);
2)

ν−1
δ (νδ(T× [−1, 1]) ∩ γ+

δ ) =
mδ⋃
i=1

F1
T,i (ν−1

δ (νδ(C/fK ∩ γ+
δ )) =

mδ⋃
i=1

F1
K,i),

где F1
T,i (F1

K,i), i = 1,mδ, — различные слои слоения F1
T (F1

K).

Обозначим через V (Qδ) = νδ(T × [−1, 1]) (V (Qδ) = νδ(C/fK)) трубчатую окрестность Qδ. То-
гда гомеоморфизм ηQδ : p−1

2 (V (Qδ)) → C, являющийся поднятием гомеоморфизма νδ, сопрягает
ограничение диффеоморфизма f1 на p−1

2 (V (Qδ)) с диффеоморфизмом ψδ (если Qδ — тор), или ψδ−

(если Qδ —бутылка Клейна), где ψu−(t, eiϕ, r) = (−t, e−iϕ, r − 1), а диффеоморфизмы ψs, ψu, ψs−
определены выше. По построению, гомеоморфизм

HQδ = φ−1 ◦ ηQδ : p−1
2 (V (Qδ))→ U0

сопрягает ограничение диффеоморфизма f1 на p−1
2 (V (Qδ)) с ограничением на U0 диффеоморфизма

aδ (если Qδ — тор), или aδ− (если Qδ —бутылка Клейна). Кроме того, множество

HQδ(p−1
2 (V (Qδ)) ∩ p−1

2 (γ+
δ ))

является объединением непересекающихся слоев слоения F̃1
Q.

Пусть

UQδ = HQδ(p−1
2 (V (Qδ))) ∪OZ, N̂3 = Ñ1 ∪

⋃
δ∈{s,u}

UQδ ;

введем на множестве N̂3 отношение эквивалентности ∼: x ∼ HQδ(x), δ ∈ {s, u}.
Предложение 7.2. Ñ3 = N̂3/∼ — гладкое хаусдорфово многообразие и существует диффео-

морфизм f3 : Ñ3 → Ñ3, индуцированный f1 на Ñ1, aδ на UQδ , если Qδ —тор и aδ− на UQδ , если
Qδ —бутылка Клейна.

Доказательство. Дифференциальная структура Ñ3 наследуется из конструкции склеивания глад-
ких многообразий по диффеоморфизму. Существование диффеоморфизма f3 следует из конструк-
ции склеивания гладких многообразий вдоль инвариантных множеств по диффеоморфизмам, со-
прягающим динамику. Для доказательства хаусдорфовости многообразия Ñ3 достаточно показать,
что множество E3 = {(x, y) ∈ N̂3× N̂3|x ∼ y} замкнуто. Рассмотрим произвольную фундаменталь-
ную последовательность (xn, yn) ∈ E3.

Положим для определенности, что xn ∈ p−1
α1

(V (Qu)) и Qu—однократный тор. Тогда yn =
HQu(xn) ∈ U0

Qu и существует точка y ∈ UQu такая, что y = lim
n→∞ yn. Возможны следующие случаи:

1) y /∈ OZ,
2) y ∈ OZ.
В первом случае в силу непрерывности отображения HQu

x = lim
n→∞xn = lim

n→∞(HQu)−1(yn) = (HQu)−1( lim
n→∞ yn) = (HQu)−1(y),

т.е. x ∼ y.
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Во втором случае x ∈ W u(σu) и локальная динамика в окрестности седловой точки σu такова,
что существуют последовательность kn ⊂ Z такая, что lim

n→∞ kn = +∞, и точка x̄ ∈ L+(σu) ∩
p−1
2 (V (Qu)) такая, что

lim
n→∞ x̄n = lim

n→∞ f−kn
1 (xn) = x̄.

Так как x̄n ∈ p−1
2 (V (Qu)) и отображение HQu сопрягает диффеоморфизмы f1 и au,

HQu(x̄n) = HQu(f−kn
1 (xn)) = (au)−kn(yn) = ȳn ∈ U0

Qu

и в силу непрерывности отображения HQu

lim
n→∞ ȳn = lim

n→∞HQu(x̄n) = HQu( lim
n→∞ x̄n) = HQu(x̄) = ȳ /∈ OZ.

Тогда последовательность yn = (au)kn(ȳn) не имеет предела в UQu , получили противоречие, сле-
довательно, случай 2) невозможен, а в случае 1) множество E3 замкнуто.

В результате описанных операций мы получили диффеоморфизм f3, заданный на гладком хаус-
дорфовом многообразии Ñ3, имеющий 2+ rs седловые точки, будем обозначать через Σ множество
всех седловых точек диффеоморфизма f3.

7.1.3. Присоединение узловых точек. Пусть Ñu = Ñ3 \
⋃
σ∈Σ

W u(σ), F3 = {fn3 , n ∈ Z}— группа,

которая действует собственно разрывно на Ñu. Заметим, что фактор-пространство Nu = (Ñu)/F3

получается из многообразия N операцией разрезания и склеивания вдоль множества Lu с помощью
гомеоморфизмов HTu , HQu , поэтому в силу совершенности набора Sj̄ N

u гомеоморфно 3 − rs

копиям S2 × S1.
Обозначим через ∆α,i, i = 1, 3− rs, компоненты связности Ñu, каждая из которых гомеоморфна

S2 × R.
Пусть aα : R

3 → R
3 —линейный диффеоморфизм, заданный матрицей

2 0 0
0 2 0
0 0 2


 .

Точка O(0, 0, 0) является неподвижной источниковой точкой диффеоморфизма aα. Существуют
диффеоморфизмы Hα,i : ∆α,i → R

3 \ O, i = 1, 3− rs, сопрягающие ограничение диффеоморфизма
f3 на ∆α,i с ограничением aα на R

3 \O соответственно.
Пусть ∆ω = Ñ3 \

⋃
σ∈Σ

W s(σ)), группа F3 действует собственно разрывно на ∆ω. Заметим, что

фактор-пространство N s = (∆ω)/F3 получается из многообразия N операцией разрезания и скле-
ивания вдоль множества Ss с помощью гомеоморфизмов HT s , HQs , поэтому в силу допустимости
набора Sj̄ N

s гомеоморфно S2 × S1. Пространство ∆ω гомеоморфно S2 × R.
Пусть aω : R

3 → R
3 —линейный диффеоморфизм, заданный матрицей

1/2 0 0
0 1/2 0
0 0 1/2


 .

Точка O(0, 0, 0) является неподвижной стоковой точкой диффеоморфизма aω. Существует диффео-
морфизм Hω : ∆ω → R

3 \O, сопрягающий ограничение диффеоморфизма f3 на ∆ω с ограничением
aω на R

3 \O. Пусть

R
3
i = Hα,i(∆α,i) ∪O, i = 1, 3− rs, R

3
ω = Hω(∆ω) ∪O, N̂4 = Ñ3 ∪ R

3
ω ∪

3−rs⋃
i=1

R
3
i ;

введем на множестве N̂4 отношение эквивалентности ∼ : x ∼ Hα,i(x), x ∼ Hω(x).
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Предложение 7.3. M = N̂4/∼ — гладкое хаусдорфово многообразие и существует диффео-

морфизм fS : M →M , индуцированный f3 на Ñ3, aα на
3−rs⋃
i=1

R
3
i и aω на R

3
ω.

Доказательство. Дифференциальная структура M наследуется из конструкции склеивания глад-
ких многообразий по диффеоморфизму. Существование диффеоморфизма fS следует из конструк-
ции склеивания гладких многообразий вдоль инвариантных множеств по диффеоморфизмам, со-
прягающим динамику. Для доказательства хаусдорфовости многообразия M достаточно показать,
что множество EM = {(x, y) ∈ N̂4 × N̂4|x ∼ y} замкнуто. Рассмотрим произвольную фундамен-
тальную последовательность (xn, yn) ∈ EM . Возможны следующие случаи:

1) xn ∈ ∆α,i, yn = Hα,i(xn) ∈ R
3
i \O,

2) xn ∈ ∆ω, yn = Hω(xn) ∈ R
3
ω \O,

3) xn ∈ R
3
i \O, yn = Hω ◦H−1

α,i (xn) ∈ R
3
ω \O.

Рассмотрим случай 1). Относительно точки y = lim
n→∞ yn существуют две возможности:

1a) y �= O;
1b) y = O.

В случае 1a) в силу непрерывности отображения H−1
α,i

x = lim
n→∞xn = lim

n→∞H−1
α,i (yn) = H−1

α,i ( lim
n→∞ yn) = H−1

α,i (y),

т.е. x ∼ y.
В случае 1b) x = lim

n→∞xn ∈ W u(σ) для некоторой седловой точки σ ∈ Σ. Локальная динамика

в окрестности седловой точки σ такова, что существуют последовательность kn ⊂ Z такая, что
lim
n→∞ kn = +∞, и точка x̄ ∈W s(σ) ∩∆α,i такая, что

lim
n→∞ x̄n = lim

n→∞ f−kn
3 (xn) = x̄.

Так как x̄n ∈ ∆α,i и отображение Hα,i сопрягает диффеоморфизмы f3 и aα,

Hα,i(x̄n) = Hα,i(f−kn
3 (xn)) = (aα)−kn(yn) = ȳn ∈ R

3
i \O

и в силу непрерывности отображения Hα,i

lim
n→∞ ȳn = lim

n→∞Hα,i(x̄n) = Hα,i( lim
n→∞ x̄n) = Hα,i(x̄) = ȳ �= O.

С другой стороны,
lim
n→∞ ȳn = lim

n→∞(aα)−kn(yn) = O;

получили противоречие, следовательно, случай 1b) невозможен, а в случае 1a) множество EM
замкнуто.

Случай 2) аналогичен случаю 1). Для случая 3) существуют две возможности:

3a) y �= O,
3b) y = O.

В случае 3a) в силу непрерывности отображения Hω ◦H−1
α,i

x = lim
n→∞xn = lim

n→∞(Hω ◦H−1
α,i )

−1(yn) = (Hω ◦H−1
α,i )

−1( lim
n→∞ yn) = (Hω ◦H−1

α,i )
−1(y),

т.е. x ∼ y.
В случае 3b) x = O. Поскольку x = O—неподвижная источниковая точка для диффеоморфизма

aα, существует последовательность kn ⊂ Z такая, что lim
n→∞ kn = +∞ и точка x̄ ∈ R

3
i \O такая, что

lim
n→∞ x̄n = lim

n→∞(aα)kn(xn) = x̄.

Так как x̄n ∈ R
3
i \O и отображение Hω ◦H−1

α,i сопрягает диффеоморфизмы aα и aω,

Hω ◦H−1
α,i (x̄n) = Hω ◦H−1

α,i ((a
α)kn(xn)) = (aω)kn(yn) = ȳn ∈ R

3
ω \O
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и в силу непрерывности отображения Hω ◦H−1
α,i

lim
n→∞ ȳn = lim

n→∞Hω ◦H−1
α,i (x̄n) = Hω ◦H−1

α,i ( lim
n→∞ x̄n) = Hω ◦H−1

α,i (x̄) = ȳ �= O.

С другой стороны,
lim
n→∞ ȳn = lim

n→∞(aω)kn(yn) = O;

получили противоречие, следовательно, случай 3b) невозможен, а в случае 3a) множество EM
замкнуто.

Обозначим через αi, i = 1, 3− rs, присоединенные источниковые точки и через ω присоединен-
ную стоковую точку.

Предложение 7.4. Многообразие M компактно.

Доказательство. Рассмотрим произвольную последовательность (xn) ∈ M . Заметим, что много-
образие Ñ имеет компактную фундаментальную область, а структура в окрестности присоединен-
ных седловых точек такова, что существуют последовательность (kn) ⊂ Z и точка x̄ ∈ Ñ3 такие,
что lim

n→∞ x̄n = lim
n→∞ fkn

S (xn) = x̄ (относительно рассмотрения подпоследовательности последова-

тельности (xn)).
Возможны следующие случаи:

1) (kn) содержит ограниченную подпоследовательность; тогда существуют число k∗ и подпосле-
довательность xln такие, что lim

n→∞ fk∗xln = x̄. Тогда lim
n→∞xln = f−k∗S (x̄).

2) (kn) не имеет ограниченных подпоследовательностей; не ограничивая общности, будем счи-
тать, что последовательность (kn) сходится к +∞ (относительно рассмотрения подпоследо-
вательности). Существуют следующие возможности:
2a) x̄ ∈ Ñ3 \ (

⋃
σ∈Σ

W u(σ));

2b) x̄ ∈W u(σ) для некоторого σ ∈ Σ.

В случае 2a) x̄ ∈ ∆α,i для некоторого i ∈ {1, . . . , 3− rs} и xn = f−kn
S (x̄n) сходится к αi.

В случае 2b), если x̄n имеет бесконечно много точек, принадлежащих W u(σ), то xn = f−kn
S (x̄n)

сходится к σ. В противном случае существуют последовательность ln ⊂ Z такая, что lim
n→∞ ln = +∞,

и точка z ∈W s(σ) такая, что
lim
n→∞ zn = lim

n→∞ f−lnS (x̄n) = z.

Тогда xn = f ln−kn
S (zn) сходится к точке, принадлежащей W s(σ) (если ln−kn ограничена), сходится

к ω (если ln − kn → −∞), сходится к σ (если ln − kn → +∞).

Таким образом, мы построили на замкнутом 3-многообразииM диффеоморфизм Морса—Смейла
fS с конечным числом гетероклинических орбит и без гетероклинических кривых, имеющий шесть
неподвижных точек: 3− rs источников, rs + 2 седла и один сток. Из результатов [5] следует, что
многообразие M для rs = 0 совпадает с S3, для rs = 1 совпадает с S2×S1, для rs = 2 совпадает с
S2×S1#S2×S1. Тогда диффеоморфизм fS принадлежит классу MS(Mr, 6). Кроме того, очевидно,
что схема S эквивалентна схеме этого простейшего не градиентноподобного диффеоморфизма.

8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.3

8.1. Доказательство необходимости условий теоремы 2.3. Пусть диффеоморфизмы f, f ′ ∈
MS(Mr, 6) топологически сопряжены, т.е. существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм
h : Mr → Mr такой, что h ◦ f = f ′ ◦ h. При этом сопрягающий гомеоморфизм h переводит
инвариантные многообразия седловых точек диффеоморфизма f в соответствующие инвариантные
многообразия соответствующих седловых точек диффеоморфизма f ′.

Напомним, что W 2u
r (W 2s

r ) — множество двумерных инвариантных неустойчивых (устойчивых)
многообразий всех седловых точек диффеоморфизма f ∈ MS(Mr, 6); W 1u

r (W 1s
r ) — множество
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одномерных неустойчивых (устойчивых) инвариантных многообразий всех седловых точек диф-
феоморфизма f ∈MS(Mr, 6); ω— единственный сток диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6); Rr —мно-
жество всех источниковых точек диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6); C1u

r = ω∪W 1u
r , C1s

r = Rr∪W 1s
r ;

M̃r = Mr \ (C1s
r ∪ C1u

r ); Nr(f) = (M̃r)/F и pr : M̃r → Nr(f)—накрытие, определяющее нетриви-
альный гомоморфизм αr(f) : π1(Nr(f))→ Z.

Набор
Sr(f) = (Nr(f), αr(f), Sur (f), Ssr(f)),

где
Sur (f) = pr(W 2u

r \W 1s
r ), Ssr(f) = pr(W 2s

r \W 1u
r ),

определяет схему диффеоморфизма f ∈MS(Mr, 6). Снабдим штрихом все перечисленные объекты
для диффеоморфизма f ′ ∈MS(Mr, 6). Рассмотрим гомеоморфизм

ϕ = p′r ◦ h ◦ (pr)−1 : Nr(f)→ Nr(f ′),

который по построению обладает следующими свойствами:
1) αr(f) = αr(f ′) ◦ ϕ∗;
2) ϕ(Sur (f)) = Sur (f ′), ϕ(Ssr(f)) = Ssr(f

′).
Следовательно схемы топологически сопряженных диффеоморфизмов эквивалентны.

8.2. Доказательство достаточности условий теоремы 2.3. Пусть

Sr(f) = (Nr(f), αr(f), Sur (f), Ssr(f)), Sr(f ′) = (Nr(f ′), αr(f ′), Sur (f ′), Ssr(f
′))

—эквивалентные схемы диффеоморфизмов f, f ′ ∈ MS(Sr, 6) соответственно, т.е. существует го-
меоморфизм ϕ : Nr(f)→ Nr(f ′) такой, что

1) αr(f) = αr(f ′) ◦ ϕ∗,
2) ϕ(Sur (f)) = Sur (f ′), ϕ(Ssr(f)) = Ssr(f

′).

8.2.1. Пусть k ∈ Kδ; тогда для неподвижной седловой точки σk (σ′k) множество

Qδk(f) = pr(W δ(σk) \ σk) (Qδk(f
′) = p′r(W

δ(σ′k) \ σ′k))
является либо однократным тором, либо однократной бутылкой Клейна, вложенной в Nr(f)
(Nr(f ′)) и ϕ(Qδk(f)) = Qδk(f

′). Пусть Ũk = µ̃k(U) ∈ Ũr (Ũ ′
k = µ̃′k(U) ∈ Ũ ′

r) — допустимая окрестность
седловой точки σk (σ′k); тогда трубчатая окрестность Uk = pr(Ũk \W δ̄(σk)) (U ′

k = p′r(Ũ ′
k \W δ̄(σ′k))

однократного тора или бутылки Клейна Qδk(f) (Qδk(f
′)) оснащена парой трансверсальных слоений

Fδk , F δ̄k (F ′δ
k , F ′δ̄

k ).

Предложение 8.1. Для любого k ∈ Kδ существует гомеоморфизм ϕk,1 : Nr(f) → Nr(f ′) со
следующими свойствами:

1) ϕk,1 осуществляет эквивалентность схем Sr(f) и Sr(f ′);
2) ϕk,1 совпадает с ϕ вне Uk;
3) ϕk,1 переводит слои слоения Fδk в некоторой окрестности Qδk(f) в слои слоения F ′δ

k в
некоторой окрестности Qδk(f

′).

Доказательство. Рассмотрим седловую точку σk (σ′k), k ∈ K̂δ (для седловой точки σk (σ′k), k ∈
(Kδ \ K̂δ) доказательство аналогичное). Положим для определенности δ = u. Обозначим через σjk
(σ′jk) единственную седловую точку в множестве Σr (Σ′

r), обладающую свойством

W s(σk) ∩W u(σjk) �= ∅ (W s(σ′k) ∩W u(σ′jk) �= ∅).
Тогда множество

Quk(f) = pr(W u(σk) \ σk) (Quk(f
′) = p′r(W

u(σ′k) \ σ′k))
является однократным тором, вложенным в Nr(f) (Nr(f ′)). Не ограничивая общности можно счи-
тать, что ϕ(Uk) ⊂ U ′

k. Множество

Qumjk
(f) = pr(W u(σjk) \ (σjk ∪W s(σk))) (Qumjk

(f ′) = p′r(W
u(σ′jk) \ (σ′jk ∪W s(σ′k))))
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является либо однократным тором, либо однократной бутылкой Клейна сmjk выколотыми точками,
при этом ϕ(Qumjk

(f)) = Qumjk
(f ′).

Выберем ориентацию на каждой компоненте связности множества W s(σk) \ σk (W s(σ′k) \ σ′k),
соответствующую направлению движения к точке σk (σ′k). Выберем фундаментальную область Bu

(B′u) ограничения диффеоморфизма f (f ′) наW u(σk)\σk (W u(σ′k)\σ′k), гомеоморфную замкнутому
кольцу. Тогда множество B (B′), состоящее из одномерных слоев слоения F̃sk (F̃ ′s

k ), пересекающих
Bu (B′u) является фундаментальной областью ограничения диффеоморфизма f (f ′) на Ũk \W s(σk)
(Ũ ′

k \W s(σ′k)).
Пусть F̃uk,1 —одна из компонент связности Ũk ∩W u(σjk) такая, что F̃uk,1 ∩ (π̃sk)

−1(y) �= ∅ для лю-

бого y ∈ Bu. Так как окрестность Ũk является допустимой на множестве B, существует простая
кривая β̃, соединяющая точку x̂1 ∈ F̃uk,1 с точкой f(x̂1) ∈ f(F̃uk,1) и трансверсально (в топологи-

ческом смысле) пересекающая слои слоения F̃uk . Пронумеруем точки пересечения int β̃ со слоями
Ũk ∩ W u(σjk): x̂2, . . . , x̂mjk

таким образом, чтобы направление движения от точки x̂i к точке
x̂i+1, i = 1,mjk − 1, совпадало с направлением движения от точки x̂1 к точке f(x̂1). Положим
xi = π̃uk (x̂i) ∩ W s(σk), i = 1,mjk. Заметим, что точки x1, . . . , xmjk

принадлежат различным ге-
тероклиническим орбитам и направление движения от точки xi к точке xi+1, i = 1,mjk − 1, по
компоненте связности W s(σk) \ σk совпадает с выбранной на ней ориентацией.

Пусть ϕ̃ : Ũk → Ũ ′
k —поднятие гомеоморфизма ϕ такое, что ϕ̃(B) = B′, β̃′ = ϕ̃(β̃), β = pr(β̃),

β′ = ϕ(β) = p′r(β̃′). Гомеоморфизм ϕ̃ индуцирует направление на кривой β̃′. Покажем, что это
направление совпадает с направлением от точки x̂′1 = ϕ̃(x̂1) к точке f ′(x̂′1) = ϕ̃(f(x̂1)). Для этого
достаточно показать, что αr(f ′)([p′r(β̃′)]) = [1]. Из определения гомоморфизмов αr(f) и αr(f ′) и
свойства αr(f) = αr(f ′) ◦ ϕ∗ следует, что

αr(f ′)([p′r(β̃
′)]) = αr(f ′)([p′r(ϕ̃(β̃))]) = αr(f ′)([ϕ(β)]) = αr(f ′)(ϕ∗([β])) =

= αr(f)([β]) = αr(f)([pr(β̃)]) = [1].

Положим x′i = π̃′uk (ϕ̃(x̂i)), i = 1,mjk. Тогда точки x′1, . . . , x′mjk
принадлежат различным гетерокли-

ническим орбитам и направление движения от точки x′i к точке x′i+1, i = 1,mjk − 1, по компоненте
связности W s(σ′k) \ σ′k совпадает с выбранной на ней ориентацией.

Выберем фундаментальную область Bs (B′s) ограничения диффеоморфизма f (f ′) наW s(σk)\σk
(W s(σ′k) \ σ′k), гомеоморфную двум отрезкам и такую, что

1) для любого x ∈ Bs (x′ ∈ B′s)

(π̃uk )
−1(x) ∩ (π̃sk)

−1(y) �= ∅ ((π̃′uk )−1(x) ∩ (π̃′sk )−1(y) �= ∅)
для любого y ∈ Bu (y′ ∈ B′u);

2) x1 (x′1) и f(x1) (f ′(x′1)) принадлежат ∂Bs (∂B′s).
Положим ϕ̂s : Bs → B′s— сохраняющий ориентацию гомеоморфизм такой, что ϕ̂s(xi) = x′i,

i = 1,mjk.
Положим

B̂s =
⋃
n�0

fn(Bs) ∪ σk, (B̂′s =
⋃
n�0

f ′n(B′s) ∪ σ′k)

и продолжим гомеоморфизм ϕ̂s до гомеоморфизма ϕ̃s : B̂s → B̂′s следующим образом: для любого
x �= σk, ϕ̃s(x) = f ′n ◦ ϕ̂s ◦ f−n(x), где f−n(x) ∈ Bs; ϕ̃s(σk) = σ′k.

Пусть B̂ = (π̃uk )
−1(B̂s) ∩ B (B̂′ = (π̃′uk )−1(B̂′s) ∩ B′). Определим отображение ϕ̂ : B̂ → B̂′

следующим образом:

ϕ̂(x) = x̄,

где

p′r(π̃
′s
k (x̄)) = ϕ(pr(π̃sk(x))), (π̃′uk )−1(x̄) ∩ B̂′s = ϕ̃s((π̃uk )

−1(x) ∩ B̂s).
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Очевидно, что отображение ϕ̂ является гомеоморфизмом. Определим гомеоморфизм ϕk,0 в некото-
рой окрестности Quk(f) следующим образом:

ϕk,0(x) = p′r(ϕ̂((pr)−1(x) ∩ B̂)).

По построению гомеоморфизм ϕk,0 обладает следующими свойствами:
1) ϕk,0 совпадает с ϕ на Quk(f);
2) ϕk,0 переводит слои слоения Fuk в некоторой окрестности Quk(f) в слои слоения F ′u

k в неко-
торой окрестности Quk(f

′).
Пусть Ûk = µk(T × [−tk, tk]), tk ∈ (0, 1), — трубчатая окрестность Quk(f), на которой определен

гомеоморфизм ϕk,0. Рассмотрим отображения

ψk = (µ′k)
−1 ◦ ϕ ◦ µk : T× [−1, 1]→ T× [−1, 1],

ψk,0 = (µ′k)
−1 ◦ ϕk,0 ◦ µk|T×[−tk,tk] : T× [−tk, tk]→ T× [−1, 1],

ηk = (ψk)−1 ◦ ψk,0 : T× [−tk, tk]→ T× [−1, 1].

Заметим, что отображение ηk удовлетворяет всем условиям леммы 3.14, следовательно существует
гомеоморфизм ηk,1 : T × [−1, 1] → T × [−1, 1], который совпадает с тождественным отображением
вне T × [−1/2, 1/2], с ηk в малой окрестности T × {0} и удовлетворяет условию ηk,1(F2

T,i) = F2
T,i,

i = 1,mjk. Тогда гомеоморфизм ϕk,1 = µ′k ◦ψk ◦ ηk,1 ◦µ−1
k , определенный на Uk, удовлетворяет всем

условиям предложения.

Пусть K = Ku∪Ks, UK =
⋃
k∈K

Uk. Обозначим через ϕ1 : Nr(f)→ Nr(f ′) гомеоморфизм, совпада-

ющий с ϕk,1 на Uk для каждого Uk ∈ UK и совпадающий с ϕ вне UK. По построению гомеоморфизм
ϕ1 реализует эквивалентность схем Sr(f) и Sr(f ′). Пусть ϕ̃1 : M̃r → M̃ ′

r —поднятие отображения
ϕ1, тогда ϕ̃1 сопрягает ограничение диффеоморфизма f на M̃r с ограничением диффеоморфизма f ′

на M̃ ′
r и для каждого k ∈ Kδ переводит слои слоения F̃δk в некоторой окрестности W δ̄(σk) на слои

слоения F̃ ′δ
k в некоторой окрестности W δ̄(σ′k). Тогда гомеоморфизм ϕ̃1 может быть продолжен на

W δ̄(σk) для каждого k ∈ Kδ следующим образом: пусть x ∈W δ̄(σk)— единственная точка пересе-
чения W δ̄(σk) со слоем F̃δk,x ∈ F̃δk ; тогда ϕ̃1(x) единственная точка пересечения W δ̄(σ′k) со слоем

ϕ̃1(F̃ ′δ
k,x) ∈ F̃ ′δ

k .

8.2.2. Пусть

M̃r = (M̃r) ∪

 ⋃
δ∈{u,s}


 ⋃
k∈Kδ

(W 1δ̄(σk))




 \


 ⋃
δ∈{u,s}


 ⋃
k∈Kδ

(W 2δ(σk))




 .

Заметим, что группа F = {fn, n ∈ Z} действует на M̃r собственно разрывно. Обозначим через
Nr(f) = (M̃r)/F пространство орбит этого действия, через Pr : M̃r → Nr(f)—каноническую про-
екцию, которая определяет нетривиальный гомоморфизм ar(f) : π1(Nr(f))→ Z. Снабдим штрихом
все перечисленные объекты для диффеоморфизма f ′.

Пусть k ∈ K̂δ и σjk (σ′jk) — единственная седловая точка в множестве Σr (Σ′
r), обладающая

свойством
W δ̄(σk) ∩W δ(σjk) �= ∅ (W δ̄(σ′k) ∩W δ(σ′jk) �= ∅).

Тогда множество

Qδjk(f) = Pr(W δ(σjk) \ σjk) (Qδjk(f
′) = P ′

r(W
δ(σ′jk) \ σ′jk))

является однократным тором или однократной бутылкой Клейна в Nr(f) (Nr(f ′)), множество
γk(f) = Pr(W δ̄(σk) \ σk) (γk(f ′) = P ′

r(W
δ̄(σ′k) \ σ′k))

представляет собой пару однократных узлов или один двукратный узел в Nr(f) (Nr(f ′)). Ограни-
чение гомеоморфизма ϕ̃1 на M̃r индуцирует гомеоморфизм

ϕ2 = P ′
r ◦ ϕ̃1 ◦ (P ′

r)
−1 : Nr(f)→ Nr(f ′)
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такой, что ϕ2(Qδjk(f)) = Qδjk(f
′) и ϕ2(γk(f)) = γk(f ′) для каждого k ∈ K̂ = K̂s ∪ K̂u.

Пусть Ũjk = µ̃jk(U) (Ũ ′
jk = µ̃′jk(U)) — допустимая окрестность седловой точки σjk (σ′jk), k ∈ K̂δ;

тогда трубчатая окрестность

Ujk = Pr(Ũjk \W δ̄(σjk)) (U ′
jk = P ′

r(Ũ
′
jk \W δ̄(σ′jk)))

однократного тора или бутылки Клейна Qδjk(f) (Qδjk(f
′)) оснащена парой трансверсальных слоений

Fδjk, F δ̄jk (F ′δ
jk, F ′δ̄

jk).

Предложение 8.2. Для любого k ∈ K̂δ существует гомеоморфизм ϕjk,1 : Nr(f) → Nr(f ′) со
следующими свойствами:

1) ϕjk,1(Qδjk(f)) = Qδjk(f
′) и ϕjk,1(γk(f)) = γk(f ′);

2) ϕjk,1 совпадает с ϕ2 вне Ujk и переводит слои слоения Fδjk в некоторой окрестности
Qδjk(f) в слои слоения F ′δ

jk в некоторой окрестности Qδjk(f
′).

Доказательство. Положим для определенности δ = u. Не ограничивая общности, будем считать,
что ϕ2(Ujk) ⊂ U ′

jk. Выберем фундаментальную область Bu (B′u) ограничения диффеоморфизма f
(f ′) на W u(σjk) \ σjk (W u(σ′jk) \ σ′jk). Тогда множество B (B′), состоящее из одномерных слоев

слоения F̃sjk (F̃ ′s
jk), пересекающих Bu (B′u), является фундаментальной областью ограничения диф-

феоморфизма f (f ′) на Ũjk \W s(σjk) (Ũ ′
jk \W s(σ′jk)). Пусть F̃sjk,1, . . . , F̃sjk,mjk

(F̃ ′s
jk,1, . . . , F̃ ′s

jk,mjk
) —

слои из множества Ũjk ∩W s(σk) (Ũ ′
jk ∩W s(σ′k)), имеющие непустое пересечение с B (B′) и удо-

влетворяющие соотношению ϕ2(Pr(F̃sjk,i)) ⊂ P ′
r(F̃ ′s

jk,i) для каждого i = 1,mjk.
Выберем фундаментальную область Bs (B′s) ограничения диффеоморфизма f (f ′) на

W s(σjk) \ σjk (W s(σ′jk) \ σ′jk)
такую, что для любого x ∈ Bs (x′ ∈ B′s)

(π̃ujk)
−1(x) ∩ (π̃sjk)

−1(y) �= ∅ ((π̃′ujk)
−1(x′) ∩ (π̃′sjk)

−1(y′) �= ∅
для любого y ∈ Bu (y′ ∈ B′u). Пусть сохраняющий ориентацию гомеоморфизм ϕ̂s : Bs → B′s
сопрягает ограничение диффеоморфизма f на Bs с ограничением диффеоморфизма f ′ на B′s.

Положим

B̂s =
⋃
n�0

fn(Bs) ∪ σjk (B̂′s =
⋃
n�0

f ′n(B′s) ∪ σ′jk)

и продолжим гомеоморфизм ϕ̂s до гомеоморфизма ϕ̃s : B̂s → B̂′s следующим образом: для любого
x �= σjk, ϕ̃s(x) = f ′n ◦ ϕ̂s ◦ f−n(x), где f−n(x) ∈ Bs; ϕ̃s(σjk) = σ′jk.

Пусть B̂ = (π̃ujk)
−1(B̂s) ∩ B (B̂′ = (π̃′ujk)

−1(B̂′s) ∩ B′); определим отображение ϕ̂2 : B̂ → B̂′

следующим образом:

ϕ̂2(x) = x̄,

где

P ′
r(π̃

′s
jk(x̄)) = ϕ2(Pr(π̃sjk(x))), (π̃ujk)

−1(x̄) ∩ B̂′ = ϕ̃s((π̃uk )
−1(x) ∩ B̂).

Определим гомеоморфизм ϕjk,0 в некоторой окрестности Qujk(f) следующим образом:

ϕjk,0(x) = P ′
r(ϕ̂2((Pr)−1(x) ∩ B̂)).

По построению гомеоморфизм ϕjk,0 обладает следующими свойствами:

1) ϕjk,0 совпадает с ϕ2 на Qujk(f);
2) ϕjk,0 переводит слои слоения Fujk (Fsjk) в некоторой окрестности Qujk(f) в слои слоения Fjk ′u

(Fjk ′s) в некоторой окрестности Qujk(f
′).
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Рассмотрим сначала случай, когда Qujk(f) и Qujk(f
′) являются однократными торами. Пусть

Ûjk = µjk(T × [−tjk, tjk]), tjk ∈ (0, 1), — трубчатая окрестность Qujk(f), на которой определен
гомеоморфизм ϕjk,0. Рассмотрим отображения

ψjk = (µ′jk)
−1 ◦ ϕ2 ◦ µjk : T× [−1, 1]→ T× [−1, 1],

ψjk,0 = (µ′jk)
−1 ◦ ϕjk,0 ◦ µjk|T×[−tjk,tjk] : T× [−tjk, tjk]→ T× [−1, 1],

ηjk = (ψjk)−1 ◦ ψjk,0 : T× [−tjk, tjk]→ T× [−1, 1].

Заметим, что отображение ηjk удовлетворяет всем условиям леммы 3.12; следовательно, существует
гомеоморфизм ηjk,1 : T× [−1, 1]→ T× [−1, 1], который совпадает с тождественным отображением
вне T× [−1/2, 1/2], с ηjk в малой окрестности T× {0} и удовлетворяет условию ηjk,1(F̃1

T,i) = F̃1
T,i

для каждого i = 1,mjk. Тогда гомеоморфизм ϕjk,1 = µ′jk ◦ ψjk ◦ ηjk,1 ◦ µ−1
jk , определенный на Ujk,

удовлетворяет всем условиям предложения.
Рассмотрим случай, когда Qujk(f) и Qujk(f

′) являются однократными бутылками Клейна. Пусть

Ûjk = µjk(Ctjk
/fK), tjk ∈ (0, 1), — окрестность Qujk(f), на которой определен гомеоморфизм ϕjk,0.

Рассмотрим отображения

ψjk = (µ′jk)
−1 ◦ ϕ2 ◦ µjk : C/fK → C/fK ,

ψjk,0 = (µ′jk)
−1 ◦ ϕjk,0 ◦ µjk|Ctjk

/fK
: Ctjk

/fK → C/fK ,

ηjk = (ψjk)−1 ◦ ψjk,0 : Ctjk
/fK → C/fK .

Заметим, что отображение ηjk удовлетворяет всем условиям леммы 3.13; следовательно, существует
гомеоморфизм ηjk,1 : C/fK → C/fK , который совпадает с тождественным отображением вне
C1/2/fK , с ηjk в малой окрестности C0/fK и удовлетворяет условию ηjk,1(F̃1

K,i) = F̃1
K,i для каждого

i = 1,mjk. Тогда гомеоморфизм ϕjk,1 = µ′jk ◦ ψjk ◦ ηjk,1 ◦ µ−1
jk , определенный на Ujk, удовлетворяет

всем условиям предложения.

Пусть V =
⋃
k∈K̂

Ujk. Обозначим через ϕ3 : Nr(f) → Nr(f ′) гомеоморфизм, совпадающий с ϕjk,1

на Ujk для каждого Ujk ∈ V и совпадающий с ϕ2 вне V. Пусть ϕ̃3 : M̃r → M̃′
r —поднятие

отображения ϕ3, совпадающее с ϕ̃1 на ∂Ṽ. Тогда ϕ̃3 сопрягает ограничение диффеоморфизма f на
M̃r с ограничением диффеоморфизма f ′ на M̃′

r и для каждого k ∈ K̂δ переводит слои слоения
F̃δjk в некоторой окрестности W δ̄(σjk) на слои слоения F̃ ′δ

jk в некоторой окрестности W δ̄(σ′jk).
Гомеоморфизм ϕ̃3 может быть продолжен на W δ̄(σjk) для каждого k ∈ K̂δ следующим образом:
пусть x ∈ W δ̄(σjk), k ∈ K̂— единственная точка пересечения W δ̄(σjk) со слоем F̃δjk,x ∈ F̃δjk, тогда
ϕ̃3(x)— единственная точка пересечения W δ̄(σ′jk) со слоем ϕ̃3(F̃δjk,x) ∈ F̃ ′δ

jk.
Гомеоморфизм ϕ̃4 : Mr \ Ω(f)→Mr \ Ω(f ′), совпадающий с ϕ̃1 на

(M̃r) ∪

 ⋃
δ∈{u,s}


 ⋃
k∈Kδ

(W 1δ̄(σk))




 \ V

и с ϕ̃3 на V единственным образом продолжается до гомеоморфизма h : Mr → Mr, cопрягающего
диффеоморфизм f с диффеоморфизмом f ′.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, многие нелинейные краевые задачи математической физики допускают запись в
виде абстрактного уравнения

f(x) = b, x ∈ O ⊂ E, b ∈ F,
в котором f — гладкое фредгольмово нулевого индекса отображение банаховых пространств E,
F , O—открытое подмножество в E. Исследование такого уравнения можно проводить по схеме
Каччиополи [5,6, 12, 17] — через редукцию к уравнению

θ(ξ) = 0, ξ ∈M,

в котором θ = P · f |M , M — гладкое n-мерное (редуцирующее) подмногообразие в O, а P —
проектор на конечномерное подпространство в F . При этом предполагается, что f трансверсально
ImP на O и M = f−1(ImP ).
Cхема Каччиополи естественно переносится на случай, в котором вместо одного проектора P

задано гладкое семейство (проекторов) P (x), x ∈ O, dim ImP (x) = n, с условием регулярности
множества нулей векторного поля (I − P (x))f(x). Исходное уравнение сводится при этом к урав-
нению θ(ξ) = 0, ξ ∈ M , в котором θ(ξ) = P (ξ) · f(ξ)— гладкое сечение n-мерного векторного
расслоения над M , порожденного пучком подпространств ImP (x).
Обобщенная схема позволяет исследовать ветви бифурцирующих решений уравнений с парамет-

рами в условиях разрушения непрерывной симметрии. На ее основе можно строить алгоритмизуе-
мые процедуры анализа циклов, бифурцирующих из сложных фокусов динамических систем [20],
анализировать рождение бегущих волн в упругих системах и т. д.
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ской конференции по дифференциальным уравнениям и динамическим системам (2002 г.).

1. СХЕМА КАЧЧИОПОЛИ И ЕЕ ОБОБЩЕНИЕ

Итак, пусть E, F —банаховы пространства и f : E → F — гладкое фредгольмово отображение
нулевого индекса.
Гладкое n-мерное с пустым краем подмногообразие M ⊂ E называется редуцирующим для

фредгольмова уравнения f(x) = 0, если на некоторой окрестности O(M) этого подмногообразия
можно задать такой гладкий пучок P (x) проекторов с образами постоянной размерности n, что
выполняются следующие два условия:

1) M является множеством всех нулей в O(M) векторного поля ν(x) := (I − P (x))f(x);
2) для каждой точки a ∈M оператор

(I − P (a))
∂ν

∂x
(a) : X → Im(I − P (a))

является эпиморфизмом индекса n.

Если M и P (x) удовлетворяют перечисленным выше условиям, то векторное поле τ(x) :=
P (x)f(x) на M называется ключевым для уравнения f(x) = 0.
Заметим, что поле τ(x) является сечением гладкого векторного расслоения F над M , порожден-

ного гладким пучком векторных пространств Fn(x) := Im(P (x)). Если задать набор e1(x), . . . , en(x)
сечений расслоения F на M , образующих базис Fn(x) для каждого x из некоторого открытого
множества U ⊂ M , то поле τ(x) на U естественно отождествляется с полем ξ(x), x ∈ U , со
значениями в R

n, компоненты ξk(x) которого получены разложением τ по этому базису:

τ(x) =
n∑
k=1

ξk(x)ek(x), x ∈ U.

Векторное поле ξ(x) называется координатным изображением поля τ(x) на U .
Точка a ∈ O(M) является нулем f тогда и только тогда, когда a ∈ M и τ(a) = 0. Более

того, данная точка имеет одинаковые размерности вырождения (размерности ядер) и изоморфные
локальные кольца особенностей [1] (для f и τ ). Размерность вырождения и локальное кольцо
особенности можно определить через локальное координатное представление сечения.
Для компактных редуцирующих подмногообразий имеют место теоремы о структурной устой-

чивости, аналогичные теоремам о структурной устойчивости квазиинвариантных подмногообразий
функционалов [21].
В случае уравнений с непрерывной симметрией [26] появляются многообразия (орбиты) нулей,

автоматически являющиеся редуцирующими подмногообразиями. Если действующая группа ком-
пактна, то регулярные орбиты нулей f структурно устойчивы. Это замечание позволяет применять
описанную выше схему нелокальной редукции в случаях нарушения или понижения непрерывных
симметрий. Как и в случае квазиинвариантных подмногообразий, нарушающие симметрию возму-
щения приводят к рождению редуцирующих подмногообразий (вблизи распадающихся компактных
орбит нулей), диффеоморфных исходным орбитам нулей.

2. НЕЛОКАЛЬНАЯ СХЕМА ЛЯПУНОВА—ШМИДТА

В последние годы, в связи с бурным развитием новых компьютерных вычислительных техно-
логий, появилась возможность эффективного нелокального анализа нелинейных краевых задач на
основе схем нелокальных редукций.
Пусть, как и ранее, отображение банаховых пространств

f : E → F (1)

является гладким и фредгольмовым индекса нуль.
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Теорема 1 (Банах, Мазур, Каччиополи). Отображение (1) является диффеоморфизмом то-
гда и только тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) производная Фреше
∂f

∂x
(a) в каждой точке a ∈ E действует изоморфно из E на F ;

2) отображение (1) является собственным (прообраз компакта компактен).

Доказательства имеются, например, в [5, 27]. Самое короткое из них основано на замечании
о том, что объединение условий локальной диффеоморфности и собственности приводит к тому,
что f оказывается накрывающим отображением. Так как накрытие над односвязной базой всегда
однократно, то это и означает диффеоморфность действия.
Пусть, далее, E = En+̇E∞−n, F = Fn+̇F∞−n—редуцирующие разложения рассматриваемых

пространств в прямые суммы подпространств и f(x) = f (n)(u + v) + f∞−n(u + v), где u ∈ En,
v ∈ E∞−n, f (n)(u+ v) ∈ Fn, f∞−n(u+ v) ∈ F∞−n. С каждым u ∈ En свяжем отображение

f∞−n
u : E∞−n → F∞−n (f∞−n

u (v) := f∞−n(u+ v)). (2)

Теорема 2. Пусть для каждого u ∈ En отображение (2) является собственным и пусть при
этом

∂fu
∂v

∞−n
(a) : E∞−n → F∞−n

—изоморфизм для всех u ∈ En, a ∈ E∞−n. Тогда найдется такое гладкое отображение Φ :
En → E∞−n, что точка a окажется решением уравнения f(x) = 0 лишь в том и только
том случае, в котором выполняется соотношение a = ū + Φ(ū), где ū—решение глобального
ключевого уравнения (уравнения разветвления) τ(u) = 0, в котором τ(u) := f (n)(u + Φ(u)).
При этом локальные кольца особенностей1 отображений f и τ в точках u и a = u + Φ(u),
соответственно, изоморфны.

Доказательство. Собственность и локальная диффеоморфность отображения f∞−n
u приводит

к диффеоморфности действия этого отбражения из E∞−n на F∞−n (по теореме 1). Следова-
тельно, для каждого u ∈ En найдется единственная точка v = Φ(u) ∈ E∞−n, для которой
f∞−n(u+ Φ(u)) = 0. Гладкость отображения Φ(u) следует из теоремы о неявной функции. Следо-
вательно, уравнение (1), которое можно записать в виде системы двух уравнений

f∞−n(u+ v) = 0, f (n)(u+ v) = 0,

сводится к уравнению τ(u) = 0.
Доказательство изоморфности локальных колец проводится стандартными приемами, разрабо-

танными в конечномерной теории особенностей гладких отображений [1] и переносящимися на
бесконечномерные банаховы многообразия в случае фредгольмовых отображений.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЛАВНОЙ ЧАСТИ КЛЮЧЕВОГО УРАВНЕНИЯ В СЛУЧАЕ РАЗРУШЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОСТИ

«Близость» краевой задачи к вариационной часто облегчает вычисление структурных констант,
определяющих алгебраический тип и нормальные формы ключевых уравнений.
Пусть уравнение f(x, λ) = 0 потенциально с потенциалом V (x, λ) = 0, x ∈ E, λ ∈ R

m. Пусть
O(0)—некоторая открытая окрестность нуля в E, U(0)—окрестность нуля в R

m и f(0, λ) = 0 для
всех λ. Пусть, наконец, выполнены следующие два условия:

1) на U(0) определен набор гладких нормированных в H функций {ej(λ)}nj=1, λ ∈ U(0), из E
(ведущих мод бифуркации) таких, что

∂f

∂x
(0, λ)ej(λ) = αj(λ)ej(λ),

где {αj(λ)}nj=1— гладкие спектральные функции;

1Локальное кольцо особенности гладкого отображения f в точке a ∈ E определяется как фактор кольца ростков
гладких функционалов в точке a по идеалу, порожденному функционалами вида α(f(x)), где α—произвольный гладкий
функционал, заданный на произвольной окрестности точки b = f(a) в пространстве F .
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2) 0—невырожденная критическая точка сужения V (x, 0)|L0 , где Lλ := E ∩N⊥
λ , N

⊥
λ —ортого-

нальное дополнение в H к Nλ = Span{e1(λ), . . . , en(λ)}.
Для любого x ∈ O(0) положим ξj(λ) = 〈x, ej(λ)〉, где 〈·, ·〉— скалярное произведение в H. Тогда

x =
n∑
j=1

ξj(λ)ej(λ) + v(λ), v(λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Аналогично

f(x, λ) =
n∑
j=1

fj(x, λ)ej(λ) + f∗(x, λ), f∗(x, λ) ⊥ ej(λ) ∀j.

Пусть L∗
λ = F ∩ N⊥

λ . Тогда из условия 2) следует, что f∗(·, 0) : L0 → L∗
0—локальный диффео-

морфизм (в некоторой окрестности O(0) точки 0 ∈ L0). Следовательно, найдется, по теореме о
неявной функции, такая гладкая функция u = Φ(ξ, λ), (ξ, λ) ∈ On(0) × U(0), Φ(ξ, λ) ∈ Lλ, где
On(0)—некоторая окрестность нуля в R

n, что

f∗


 n∑
j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ


 = 0 ∀(ξ, λ) ∈ On(0)× U(0).

Функция W (ξ, λ) = V

(
n∑
j=1

ξjej(λ) + Φ(ξ, λ), λ

)
является ключевой для функционала V (x, λ), а

ее градиент является ключевым отображением для уравнения f(x, λ) = 0 [4, 14, 19].
Часто для исследования ключевой функции W или ключевого уравнения θ (в непотенциальном

случае) достаточно ограничиться несколькими членами разложения W или, соответственно, θ
в ряд Тейлора. В локальных вариационных задачах это производится при помощи специальным
образом подобранной ритцевской аппроксимации функционала V (x), заданной выражением

WR(ξ) = V


 n∑
j=1

ξjej


 , ξ = (ξ1, . . . , ξn)�,

где {e1, . . . , en}—некоторый линейно независимый набор функций из E (базис аппроксимации).
Обоснование того, что отбрасывание «тейлоровского хвоста» не изменяет топологию бифуркаци-

онных диаграмм и структуру bif-раскладов, проводится на основе теорем о конечной определенно-
сти ростков отображений и их деформаций [1] и на основе редуцирующей схемы Каччиополи [20].
Рассмотрим тейлоровское разложение потенциала V до четвертого порядка:

V (x, λ) = const +
1
2
〈A(λ)x, x〉H + V

(3)
λ (x) + V

(4)
λ (x) + o(‖x‖4),

где A(λ) =
∂f

∂x
(0, λ), V (3)

λ и V (4)
λ —однородные формы третьего и четвертого порядков на E. Пусть

на H задан набор инволюций {Jk}nk=1 таких, что:
1) Jk(E) ⊂ E, Jk(F ) ⊂ F , k = 1, . . . , n,
2) Jk(ek(λ)) = −ek(λ), Jk(ej(λ)) = ej(λ), k �= j.
Пусть потенциал V (·, λ) инвариантен относительно Jk:

V (Jk(x), λ) = V (x, λ), k = 1, . . . , n, ∀x, λ. (3)

Тогда ключевая функцияW (ξ, λ) четна по каждой переменной ξj и, следовательно, её тейлоровское
разложение имеет следующий вид:

W (ξ, λ) = const +W (2)
λ (ξ) +W

(4)
λ (ξ) + o(|ξ|5),

где W (2)
λ и W (4)

λ —формы второго и четвертого порядков, четные по ξj . Из (3) следует, что

W (ξ, λ) = const +
1
2

n∑
j=1

αj(λ)ξ2j +W
(4)
0 (ξ) + o(|ξ|5) +O(|λ|)o(|ξ|3).
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Так как αj(0) = 0, то
W (ξ, 0) = const +W (4)

0 (ξ) + o(|ξ|5), ξ ∈ R
n

(W (4)
0 (ξ)—форма четвертого порядка). Легко проверить, что

W
(4)
0 (ξ) =

1
2
〈AB(u), B(u)〉H + 3V(3)

0 (u, u,B(u)) + V
(4)
0 (u),

где u =
n∑
j=1

ξjej , ej = ej(0), A = A(0), V3
0 — симметричная 3-линейная форма, отвечаю-

щая V
(3)
0 (V (3)

0 (u) = V(3)
0 (u, u, u)), B—квадратичное отображение N0 → L∗

0, полученное вы-
делением квадратичной части отображения u → Φ(ξ, 0). Нетрудно заметить, что B(u) =
−A−1∗ gradH V

(3)
0 (u) (A∗ = A|L0). Для четного потенциала V имеем V

(3)
0 = 0, B(u) = 0 и, сле-

довательно, W (4)
0 (ξ) = V

(4)
0 (u). Таким образом, для W получаем представление

const +
1
2

n∑
j=1

αj(λ)ξ2j +W
(4)
R (ξ, 0) +O(|λ|)O(|ξ|4) + o(|ξ|5), (4)

где W (4)
R (ξ, 0) = V

(4)
0

(
n∑
j=1

ξjej

)
. Пусть

V
(4)
0 (x) = V(4)

0 (x, x, x, x)

(V(4)
0 (x, y, z, t) — симметричная 4-линейная форма). Тогда, с учетом симметрии, получаем соотно-

шение

W
(4)
R (ξ) =

n∑
k=1

V
(4)
0 (ek)ξ4k + 6

n∑
i<j

V(4)
0 (ei, ei, ej , ej)ξ2i ξ

2
j . (5)

Функция (4) с квартичной частью (5), находящейся в общем положении, называется n-мерной
сборкой1 с симметрией параллелепипеда.
При нарушении потенциальности исследование ключевой функции W (ξ) заменяется исследова-

нием ключевого отображения
θ(ξ) = gradW (ξ) +H(ξ)

(H(ξ)—непотенциальное возмущение).

4. КЛАССИФИКАЦИЯ ПОСТКРИТИЧЕСКИХ СТАЦИОНАРНЫХ ФАЗ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКОВ

При описании фазовых переходов методами неравновесной термодинамики используются соот-
ношения температурной зависимости тензора поляризуемости вещества. Коэффициенты разложе-
ния термодинамического потенциала также могут быть зависящими от температуры. Последнее
подтверждается микроскопической теорией сегнетоэлектричества, в которой коэффициенты разло-
жения выражаются через средние значения атомных характеристик по распределению Гиббса [25].
Учет этой зависимости позволяет получать существенные сведения о фазовых переходах и, следо-
вательно, выявлять новые типы фазовых состояний.
Например, экспериментально наблюдаемые в некоторых кристаллах смены подгрупп симметрий

(переход к более широкой группе— группе симметрий парафазы (в терминологии А. П. Леванюка
и Д. Г. Санникова [24])), обозначающей наличие высокосимметричной фазы (не наблюдаемой
экспериментально), позволяет объяснить некоторые закономерности смены низкосимметричных
фаз.

1Гладкая функция W на многообразии M имеет в точке a ∈ M особенность m-мерной сборки, если в некоторой
локальной системе координат с центром в точке a функция W представима в виде∑

i,j,k,l

αijklxixjxkxl + o(‖x‖4) +
∑

r

σry
2
r , x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , yn−m), |σr| = 1,

с условием, что начало координат в C
m является изолированной стационарной точкой для комплексного продолжения

квартичной части этой функции.
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Представления о парафазе позволили создать удовлетворительное объяснение таким явлениям
в кристаллах, как переключения доменов под воздействием внешних полей, наличие особенностей
расположения атомов в ячейке, изменение оптических свойств [13,24] и т. д.
Многие математические модели (в задаче исследования возможных фазовых переходов в кри-

сталлах) содержат термодинамические потенциалы, представленные полиномами четвертой степе-
ни (кристаллы кубической, тетрагональной, тригональной и гексагональной сингоний (всего 19
классов)).
Попытки создания полного списка возможных фаз посредством алгебраических и аналитических

расчетов вязнут, как правило, в громоздком и трудоемком вычислительном процессе. Использо-
вание же простейших топологических представлений, таких как степень отображения, тополо-
гический индекс и индекс Морса критической точки функции на гладком многообразии и т. п.,
существенно упрощает продвижение к этой цели.
Сегнетоэлектрические фазовые состояния кристаллов во многих случаях определяются экстре-

малями функционала действия

V =
∫
Ω

(| grad �p|2 + Φ(�p)) dV,

где �p = (pj)—вектор поляризации, Φ— термодинамический потенциал кристалла, рассматривае-
мого при каких–либо краевых условиях, связанных с конкретикой рассматриваемой задачи.
Подбор ключевых параметров в той или иной редуцирующей схеме осуществляется как с учетом

«удобств в вычислениях», так и с учетом требований согласованности параметров с наблюдаемыми
симметриями.
Термодинамически стабильной будет фаза, в которой V (или ключевая функция W ) принимает

наименьшее значение. Остальные «локально минимальные» фазы называются метастабильными.
Прочие критические точки также могут представлять интерес при изучении переключений домен-
ных структур, строения доменных границ и т. д.
Как известно из теории Морса, каждую гладкую функцию W на конечномерном многообра-

зии M , имеющую лишь морсовские критические точки, можно изобразить клеточным комплексом,
каждая клетка которого взаимно однозначно соответствует критической точке функцииW . Размер-
ность клетки равна индексу Морса соответствующей критической точки, а примыкания клеток в
комплексе соответствуют взаимным примыканиям критических точек (как особых точек динамиче-
ской системы ξ̇ = − gradW (ξ)). Причем гомотопический тип изображающего комплекса совпадает
с гомотопическим типом многообразияM . Из этого подхода вытекает, в частности, что наборы ста-
ционарных точек функций на плоскости и в трехмерном пространстве можно изображать графами
(одномерными остовами изображающих клеточных комплексов). Если функция W коэрцитивна,
то изображающий ее комплекс гомотопически тривиален (гомотопен точке). Следовательно, изоб-
ражающий граф (одномерный остов изображающего комплекса) в случае коэрцитивной функции
связен.
Пусть количество ключевых параметров равно трем и пусть основная (исходная) фаза в момент

потери стабильности соответствует точке глобального минимума ключевой функции с особен-
ностью трехмерной сборки [8]. Обозначив через l0, l1 и l2 количество минимумов, седел индек-
са (Морса) 1 и седел индекса 2, получим, в силу формулы Эйлера, следующие соотношения:
l0 − l1 + l2 = 2, если существует точка максимума, и l0 − l1 + l2 = 1—в случае отсутствия точки
максимума.
Изображающий клеточный комплекс состоит из l0 вершин, l1 ребер и l2 двумерных клеток.

Он полностью определяется своим одномерным остовом (изображающим графом). Вершины графа
взаимно однозначно соответствуют точкам минимумов, а ребра— седлам индекса 1. При этом две
вершины соединяются ребром, если существует составленная из пары линий кратчайшего спуска
(интегральных кривых поля градиентов, связывающих пары «седло—минимум») кривая, соединя-
ющая соответствующую пару точек минимумов (малым шевелением функции или метрики можно
добиться того, чтобы любая интегральная кривая, вытекающая из седла, втекала в точку локаль-
ного минимума). Двумерные грани соответствуют седлам индекса 2. За счет изменения метрики
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в областях вида {c1 < W < c2}, не содержащих критических точек, можно переносить финальные
точки сепаратрис из одних локальных минимумов на другие (т.е. сепаратрисы будут втекать в
другие точки локальных минимумов). За счет таких переключений можно получать разнообраз-
ные соединения ребрами вершин в пределах одного расклада стационарных точек. Переключениям
сепаратрис соответствуют гомологические преобразования графа.
Пусть граф Γ̂ получен из графа Γ через последовательность следующих трех операций:
1) удаление любого ребра, соединяющего пару внутренних (некраевых) вершин A, B,
2) склеивание оставшихся (после удаления ребра) частей графа по вершинам A, B (за точкой
стыка сохраним обозначение A) и

3) приклеивание к точке стыка A нового «висячего» ребра (вторая вершина приклеенного ре-
бра— краевая точка B̂).

Тогда будем говорить, что граф Γ̂ получен из графа Γ прямым гомологическим преобразованием,
а граф Γ получен из Γ̂ обратным гомологическим преобразованием.
Если граф Γ̃ получен из графа Γ через последовательность нескольких прямых и обратных

гомологических преобразований, то графы Γ и Γ̃ называются гомологичными.
Очевидно, что гомологические преобразования сохраняют количество вершин и ребер графа.
Возмущение гладкого функционала называется регулярным, если возмущенная ключевая функ-

ция имеет в наблюдаемой области изменения ключевых параметров лишь морсовские критические
точки.

Теорема 3. При регулярных возмущениях гладкой функции в окрестности особой точки
типа двумерной сборки появляются те и только те bif-расклады критических точек, которые
приведены в следующем списке:

{2, 1, 0}, {3, 2, 0}, {4, 3, 0}, {5, 4, 0}, {1, 1, 1}, {2, 2, 1}, {3, 3, 1}, {4, 4, 1}.
Этим раскладам соответствуют изображающие графы, собранные в классы гомологичных,
приведенные на рис. 1.

РИС. 1

В списке раскладов заметно влияние примыкающей одномерной min-особенности A7 [1], которую
можно получить в нуле с парой ненулевых морсовских стационарных точек на оси 0ξ2 или без неё,
рассмотрев следующую деформацию двумерной сборки:

(ξ21 + εξ2)2 + ξ42 + a(ξ21 + εξ2)ξ22 = ξ41 + ξ42 + aξ21ξ
2
2 + 2εξ21ξ2 + aεξ32 + ε2ξ22 . (6)

Наличие или отсутствие пары дополнительных стационарных точек зависит от выбора значения
параметра a. При одних значениях получается пара «седло-минимум», а при других— «седло-
максимум». Посредством деформации (6) легко установить существование всех указанных в те-
ореме раскладов. Отсутствие прочих раскладов вытекает из того, что сумма p + q + r нечетна и
ограничена числом 9, а также из того, что выполняется соотношение p− q+ r = 1. Эти соотноше-
ния вытекают из 9-кратности особенности двумерной сборки и равенства единице топологического
индекса нуля градиента функции x4 + y4 + ax2y2 при a > −2.
Перечисленные расклады хорошо иллюстрируются сепаратрисными линиями уровня при усло-

вии, что управляющие параметры принадлежат минимальному страту множества Максвелла [1]
(все седла на одном уровне); см. рис. 2.
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РИС. 2

Раскладам бифурцирующих критических точек, полученным при возмущениях 3-мерной сборки,
соответствует несколько сотен изображающих комплексов. Если ограничиться рассмотрением сбо-
рок и их возмущений с симметрией параллелепипеда (четных по каждой переменной), то получится
47 комплексов [7]. Полного списка изображающих комплексов для трехмерных сборок в насто-
ящее время нет. Однако созданные в последнее время новые геометрические подходы [9–11, 21]
вполне обнадеживают и создают впечатление реальности создания эффективных перечислитель-
ных алгоритмов.
При описании bif-раскладов оказывается полезным рассмотрение отдельных симметричных слу-

чаев (четности или нечетности по отдельным переменным и т. п.) и использование повторных
редукций к функциям на подмногообразиях. Большинство из ранее перечисленных раскладов по-
лучено ответвлением от критических орбит в результате разрушения непрерывных симметрий.
В теории кристаллов часто используются термодинамические потенциалы из кристаллографиче-

ских классов, имеющих оси симметрии высоких (не ниже третьего) порядков. Потенциал такого
кристалла может быть представлен в виде суммы полинома, инвариантного относительно подгруп-
пы в группе вращений вокруг оси симметрии (высокого порядка), и разрушающего симметрию
слагаемого.
Деформации непрерывно симметричных трехмерных квартичных полиномов дают чрезвычайно

обширный набор изображающих клеточных комплексов. Например, деформация

(ξ21 + ξ22 + ξ23)
2 + λ(ξ21 + ξ22 + ξ23) + ε(ξ21ξ

2
2 + ξ21ξ

2
3 + ξ22ξ

2
3)

дает максимальные bif-расклады с графами, изображенными на рис. 3, а деформация

(ξ21 ± ξ22)2 + ξ43 + λ1(ξ21 ± ξ22) + δ1ξ
2
1 + δ2ξ

2
2 + δ3ξ

3
2 + λ2(ξ21 ± ξ22)ξ23 + ε1ξ

2
1ξ

2
2 + ε2ξ

2
1ξ

2
3 + ε3ξ

2
2ξ

2
3

добавляет пару комплексов (см. рис. 4), отличающуюся от предыдущей лишь расположением вер-
шин (точек минимума) по отношению к координатным осям (что важно для определения тех
мод бифуркаций, которые формируют изучаемую фазу), а также тройку максимальных графов,
приведенных на рис. 5.

РИС. 3 РИС. 4 РИС. 5

5. МНОГОМЕРНЫЕ СБОРКИ В СЛУЧАЕ НЕПОТЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Все особенности, изученные в конечномерном случае, быстро находят применение в анализе
нелинейных краевых задач. Следует отметить, что наблюдается и обратное воздействие. Например,
задачи теории фазовых переходов в кристаллах вызвали интерес к изучению имеющих высокую
модальность особенностей многомерных сборок [8,9].
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Нормальные формы полиномиальных кубических векторных полей изучаются в теории динами-
ческих систем в связи с изучением бифуркаций периодических и условно периодических траек-
торий из сложных фокусов (см. [15, 16] и литературу в этих источниках). Изучение нормальных
форм кубических отображений в контексте более широких проблем алгебраической геометрии и
теории особенностей дифференцируемых отображений частично проведено в работах [3,28].
Пусть задано ключевое отображение θ(ξ, λ), являющееся версальной деформацией ростка отоб-

ражения θ(ξ) = θ(ξ, 0). Пусть при этом θ действует из R
n в R

n. Если локальная конечномерная
редукция проводится в окрестности особой точки типа n-мерной сборки, то ключевое отображение
можно считать полуоднородным кубическим (каждая компонента— полином с кубической главной
частью от ключевых переменных; при этом предполагается, что кубическая часть находится в
общем положении).

5.1. Двумерные сборки. В теории динамических систем часто используются системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений с полиномиальными правыми частями

G(ξ) = (G1(ξ), G2(ξ))�, ξ = (ξ1, ξ2)�,

G1(ξ) = ξ1(ξ21 ± aξ22), G2(ξ) = ξ2(aξ21 + ξ22).
(7)

Если в первой компоненте стоит знак плюс (перед константой a), то, как правило, требуется вы-
полнение дополнительного условия a2 �= 1 [15]. Рассмотрим подробнее случай положительного
знака. Известно [15], что к данной форме сводятся (линейным преобразованием) многие регуляр-
ные кубические отображения R

2 → R
2. Несложные вычисления показывают, что число Тюриной

особенности в нуле данного отображения равно 11 (при a �= 0, ±1, ±3) или 12 (при a = 0, ±3). При
a = ±1 коразмерность бесконечна.
Полного анализа бифуркационных эффектов (включая информацию о геометрическом строении

дискриминантного множества), вызванных деформациями такой особенности, до сих пор нет. В
случае деформаций, эквивариантных относительно группы симметрии прямоугольника (относи-
тельно инволюций смен знаков в каждой из координат), подробные сведения приведены в [15].
Заметим, что при a = 0 и a = 3 к двумерной сборке примыкает 9-кратная одномерная осо-

бенность (особенность A9). Для доказательства этого факта достаточно рассмотреть возмущенное
отображение G̃(ξ, ε) = G(ξ) + H(ξ, ε), H(ξ, ε) = (0,−εξ2)�. Так как миниверсальная деформа-
ция двумерной сборки остается версальной и для примыкающей особенности, то дискриминантное
множество особенности A9 диффеоморфно вкладывается в дискриминантное множество двумерной
сборки (при a = 0, 3).
Если ограничиться рассмотрением лишь нечетных отображений, то рассмотренное a-

параметрическое семейство двумерных сборок в целом будет иметь в классе нечетных отображений
коразмерность 4 (∀a �= 0, ±3). Параметрами миниверсальной деформации являются, например, ко-
эффициенты перед мономами первой степени.
Дискриминантное множество деформации

t9 + λ1t+ λ2t
3 + λ3t

5 + λ4t
7 (8)

диффеоморфно вкладывается в дискриминантное множество миниверсальной нечетной деформа-
ции отображения G, что позволяет, до некоторой степени, создать представление о геометрии дис-
криминантного множества миниверсальной нечетной деформации рассматриваемого кубического
отображения при a = 0.
В случае a = 3 аналогичные утверждения можно получить посредством линейного преобразова-

ния: кубические отображения, отвечающие значениям a = 0 и a = 3, линейно эквивалентны. Более
того, каждое отображение

ξ �→ (ξ1(ξ21 + aξ22), ξ2(aξ
2
1 + ξ22))�

линейно эквивалентно отображению

ξ �→ (ξ1(ξ21 + bξ22), ξ2(bξ21 + ξ22))�,

где a и b связаны соотношением (a + 1)(b + 1) = 4. Это утверждение проверяется посредством
перехода к системе координат, полученной из стандартной поворотом на угол π/4. Таким образом,



80 Б. М. ДАРИНСКИЙ, Ю. И. САПРОНОВ

все основные типы рассматриваемых кубических отображений плоскости можно получить при
a ∈ [−3,−1) ∪ (−1, 1).
Заметим, что топологический индекс нуля рассматриваемого кубического отображения равен 1

при a ∈ (−1, 1) и −3 при a ∈ [−3,−1). Это вытекает из того, что в первом случае отображение
гомотопно единичному (с сохранением единственности нуля), а во втором— отображению

ξ �→ (ξ1(ξ21 − 3ξ22), ξ2(−3ξ21 + ξ22))�,

линейно эквивалентному отображению z �→ (z)3 (как отображению комплексной плоскости).
Дополнение Ω = R

4\Σ (в базе миниверсальной нечетной деформации) при a ∈ (−1, 1) допускает
представление в виде объединения пяти непустых открытых непересекающихся подмножеств:

Ω = Ω1 ∪ Ω3 ∪ Ω5 ∪ Ω7 ∪ Ω9.

Для параметра из зоны Ω2k+1, k = 0, 1, 2, 3, 4, имеется ровно 2k+1 ответвленных из нуля решений,
которые разбиваются на два подмножества, состоящих из k и k + 1 точек, в первом из которых
топологический индекс всех точек равен 1, а во втором— (−1).
При a ∈ (−3,−1) имеем

Ω = Ω3 ∪ Ω5 ∪ Ω7

(три зоны). Для параметра, принадлежащего зоне Ω2k+1, k = 1, 2, 3, имеется ровно 2k + 1 ответв-
ленных из нуля решений, которые разбиваются на два подмножества, состоящие из k и k+3 точек,
в первом из которых топологический индекс всех точек равен 1, а во втором— (−1).
Структуру дискриминантного множества в классе нечетных деформаций сборки можно легко

изучить, записав версальную деформацию в виде

G(ξ) + λ1E1ξ + λ2E2ξ + λ3E3ξ + λ4E4ξ, (9)

где

E1 =
(

1 0
0 1

)
, E2 =

(
1 0
0 −1

)
, E3 =

(
0 1
1 0

)
, E4 =

(
0 −1
1 0

)
,

перейдя затем к полярным координатам (в образе и прообразе). В результате этих действий полу-
чится явная параметризация поверхности Σ, дающая возможность компьютерной визуализации ее
сечений.
Очевидно, что часть Σ0 дискриминантного множества Σ деформации (9), «отвечающая» за вы-

рождение нулевого решения, является конической поверхностью второго порядка, заданной урав-
нением λ2

1 + λ2
4 − λ2

2 − λ2
3 = 0.

Радиальная и тангенциальная составляющие векторного поля (9) (в полярной системе координат
(r, ϕ)�) имеют следующий вид:

θr = r−1(σ2
1 + 2γσ2

3 + λ1σ1 + λ2σ2 + λ3σ3),

θϕ = r−1(2γσ2σ3 − λ2σ3 + λ3σ2 + λ4σ1),

где

γ =
a− 1

4
, σ1 = ξ21 + ξ22 , σ2 = ξ21 − ξ22 , σ3 = 2ξ1ξ2.

Учитывая, что σ1 = r2, σ2 = r2 cos(2ϕ), σ3 = r2 sin(2ϕ), получим следующее утверждение: часть
Σ∗ дискриминантного множества Σ деформации (9), «отвечающая» за вырождения ненулевых
решений, совпадает с дискриминантным множеством системы уравнений

r2 (1 + γ − γ cos(2ψ)) + λ1 + λ2 cosψ + λ3 sinψ = 0,

r2γ sin(2ψ)− λ2 sinψ + λ3 cosψ + λ4 = 0,
(10)

где ψ = 2ϕ.
Так как множество нулей якобиана от левой части (10) задается (после замены ψ �→ −ψ)

уравнением
2r2γ(γ − (1 + γ) cos(2ψ)) + λ2 cosψ − (1 + 2γ)λ3 sinψ = 0,
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то для Σ∗ получается следующая параметризация:

λ2 = t1,

λ3 = t2,

ν = exp(iψ)t− γr2 exp(i2ψ) + r2(1 + γ),

где

ν = −(λ1 + λ4i), t = t1 + t2i, r2 =
(1 + 2γ)t2 sinψ − t1 cosψ
2γ(γ − (1 + γ) cos(2ψ))

.

Совокупность разнообразных плоских сечений множества Σ содержит, например, кривые, изоб-
раженные на рис. 6 (полученные с учетом ограничения r2 > 0).

РИС. 6

5.2. Случай симметрии параллелепипеда. Задача бифуркационного анализа решений вблизи
особенности n-мерной сборки существенно упрощается в случае деформаций, эквивариантных от-
носительно действия группы Z

n
2 (симметрий параллелепипеда). Данная эквивариантность означает

коммутируемость отображения с инволюциями смен знаков в координатах. Ее наличие приводит
к формированию следующей алгебраической структуры деформации кубического отображения:

G(ξ, ε) = (G1(ξ, ε), . . . , Gn(ξ, ε))
� ,

ξ = (ξ1, . . . , ξn)� ∈ R
n, ε ∈ R

m,

Gj(ξ, ε) = ξj

(
n∑
k=1

ajk(ε)ξ2k + bj(ε)

)
, j = 1, . . . , n.

(11)

На матрицу A(0) при этом накладывается условие невырожденности всех угловых миноров [15]:

detA[K] �= 0, ∀K ⊂ {1, . . . , n}, A[K] = (aij), i, j ∈ K. (12)

Предполагается также выполнение условия трансверсальности:

rk
(
∂bi
∂εi

(0)
)

= n. (13)

Так как решения уравнений разветвления являются стационарными точками векторных полей, за-
даваемых левыми частями уравнений, то словосочетание «стационарная точка» здесь используется
как синоним слова «решение». Стационарная точка ξ̄ называется r-модовой, если она имеет ровно
r ненулевых координат [15].
Основные условия, которым подчиняется поле (11) (см. соотношения (12)–(13)), обобщают из-

вестное условие невырожденности первой ляпуновской величины в бифуркационной модели ро-
ждения цикла Пуанкаре—Андронова—Хопфа. Эти же соотношения служат условием общего по-
ложения (по отношению к рассматриваемому типу особенности).
Без ограничения общности можно положить n = m и bj(ε) = εj .
В трехмерном случае заменой ξj = ξ̃j/

√|ajj(ε)| поле (11) приводится к виду
ξ̃1(σ1ξ̃

2
1 + ã12ξ̃

2
2 + ã13ξ̃

2
3 + ε1)

ξ̃2(ã21ξ̃
2
1 + σ2ξ̃

2
2 + ã23ξ̃

2
3 + ε2)

ξ̃3(ã31ξ̃
2
1 + ã32ξ̃

2
2 + σ3ξ̃

2
3 + ε3)


 . (14)

Здесь

ãjk = ãjk(ε) =
ajk(ε)
|akk(ε)| , σj = sgn(ajj)
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(ajj(ε) �= 0 в силу условия (12)).
Ряд теорем о бифуркациях одномодовых и двухмодовых стационарных точек данного поля по-

лучен Г. Ю. Любасовой [15,16]. В этих работах описаны также некоторые из ситуаций, в которых
имеет место сосуществование разнотипных стационарных точек и получены запреты на суще-
ствование и сосуществование отдельных типов.
В настоящее время авторы не располагают сведениями об опубликованных работах, в которых

при n = 3 описаны все допустимые расклады (с учетом носителей) бифурцирующих морсовских
критических точек (даже в рассматриваемом здесь симметричном случае).
В аналогичной задаче для вариационных уравнений полную классификацию раскладов бифур-

цирующих регуляных стационарных точек в случае Z
3
2-симметричной трехмерной сборки недавно

получил А. В. Гнездилов [7].

6. ДВУХМОДОВЫЕ БИФУРКАЦИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВОЛН В УПРУГИХ И КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Колебания и волновые движения упругой балки на упругом основании изучали Ю. А. Митро-
польский и Б. И. Мосеенков [18], Дж. Томпсон и Г. Стюарт [30], Б. С. Бардин и С. Д. Фурта [2]
и др. Динамические эффекты в сегнетоэлектрических фазах кристаллов изучали И. Ишибаси [29],
Ж.-К. Толедано и П. Толедано [25], Б. М. Даринский и А. С. Сидоркин [23] и др.
В обоих случаях используется модельное уравнение

∂2w

∂t2
+ κ2

∂4w

∂x4
+ κ1

∂2w

∂x2
+ κ0w + γw3 = 0.

Прикладной и теоретический интерес представляет решение «бегущая волна» w(x, t) = p(kx+ωt),
поиск которого сводится к построению периодического решения уравнения

κ̃2
∂4p

∂x4
+ κ̃1

∂2p

∂x2
+ κ̃0p+ γp3 = 0, κ̃1 = k2κ1 + ω2,

определяющего экстремали функционала (энергии)

V (p, κ) =
1
T

T∫
0

(
κ2

2

(
d2p

dx2

)2

− κ̃1

2

(
dp

dx

)2

+
κ0

2
p2 +

β

4
p4

)
dx.

До недавнего времени изучались в основном лишь одномодовые волны, представимые в виде

w(x, t) = r sin(kx− ωt+ ϕ) + o(r),

где r, k, ω, ϕ—волновые параметры (амплитуда, волновое число, частота, фазовый сдвиг), зави-
сящие от δ := κ− κ̄ (κ = (κ0, κ1, κ2)�, κ̄—критическое значение вектора κ).
Однако данное уравнение допускает четырехмерные вырождения, порождающие двухмодовые

бифуркации периодических волн с новыми геометрическими и физическими эффектами. Такие
волны допускают представление

w(x, t) = r1 sin(py + ϕ1) + r2 sin(qy + ϕ2) + o(r1, r2), y = kx− ωt, p, q ∈ Z, НОД(p, q) = 1,

что дает значительное разнообразие профилям бифурцирующих волн.
Выражения волновых параметров через посткритическую невязку управляющих параметров δ

эффективно находится на основе комбинирования схем Ляпунова—Шмидта и Каччиополи.
Приведем функционал энергии к виду

V (p, κ̃) =
1
2π

2π∫
0

(
κ̃2

2

(
d2p

dx2

)2

−
˜̃κ1

2

(
dp

dx

)2

+
κ̃0

2
p2 +

p4

4

)
dx (15)

масштабирующим преобразованием x �→ νx, ν =
T

2π
. Здесь ˜̃κ1 =

κ̃1

ν2
, κ̃2 =

κ2

ν4
.

Функционал (15) рассматривается на пространстве E функций класса C4 на вещественной оси,
удовлетворяющих условию периодичности p(x) = p(x+ 2π).
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Поиск нетривиальных решений линеаризованного уравнения приводит к характеристическому
уравнению

κ2λ
4 − κ1λ

2 + κ0 = 0,
из которого получаем, с учетом условия периодичности, набор уравнений

κ1 =
α

n2
+ κ2n

2, n = 1, 2, . . . ,

задающих характеристические плоскости l1, l2, . . . , ln, . . . (l0 совпадает с координатной плоскостью
κ = 0). Огибающая поверхность L семейства {ln} ограничивает область тех значений κ, при ко-
торых функционал (15) имеет единственную критическую точку (в нуле), являющуюся к тому же
точкой глобального минимума V . При пересечении точкой κ поверхности L рождается нетриви-
альный глобальный минимум.
Поверхность L является кусочно-линейной, гранями которой служат бесконечные полосы в

Ln, заметаемые отрезками, соединяющими точки dn(s) и dn+1(s), где dn(s) = (κ1n, s, αn), α1n =
n2(n+ 1)2, κ1n = n2s+ (n+ 1)2, 0 < s < ∞ (при этом полагаем d0(s) = (0, s, 1)). На линии dn(s)
пересекается пара плоскостей ln, ln+1 (n � 1). На этой же линии происходит обмен ведущих мод
бифуркаций. Пересечение в плоскости управляющих параметров грани Ln по внутренней точке
приводит к одномерной бифуркации с парой мод sn = sinnx, cn = cosnx. Пересечение же L по
линии излома dn приводит к четырехмерной бифуркации с модами sn, cn, sn+1, cn+1.
Ниже рассмотрен случай пересечения линии d1 (при n � 2 результаты аналогичны).

Теорема 4. Ключевая функция W (ξ, δ) = inf
p:〈p,ej〉=ξj

V (p, κ̄+ δ), κ̄ ∈ d1, e1 = c1, e2 = s1, e3 = c2,

e4 = s2, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)�, δ = (δ0, δ1, δ2)� допускает представление в виде

−1
2
(α1I1 + α2I2) +

1
4
(A1I

2
1 +A2I

2
2 + 2BI1I2) + CI2

3 + o(I2
1 , I

2
2 , I

2
3 ),

где

I1 = ξ21 + ξ22 , I2 = ξ23 + ξ24 , I3 = (ξ21 − ξ22)ξ3 + 2ξ1ξ2ξ4,
α1 = δ1 − δ0 − δ2, α2 = 4δ1 − δ0 − 16δ2,

A1 = A2 =
1
2π

2π∫
0

e41dx =
3
2
, B =

1
2π

π∫
0

e21e
2
2dx = 3, C > 0.

Доказательство основано на использовании инвариантности функционала (15) относительно
канонического действия окружности в пространстве периодических функций и на асимптотическом
представлении

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(I2
1 , I

2
2 , I

2
3 ),

где U(ξ, δ) = V (ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3 + ξ4e4, δ)—ритцевская аппроксимация V по модам e1, e2, e3, e4,
справедливом для четных функционалов [19,22].
После сокращения на множитель 3/2 получим функцию с нормализованной главной частью

−1
2
(β1I1 + β2I2) +

1
4
(I2

1 + I2
2 + 4I1I2) + CI2

3 .

Существование бифурцирующих критических орбит ключевой функции и их первые асимптотики
полностью определяются главной частью.
Условие стационарности орбит по переменной фазового сдвига ψ = 2ϕ1 − ϕ2 приводит к следу-

ющим ее критическим значениям: ψ = 0, π/2, π, 3π/2. Условия стационарности по амплитудам r1,
r2 (r1 =

√
I1, r2 =

√
I2):

∂Ũ

∂r1
= −β1r1 + r31 + 2r1r22 + o(|r|4) = 0,

∂Ũ

∂ξ2
= −β2r2 + 2r21r2 + r32 + o(|r|4) = 0
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(r = (r1, r2)�) приводят к следующим раскладам критических орбит:
1) нулевая орбита: r1 = r2 = 0,
2) одномодовые орбиты r1 = ±√β1 + o(β) (β1 > 0), r2 = 0 и r1 = 0, r2 = ±√β2 + o(β) (β2 > 0),

3) двухмодовые орбиты r1 =
√

2β2−β1

3 + o(β), r2 =
√

2β1−β2

3 + o(β), (2β2 − β1 > 0, 2β1 − β2 > 0).

Бифуркационная диаграмма (каустика) Σ ключевой функции разбивает плоскость управляю-
щих параметров на шесть зон, каждой из которых соответствует свой расклад бифурцирующих
критических орбит.
Метаморфозы линий уровней функции

−1
2
(β1r

2
1 + β2r

2
2) +

1
4
(r41 + r42 + 4r21r

2
2)

представлены клеточными диаграммами на рис 1.
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СРАВНЕНИЕ КОНЕЧНОМЕРНЫХ РЕДУКЦИЙ В ГЛАДКИХ

ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ С СИММЕТРИЕЙ

c© 2003 г. С. Л. ЦАРЕВ

АННОТАЦИЯ. Доказывается симметрийный вариант теоремы о сравнении и устанавливается глобальная
эквивалентность ключевых функций Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта для потенциала натуральной
механической системы с симметрией.

Общеизвестным примером схемы конечномерной редукции является локальный метод
Ляпунова—Шмидта, который служит одним из основных инструментов теории бифуркаций [9].
Прикладные задачи, изучавшиеся в 1980-е годы, потребовали разработки глобальных редуциру-
ющих схем [1, 6, 10]. В частности, если потенциальная физическая система подчиняется правилу
Максвелла смены состояний, то необходимо рассматривать ее потенциал на области, содержащей
несколько критических точек (см., например, [3]). Вариационная версия метода конечномерных
редукций, опирающаяся на теорию нелинейных фредгольмовых отображений, изложена Ю. И. Са-
проновым [7]. И в локальном, и в глобальном случаях в одной задаче могут применяться раз-
личные схемы редукции. В статье [8] доказана теорема о глобальном сравнении конечномерных
редукций: две ключевые функции гладкого функционала, построенные в гомотопных (непрерыв-
но деформируемых одна в другую) редуцирующих системах, глобально правоэквивалентны. Ес-
ли исходный функционал обладает некоторой симметрией, то естественно стремление получать
ключевые функции, наследующие эту симметрию. Эквивалентность ключевых функций также же-
лательно устанавливать с учетом симметрии. В настоящей статье доказывается симметрийный
вариант теоремы о сравнении и как следствие устанавливается глобальная эквивалентность клю-
чевых функций Ляпунова—Шмидта и Морса—Ботта для потенциала натуральной механической
системы с симметрией.
Сформулируем основные определения.
Пусть гладкий (здесь и далее это слово означает класс C∞) функционал V определен на ба-

наховом пространстве E и гладкое фредгольмово отображение индекса нуль [2] f : E → F (F —
банахово пространство) является градиентом V относительно скалярного произведения гильбер-
това пространства H:

f(x) = gradV (x) ⇔ V ′(x)h = 〈f(x), h〉H ∀x, h ∈ E.
Предполагается, что имеют место непрерывные вложения E ⊂ F ⊂ H, причем E плотно в

H. Конечномерной редукцией (глобальной) назовем собственную гладкую субмерсию p : E →
R
m такую, что для любого ξ ∈ R

m функционал V имеет в слое p−1(ξ) единственную, причем
невырожденную, критическую точку ϕ(ξ). Отображение ϕ называется маргинальным; из теоремы
о неявной функции следует его гладкость. Функция

W (ξ) = V (ϕ(ξ)), ξ ∈ R
m,

называется ключевой. По построению, маргинальное отображение устанавливает взаимно од-
нозначное соответствие между критическими точками функционала V и его ключевой функ-
ции W , сохраняющее невырожденность [7].
Предположим, что V (x) → ∞ при x → ∞ (функционал V коэрцитивен). В этом случае кри-

тические точки в слоях p−1(ξ) необходимо являются точками минимума, и ключевую функцию
можно определить равенством

W (ξ) = inf
x∈p−1(ξ)

V (ϕ(ξ))

(сама редукция называется при этом условии эллиптической).
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Пусть конечномерная компактная группа Ли G ортогонально действует на H (будем обозна-
чать это действие буквой T ), причем T (E) ⊂ E, T (F ) ⊂ F . Пусть функционал V инвариантен
относительно этого действия:

V (Tgx) = V (x) ∀x ∈ E, ∀g ∈ G.
Назовем конечномерную редукцию эквивариантной, если эквивариантно отображение p̃ = ϕp,
т.е. p̃Tg = Tgp̃ для всех g ∈ G. В этом случае m-мерное многообразие N := p̃(E) = ϕ(Rm) ⊂ E
устойчиво относительно действия группы G, поэтому на пространстве ключевых переменных R

m

индуцируется действие, относительно которого ключевая функция инвариантна.

Теорема. Пусть для функционала V задано гладкое семейство эквивариантных конечно-
мерных редукций pt, t ∈ [0, 1], определяющих ключевые функции Wt : R

m → R. Тогда ∀s, t ∈ [0, 1]
существует эквивариантный1 диффеоморфизм ψts : R

m → R
m такой, что Ws(ξ) = Wt(ψts(ξ)).

Доказательство. В [8] доказано существование гладкого векторного поля Xt(ξ), t ∈ [0, 1] на R
m,

для которого
∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ)Xt(ξ) = 0, (1)

поэтому интегрирование Xt(ξ) порождает диффеоморфизм, устанавливающий эквивалентность
между ключевыми функциями: если ψts – поток векторного поля Xt(ξ), то Wt(ψts(ξ)) ≡ Ws(ξ).
Обозначим ∀g ∈ G, ∀t ∈ [0, 1] через T (t)

g отображение ptTgϕt : R
m → R

m. Положив

X̃t(ξ) =
∫
G

T (t)
g Xt((T (t)

g )−1ξ)dg,

получим эквивариантное относительно зависящего от t действия T (t) векторное поле X̃t(ξ), под-
становка которого в (1) не нарушает тождества:

∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ)X̃t(ξ) =

∂Wt

∂t
(ξ) +

∂Wt

∂ξ
(ξ)
∫
G

T (t)
g Xt((T (t)

g )−1ξ)dg =

=
∫
G

(
∂Wt

∂t
((T (t)

g )−1ξ) +
∂Wt

∂ξ
((T (t)

g )−1ξ)Xt((T (t)
g )−1ξ)

)
dg = 0.

Следовательно, поток ψ̃ts поля X̃t(ξ) задает семейство эквивариантных диффеоморфизмов, для
которых Ws(ξ) = W0((ψ̃ts(ξ)) ∀s, t ∈ [0, 1]. Из коэрцитивности функционала V следует, что любой
диффеоморфизм ψ̃ts определен на всем R

m, поскольку любая кривая ϕψ̃t0(ξ), ξ ∈ R
m, целиком лежит

в ограниченном, ввиду коэрцитивности, множестве уровня {V = V (ϕ0(ξ))}. Теорема доказана.
Замечание. Не имея эквивариантной гомотопии редукций, нельзя утверждать, что ключевые

функции эквивариантно эквивалентны, даже если обе редукции эквивариантны. Неэквивариантно
эквивалентные редукции легко построить, используя действие, например, на R

m ⊕ R
m группы

G = G1 ⊕ G2 в виде прямой суммы неэквивалентных действий групп G1 и G2 и проекций на
первый и второй экземпляры R

m в качестве редуцирующих субмерсий, для функции |x1|2 + |x2|2,
x1, x2 ∈ R

m.

В качестве приложения рассмотрим функционал

V (x) =

1∫
0

( |ẋ|2
2
− λ |x|

2

2
+ ω(x, λ)

)
dt, (2)

где функция x : [0, 1] → R
n описывает состояние системы, λ ∈ Λ ⊂ R — бифуркационный пара-

метр. Функционалы такого вида описывают поведение потенциальных физических систем довольно

1Относительно индуцированных действий T (t) на R
m, описываемых в доказательстве.
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обширного класса [3–5]. Мы предполагаем, что функция ω нестрого выпукла по переменной x:
ω′′(x, λ)(h, h) � 0 ∀x ∈ R

n, λ ∈ Λ.
Система уравнений Эйлера—Лагранжа для функционала (2) имеет вид

ẍ+ λx−∇ω(x, λ) = 0. (3)

Рассмотрим краевую задачу с однородными (для простоты) краевыми условиями Дирихле x(0) =
x(1) = 0 и будем считать областью определения функционала (2) банахово пространство

E = {x ∈ C2([0, 1],Rn) : x(0) = x(1) = 0}.
Левая часть (3) действует как фредгольмово отображение индекса 0 из E в банахово про-
странство F = C([0, 1],Rn) и является градиентом V относительно гильбертова пространства
H = L2([0, 1],Rn).
Первые два слагаемых в лагранжиане инвариантны относительно действия группы O(n). По-

этому если функция ω инвариантна относительно действия некоторой подгруппы G ⊂ O(n), то
функционал V инвариантен относительно индуцированного действия G на E.
При условии

λ < π2(k + 1)2 (4)
можно построить глобальную редукцию Ляпунова—Шмидта размерности nk следующим образом.
Положим

pLSij (x) =
√

2

1∫
0

sinπjt xi(t) dt, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.

Из обобщенного неравенства Пуанкаре—Стеклова
1∫

0

|u̇|2 dt � π2(k + 1)2
1∫

0

|u|2 dt, (5)

верного для u ∈ C1[0, 1] при условии
1∫

0

sinπjt u(t) dt = 0, j = 1, . . . , k,

следует выпуклость функционала V в аффинных слоях (pLS)−1(ξ), pLS = (pLSij )i=1,...,n
j=1,...,k

. Выпук-

лость и коэрцитивность гарантируют существование невырожденной точки минимума ϕLS(ξ) для
V (·, λ)|(pLS)−1(ξ). Ключевая функция определяется равенством

WLS(ξ, λ) = inf
x:pLS(x)=ξ

V (x, λ).

Пространство R
nk естественно представляется в виде прямой суммы k экземпляров R

n; группа
G одновременно действует во всех сомножителях. Легко видеть, что функция WLS инвариантна
относительно этого действия.
В этой же задаче можно воспользоваться другой схемой редукции — редукцией Морса—Ботта.

Пусть, как и прежде, выполнено условие (4). Неравенство Пуанкаре—Стеклова мы используем в
форме

a+ε∫
a

|u̇|2 dt � π2

ε2

a+ε∫
a

|u|2 dt,

(это верно, если u(a) = u(a + ε) = 0). Отсюда следует, что, разбивая отрезок [0, 1] на достаточно
малые части, можно фиксировать значения x(t) в узлах: если ξ = (ξij)i=1,...,n

j=1,...,k
, pMB

ij (x) = xi( j
k+1), то

∀ξ ∈ R
nk функционал V выпукл в аффинном слое (pMB)−1(ξ). Ключевая функция Морса—Ботта

задается равенством
WMB(ξ, λ) = inf

x:pMB(x)=ξ
V (x, λ).



СРАВНЕНИЕ КОНЕЧНОМЕРНЫХ РЕДУКЦИЙ В ГЛАДКИХ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ С СИММЕТРИЕЙ 89

Очевидно, что функция WMB инвариантна относительно действия G на R
nk.

Редукция Морса—Ботта, как и редукция Ляпунова—Шмидта, укладывается в описанную выше
общую схему редукции для функционала с фредгольмовым градиентом, но вместо тройки про-
странств {E,F,H} следует использовать тройку {H1, H1, H1}, где H1 — естественная область
определения функционала V — энергетическое пространство оператора −(d/dt)2, полученное за-
мыканием E в метрике, порожденной скалярным произведением

〈u, v〉1 =

1∫
0

(u̇, v̇) dt.

Градиент

f1(x, λ) = gradH1 V (x, λ) = x− λ
(
d

dt

)−2

x+
(
d

dt

)−2

∇ω(x, λ)

действует как фредгольмово отображение индекса 0 из H1 в H1 (здесь через (d/dt)−2u обозна-
чается единственная функция v такая, что v′′ = u, и v(0) = v(1) = 0). Линейный функционал
x �→ xi( j

k+1) на H1 записывается через скалярное умножение x на вектор ẽij ∈ H1: eij есть
вектор-функция, i-я компонента которой дается формулой

ẽiji (t) = αj0(t) =




(
1− j

k + 1

)
t, 0 � t � j

k + 1
,

j

k + 1
(1− t), j

k + 1
� t � 1,

а остальные тождественно равны нулю.
Редукцию Ляпунова—Шмидта также можно рассматривать в тройке {H1, H1, H1}, поскольку

pLSij (x) = 〈êj , x〉1, где êj — вектор-функция с i-й компонентой

êji (t) = αj1(t) =
√

2
(
d

dt

)−2

sinπjt

и нулевыми остальными.
Наборы функций {α1

0(t), . . . , α
k
0(t)} и {α1

1(t), . . . , α
k
1(t)} порождают k-мерные пространства (обо-

значим их L0 и L1), на ортогональных дополнениях к которым в пространстве функций [0, 1]→ R

класса H1 квадратичный функционал

1∫
0

(u̇2 − λu2)dt

положителен (условие (4) выполняется). Следовательно, эти подпространства можно соединить
гладкой гомотопией Ls так, чтобы для Ls выполнялось то же условие, и выбрать гладко зависящие
от s базисы αjs(t). Тогда будут определены ключевые функции

W s(ξ, λ) = inf
x:ps(x)=ξ

V (x, λ),

где

psij(x) =

1∫
0

α̇js(t)ẋi(t) dt;

по построению, W 0 = WMB, W 1 = WLS , и все функции W s инвариантны. Следовательно, условия
теоремы выполнены, и существует диффеоморфизм Ψ : R

nk → R
nk такой, что

ΨTg(ξ) = TgΨ(ξ) ∀ξ ∈ R
nk,∀g ∈ G,

и
WLS(Ψ(ξ)) ≡WMB(ξ).
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АННОТАЦИЯ. В работе изучаются динамические свойства систем из областей Ньюхауса вблизи диф-
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Гомоклинические траектории Пуанкаре, т.е. траектории, двоякоасимптотические к седловым пе-
риодическим, являются одним из наиболее притягательных объектов исследования в теории дина-
мических систем. Это обусловлено прежде всего тем, что их наличие свидетельствует о сложной
динамике. Так, в окрестности грубой гомоклинической траектории, в точках которой инвариантные
многообразия седловой периодической орбиты пересекаются трансверсально, существует счетное
множество периодических и континуум устойчивых по Пуассону траекторий [18,30].

Если в системе есть хотя бы одна негрубая гомоклиническая траектория, или, как говорят, гомо-
клиническое касание, то это влечет существование в любой окрестности данной системы счетного
множества областей негрубости, в которых системы с гомоклиническими касаниями плотны. Это
явление впервые обнаружил Ньюхаус в случае двумерных диффеоморфизмов [25]. В многомерном
случае области Ньюхауса также существуют в окрестности любой системы с гомоклиническим
касанием, как в пространстве параметров в конечно-параметрических семействах [7], так, есте-
ственно, и в пространстве динамических систем [7,26,27].
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Сразу заметим, что динамические свойства, которые демонстрируют системы из областей Нью-
хауса, характеризуются исключительной необычностью и сложностью. Так, в [6, 22] установлено,
что уже в двумерном случае описание динамики систем из областей Ньюхауса требует бесконеч-
ного множества инвариантов (т.н. Ω-модулей [13, 14]), и, более того, в областях Ньюхауса плотны
(в Cr-топологии с любым r � 3) системы как с гомоклиническими касаниями любого порядка, так
и со сколь угодно вырожденными периодическими траекториями [10,22].

В настоящей работе мы продолжаем изучение динамических свойств систем из областей Нью-
хауса вблизи диффеоморфизма, имеющего седловую неподвижную точку с гомоклиническим каса-
нием. Здесь мы ограничиваемся только так называемыми базовыми случаями: двумерным случаем,
трёхмерным— когда неподвижная точка является седло-фокусом с одним вещественным и парой
комплексно сопряжённых мультипликаторов, и четырёхмерным случаем седло-фокуса, у которого
имеется две пары комплексно сопряжённых мультипликаторов. В общем многомерном случае ди-
намика вблизи гомоклинического касания определяется, в основном, структрурой множества так
называемых ведущих мультипликаторов неподвижной точки. В общем положении это либо пара
действительных мультипликаторов, либо один действительный и пара комплексно сопряжённых,
либо две пары комплексно сопряжённых. Таким образом, очевидно, что рассматриваемые диффео-
морфизмы являются простейшими среди всех диффеоморфизмов с одинаковым набором ведущих
мультипликаторов.

Бифуркации двумерных диффеоморфизмов с гомоклиническими касаниями активно изучались,
начиная с работы [1]. Поэтому здесь мы уделяем основное внимание трёх- и четырёхмерным диф-
феоморфизмам, т.е. случаю седло-фокуса. Мы различаем три типа седло-фокусов. Неподвижную
точку с мультипликаторами λe±iϕ и γ, где 0 < λ < 1, 0 < ϕ < π и |γ| > 1, будем называть
седло-фокусом (2, 1). Точка называется седло-фокусом (1, 2), когда она имеет мультипликаторы λ
и γe±iψ, где 0 < |λ| < 1, γ > 1, 0 < ψ < π. Точка называется седло-фокусом (2, 2), когда она имеет
мультипликаторы λe±iϕ и γe±iψ, где 0 < λ < 1, γ > 1, 0 < ϕ < π, 0 < ψ < π.

Во всех случаях мы будем предполагать, что модуль J произведения мультипликаторов не равен
1. Для определённости будем считать, что J < 1 (случай J > 1 сводится к данному переходом к
обратному отображению).

Мы показываем, что, подобно двумерному случаю, в областях Ньюхауса при J < 1 плотны
диффеоморфизмы со счётным числом устойчивых периодических траекторий. Ранее было из-
вестно [2, 24, 26], что устойчивые периодические траектории могут рождаться при бифуркациях
гомоклинического касания при условии, что неустойчивое многообразие соответствующей седло-
вой точки одномерно и седловая величина σ ≡ |λγ| < 1. Как показывает наш результат, ни одно
из этих условий не является необходимым. С другой стороны, отметим, что в случае J > 1 рас-
тяжение объёмов вблизи седловой неподвижной точки запрещает устойчивые траектории в малой
окрестности гомоклинического касания, как для самой системы, так и для всех близких [23, 32].
При этом в областях Ньюхауса плотны диффеоморфизмы уже со счётным числом вполне неустой-
чивых периодических траекторий.

Что касается седловых периодических траекторий, то в случае седло-фокусов с гомоклинически-
ми касаниями мы сталкиваемся со следующим существенно недвумерным явлением. Именно, мы
показываем, что здесь, при выполнении определённых условий, в областях Ньюхауса плотны диф-
феоморфизмы, имеющие одновременно счётное множество седловых периодических траекто-
рий двух и даже трёх разных типов (т.е. с различными размерностями неустойчивых многообра-
зий). Отметим, что размерности неустойчивых многообразий этих периодических траекторий могут
даже быть больше, чем размерность неустойчивого многообразия исходной неподвижной точки.
Вообще, подобное явление может быть обнаружено во многих случаях гомоклинических бифур-
каций: вблизи петли седло-фокуса [15], вблизи негрубых гетероклинических контуров [9, 21, 32],
вблизи гомоклинических касаний в некоторых случаях коразмерности два [5,20,31], и было явно
использовано при построении дикого спирального аттрактора в [17]. В принципиальном плане,
сосуществование траекторий с различным числом положительных показателей Ляпунова пред-
ставляется нам наиболее общим свойством многомерных систем из областей Ньюхауса.
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Существование негрубых периодических траекторий— другое характерное свойство систем из
областей Ньюхауса. Известно [1, 2], что в двумерном случае при бифуркациях гомоклинического
касания рождаются периодические траектории с одним мультипликатором, равным +1 или −1.
Здесь мы показываем, что в случае седло-фокуса могут появляться периодические траектории с
двумя или даже тремя мультипликаторами, равными единице по модулю, и что в соответствующих
областях Ньюхауса диффеоморфизмы с такими траекториями плотны.

Бифуркации периодического движения в случае одного мультипликатора, равного +1 или −1,
хорошо известны: это бифуркация седло-узла и бифуркация удвоения периода. В случае периоди-
ческой траектории с двумя мультипликаторами на единичной окружности, например, ν1,2 = e±iω,
её бифуркации могут приводить к рождению замкнутых инвариантных кривых. Здесь, в связи
с проблемой о существовании счётного числа нетривиальных аттракторов, мы интересуемся, в
первую очередь, устойчивыми замкнутыми кривыми. Так, мы показываем, что в случае гомокли-
нического касания к неподвижной точке типа седло-фокус с J < 1 (кроме седло-фокуса (2, 1) при
|λγ| < 1, когда динамика не отличается принципиально от случая седла) в соответствующих обла-
стях Ньюхауса плотны диффеоморфизмы со счетным множеством устойчивых инвариантных
замкнутых кривых.

В случае седло-фокуса (2, 2) с λγ2 > 1 бифуркации гомоклинического касания приводят к рожде-
нию периодических траекторий с тремя мультипликаторами на единичной окружности. Эти случаи
требуют отдельного рассмотрения, которого мы в данной работе не проводим. Заметим только, что,
например, в случае мультипликаторов (−1,−1,+1) соответствующая нормальная форма представ-
ляет собой систему трёх автономных дифференциальных уравнений (система Мориока—Шимицу),
имеющую аттрактор лоренцевского типа [28]. Соответственно, мы можем ожидать, что в областях
Ньюхауса в случае седло-фокуса (2, 2) с λγ2 > 1 будут плотны диффеоморфизмы со счётным
числом странных аттракторов.

Основные результаты статьи были анонсированы в [8].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Основные предположения. Рассмотрим Cr-гладкий диффеоморфизм f , имеющий седловую
неподвижную точку O. Предположим, что устойчивое и неустойчивое многообразия W s(O) и
W u(O) пересекаются нетрансверсально в точках некотоpой гомоклинической тpаектоpии Γ0.

Мы предполагаем, что точка O не имеет неведущих мультипликаторов. Здесь возникают четыре
основных случая: двумерный, когда мультипликаторы точки O действительны, два трёхмерных,
когда есть один действительный и пара комплексно сопряжённых мультипликаторов, и один четы-
рёхмерный, когда мультипликаторы комплексны. Именно, мы предполагаем следующее условие.

A. Точка O принадлежит одному из следующих типов:
(1, 1) когда мультипликаторы λ и γ точки O действительны, |λ| < 1, |γ| > 1;
(2, 1) когда O имеет пару комплексных мультипликаторов λ1,2 = λe±iϕ, где λ ∈ (0, 1), ϕ ∈ (0, π),

и один действительный мультипликатор γ, где |γ| > 1;
(1, 2) когда O имеет один действительный мультипликатор λ, где |λ| < 1, и пару комплексных

мультипликаторов γ1,2 = γe±iψ, где γ > 1, ψ ∈ (0, π);
(2, 2) когда O имеет две пары комплексных мультипликаторов: λ1,2 = λe±iϕ и γ1,2 = γe±iψ, где

λ ∈ (0, 1), γ > 1, ϕ,ψ ∈ (0, π).
Точку O будем называть седлом в первом случае и седло-фокусом во всех остальных. Пусть J —

модуль произведения мультипликаторов точки O. Предположим, что f удовлетворяет следующему
условию.

B. J < 1 и |λγ| �= 1 в случае (2, 1), и λγ2 �= 1 в случае (2, 2).
Введем целое число de (которое будем называть «эффективной размерностью»), определяемое

следующим образом:

• de = 1 в случае (1, 1), а также в случае (2, 1) при |λγ| < 1;
• de = 2 в случае (2, 1) при |λγ| > 1, в случае (1, 2), а также в случае (2, 2) при λγ2 < 1;
• de = 3 в случае (2, 2) при λγ2 > 1.
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Смысл констант J и de весьма прост. J —это якобиан отображения f в неподвижной точке O.
Таким образом, диффеоморфизм f сжимает объемы вблизи O в случае J < 1, а если J > 1, то
растягивает. Также очевидно, что, когда J < 1, то при итерациях отображения f любые (de + 1)-
мерные объемы вблизи O будут экспоненциально сжиматься, а de-мерные объемы могут уже и
растягиваться.

Очевидно, что условие B не является ограничительным, поскольку случай J > 1 сводится к
данному переходом к обратному отображению. Надо только иметь в виду, что устойчивое мно-
гообразие при этом становится неустойчивым, т.е. случай (1, 2) переходит в (2, 1) и наоборот.
Очевидным образом меняется и определение величины de.

Обозначим через T0 ограничение диффеоморфизма f на достаточно малую окрестность U0 непо-
движной точки O. Будем называть T0 локальным отображением. Отображение T0 в малой окрест-
ности точки O(0, 0) можно записать в следующем виде:

x̄ = Ax+ . . . , ȳ = By + . . . . (1.1)

Собственными значениями матриц A и B являются устойчивые (меньшие единицы по модулю) и
соответственно неустойчивые (большие единицы по модулю) мультипликаторы точки O. Отметим,
что если устойчивый мультипликатор действительный, то A = λ и x— скаляр; если же имеется

пара комплексных устойчивых мультипликаторов, то x = (x1, x2) и A = λ
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. Также

если неустойчивый мультипликатор γ действительный, то B = γ и y— скаляр; если же имеется

пара комплексных неустойчивых мультипликаторов, то y = (y1, y2) и B = γ
(

cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
.

Точки пеpесечения тpаектоpии Γ0 с U0 пpинадлежат множеству W s∩W u и накапливаются к O.
Счетное множество этих точек лежит на W s

loc и на W u
loc. Пусть M

+ ∈ W s
loc и M− ∈ W u

loc —какие-
либо две точки траектории Γ0 и пусть M+ = fk0(M−) для некоторого натурального k0. Пусть Π+

и Π− —некоторые достаточно малые окpестности точек M+ и M−, лежащие в U0. Отобpажение
T1 ≡ fk0 : Π− → Π+ будем называть глобальным отображением.

По условию, T1(W u
loc) касается W

s
loc в точке M+. Будем предполагать, что это касание простое,

т.е. выполнены следующие условия:

C. T1(W u
loc) и W

s
loc имеют в точке M+ единственный общий касательный вектор;

D. касание поверхностей T1W
u
loc и W s

loc в точке M+ квадратичное.

1.2. О бифуркационных параметрах. Пусть f —диффеоморфизм с гомоклиническим касанием,
удовлетворяющим условиям A–D. Близкие к f диффеоморфизмы, имеющие негрубую гомокли-
ническую траекторию, близкую к Γ0, образуют в пространстве Cr-гладких диффеоморфизмов с
Cr-топологией гладкую бифуркационную поверхность H коразмерности 1.

В настоящей статье рассматриваются бифуркации в параметрических семействах fε, трансвер-
сальных к H при ε = 0. При этом минимальное число управляющих параметров равно в точности
de. В качестве первого параметра мы берём параметр µ, который оценивает расщепление W s(O)
и W u(O) вблизи точки M+ (точное определение µ в терминах коэффициентов тейлоровского раз-
ложения глобального отображения T1 см. в разделе 2, лемма 2.3). Формально говоря, µ—это
гладкий функционал, определённый для близких к f диффеоморфизмов, такой, что бифуркацион-
ная поверхность H задается уравнением µ(f) = 0. Семейство fε трансверсально к H тогда и только

тогда, когда
∂

∂ε
(µ(fε)) �= 0 при ε = 0. Именно это условие и позволяет нам взять µ в качестве

первой компоненты вектора параметров ε.
Если de � 2, то дополнительно к µ необходим еще один или два (когда de = 3) управляющих

параметра. В этом случае мы требуем, чтобы семейство fε при ε = 0 было трансверсально не
только к бифуркационной поверхности H, но и к поверхностям ϕ = const и/или ψ = const, где ϕ
и ψ—угловые аргументы комплексных мультипликаторов седло-фокуса O. Это условие позволяет
нам брать в качестве управляющих параметров непосредственно параметры µ, ϕ− ϕ0, ψ − ψ0, где
ϕ0 и ψ0 — значения ϕ и ψ при ε = 0.

Таким образом, мы полагаем:

1) ε = µ в случае (1, 1), а также в случае (2, 1) при |λγ| < 1;
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2) ε = (µ, ϕ− ϕ0) в случае (2, 1) при |λγ| > 1;
3) ε = (µ, ψ − ψ0) в случае (1, 2), а также в случае (2, 2) при λγ2 < 1;
4) ε = (µ, ϕ− ϕ0, ψ − ψ0) в случае (2, 2) при λγ2 > 1.

Заметим, что ϕ и ψ являются непрерывными инвариантами топологической сопряженности на
множестве неблуждающих траекторий— так называемыми Ω-модулями— для систем с гомокли-
ническими касаниями в случае седло-фокуса. Как показано в [19, 23], любое изменение значений
этих Ω-модулей (в классе диффеоморфизмов на H, т.е. когда исходное касание не расщеплено) мо-
жет вести к бифуркациям однообходных периодических траекторий.1 Это, в частности, объясняет,
почему при исследовании бифуркаций в случаях (2, 1), (1, 2) и (2, 2) одного параметра µ может
быть недостаточно.

Заметим, что все наши результаты здесь будут справедливы для произвольных семейств fε
(в том числе и когда число параметров больше, чем de) при единственном предположении, что
выполнены вышеприведённые условия трансверсальности.

Один из общих результатов о семействах fε—это существование в них областей Ньюхауса.
Прежде всего, напомним следующий результат из [7].

Теорема (теорема об интервалах Ньюхауса). Пусть fµ—однопараметрическое семейство
Cr-гладких (r � 3) диффеоморфизмов, трансверсальное к бифуркационной поверхности H диф-
феоморфизмов, удовлетворяющих условиям A–D.2 Тогда в любой окрестности точки µ = 0
существуют интервалы Ньюхауса такие, что:

1) в этих интервалах плотны значения параметра µ, отвечающие существованию у диф-
феоморфизма fµ простого гомоклинического касания к точке O;

2) семейство fµ трансверсально соответствующим бифуркационным поверхностям.

Так как области Ньюхауса являются открытыми в C2-топологии в пространстве динамических
систем, то, применяя теорему об интервалах Ньюхауса к семейству fε, мы получаем следующее
утверждение.

Следствие (области Ньюхауса для параметрических семейств). В пространстве параметров
ε существует последовательность открытых областей δj, накапливающихся к ε = 0, та-
ких, что в δj плотны значения параметров ε, для каждого из которых диффеоморфизм fε
имеет траекторию простого гомоклинического касания к точке O. При этом семейство fε
трансверсально к каждой из соответствующих бифуркационных поверхностей.

1.3. Основные результаты. Мы будем изучать свойства диффеоморфизмов fε из областей Нью-
хауса δj . Для анализа бифуркаций периодических траекторий мы будем предполагать достаточную
гладкость диффеоморфизмов fε, именно, r � 5.

Прежде всего рассмотрим случай de = 1 (напомним, что здесь мы рассматриваем однопарамет-
рические семейства с ε = µ).

Теорема 1.1. В случаях седла (1, 1) и седло-фокуса (2, 1) при |λγ| < 1 в интервалах Ньюхау-
са δj :

1) плотны значения µ, при которых диффеоморфизм fµ имеет периодическую траекторию
с мультипликатором +1;

2) плотны значения µ, при которых диффеоморфизм fµ имеет периодическую траекторию
с мультипликатором −1;

3) плотны (и образуют множество второй категории) значения µ, при которых диффео-
морфизм fµ имеет счётное множество устойчивых периодических траекторий.

1Аналогичная ситуация имеет место и в случае седла, но для двухобходных периодических траекторий. Здесь
любое изменения Ω-модуля θ = − ln |λ|/ ln |γ| ведет к бифуркациям таких траекторий [12, 13]. Отметим также, что
трехобходные периодические траекторий в этом случае могут к тому же претерпевать так называемые касп-бифуркации
[16], когда в критический момент один из мультипликаторов равен +1 и равна нулю первая ляпуновская величина.

2В [7] вместо условия B мы требовали только, чтобы λγ �= 1. Заметим, что наше условие B включает это требование.
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По существу, пункты 1) и 2) этой теоремы есть в [1] для случая седла и в [2, 3] для случая
седло-фокуса. Пункт 3) в двумерном случае известен начиная с работы [24], трёхмерный случай
рассмотрен в [11, 23] (см. также [26]). Для полноты, мы приводим доказательство теоремы 1.1
совместно с доказательством остальных результатов, приведённых ниже.

Далее мы рассматриваем случай de � 2. Здесь основное внимание уделяется тем свойствам
диффеоморфизмов fε, которые являются новыми по сравнению со случаем седла. Это:

1) существование негрубых периодических траекторий, имеющих более чем один мультиплика-
тор на единичной окружности (теорема 1.2);

2) существование счетного множества устойчивых замкнутых инвариантных кривых (теоре-
ма 1.3);

3) сосуществование счетного множества грубых периодических траекторий более чем двух раз-
ных типов (теорема 1.4).

Теорема 1.2. В случае de = 2, т.е. в случаях седло-фокуса (2, 2) при λγ2 < 1, седло-фокуса
(1, 2), а также седло-фокуса (2, 1) при |λγ| > 1, в областях Ньюхауса δj плотны значения
параметров ε такие, что соответствующий диффеоморфизм fε имеет периодическую траек-
торию с любыми двумя наперед заданными мультипликаторами на единичной окружности.
В случае седло-фокуса (2, 2) при λγ2 > 1 (т.е. когда de = 3) в областях Ньюхауса δj плотны

значения параметров ε такие, что соответствующий диффеоморфизм fε имеет периодиче-
скую траекторию с любыми тремя наперед заданными мультипликаторами на единичной
окружности.

Уточним, что поскольку мы рассматриваем вещественные диффеоморфизмы, то речь в теоре-
ме 1.2 идёт о таких наборах мультипликаторов, куда каждый комплексный мультипликатор входит
вместе со своим сопряжённым. В частности, мы получаем, что в случае гомоклинического каса-
ния к седло-фокусу при de � 2 в областях Ньюхауса плотны диффеоморфизмы с периодическими
траекториями, имеющими мультипликаторы e±iω, где 0 < ω < π. Анализ бифуркаций этих тра-
екторий, а также периодических траекторий с мультипликаторами (−1,−1) позволяет установить
следующий результат.

Теорема 1.3. Пусть Cr-гладкий (r � 5) диффеоморфизм f удовлетворяет условиям A–D.
Тогда в случае de � 2 в областях Ньюхауса δj плотны и образуют множество второй ка-
тегории значения параметров, при которых диффеоморфизм fε имеет счетное множество
устойчивых замкнутых инвариантных кривых.

В этой теореме существенно условие J < 1 (при J > 1 все траектории обязательно неустойчивы).
В классе двумерных диффеоморфизмов с J �= 1 замкнутых инвариантных кривых вблизи гомо-
клинического касания быть не может, поскольку мы имеем либо сжатие площадей (при J < 1),
либо растяжение (при J > 1). Однако в случае коразмерности два, когда J = 1 в момент го-
моклинического касания, уже и для диффеоморфизмов плоскости может наблюдаться рождение
замкнутых инвариантных кривых [5, 20]. Замкнутые инвариантые кривые рождаются также при
бифуркациях негрубого гетероклинического контура с двумя сёдлами, такого что в одном седле
J < 1, а в другом J > 1. Вблизи систем с таким контуром, как показано в [9,21], существуют об-
ласти Ньюхауса, в которых плотны диффеоморфизмы, имеющие одновременно счетное множество
устойчивых и счетное множество вполне неустойчивых замкнутых инвариантных кривых.

Следующая теорема дает ответ на один из основных вопросов о динамике систем из областей
Ньюхауса— о сосуществовании грубых периодических траекторий различных типов.

Теорема 1.4. В областях Ньюхауса δj плотны и образуют множество второй категории
значения параметров, при которых диффеоморфизмы fε имеют счетное множество устойчи-
вых периодических траекторий и счетное множество седловых периодических траекторий с
размерностями неустойчивых многообразий от 1 до de включительно.

Заметим, что периодических траекторий с неустойчивыми многообразиями размерности больше
de здесь быть не может в силу сжатия (de+1)-мерных объёмов [8,32]. Таким образом, например, в
случае седло-фокуса (2,2) с λγ2 < 1, мы имеем сёдла с одномерными и двумерными неустойчивыми
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многообразиями, а седёл с трёхмерными неустойчивыми многообразиями нет. В то же время, при
λγ2 > 1, λγ < 1, мы имеем здесь одновременно сёдла с одномерными, двумерными и трёхмерными
неустойчивыми многообразиями.

Доказательство теорем 1.1–1.3 основано на исследовании отображений первого возвращения
вблизи траектории гомоклинического касания. Мы сводим изучение этих отображений к анализу
следующих стандартных квадратичных отображений:
(i) отображение параболы— ȳ = M − y2 (для случаев седла и седло-фокуса (2, 1) при |λγ| < 1);
(ii) отображение Эно— x̄1 = y, ȳ = M − y2 +Bx1 (для случая седло-фокуса (2, 1) при |λγ| > 1);
(iii) отображение Мира— ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 − y2

1 (для случаев седло-фокуса (1, 2), а также
седло-фокуса (2, 2) при λγ2 < 1);

(iv) трехмерное отображение Эно— x̄1 = y1, ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 + Bx1 − y2
1 (для случая

седло-фокуса (2, 2) при λγ2 > 1).
Линейный анализ неподвижных точек этих отображений сравнительно несложен (см. раздел 4),
но дает нам ту информацию, которая необходима для доказательства теорем 1.1, 1.2 и 1.4. Что ка-
сается устойчивых замкнутых инвариантных кривых (и, собственно, теоремы 1.3), то мы выводим
их существование в случае седло-фокусов (1, 2) и (2, 2) из нелинейного бифуркационного анализа
отображений (iii) и (iv). В случае седло-фокуса (2, 1) с |λγ| > 1 отображение Эно (ii) само по
себе не имеет (асимптотически устойчивых) инвариантных замкнутых кривых. Поэтому для дока-
зательства теоремы 1.3 в этом случае нам приходится иметь дело с так называемым обобщенным
отображением Эно (см. лемма 1.2).

1.4. Лемма о рескейлинге. В случае диффеоморфизмов, близких к диффеоморфизму с гомо-
клиническим касанием, отображения первого возвращения из малой фиксированной окрестности
Π+ гомоклинической точки M+ записываются в виде суперпозиций Tk = T1T

k
0 , где k = k̄, k̄ + 1,

. . . , и k̄ может быть достаточно большим. Напомним, что T0 = fε∣∣U0
, где U0 —некоторая малая

окрестность неподвижной точки, а T1 ≡ fk0ε —отображение, определенное в малой окрестности
Π− гомоклинической точки M− и отображающее Π− внутрь Π+. Поэтому область определения
отображения Tk на Π+ —это «полоска» σ0

k = Π+ ∩ T−k
0 Π−. Области определения σ0

k непусты для
всех достаточно больших k (чем меньше размеры окрестностей Π+ или Π−, тем большим будет
минимальное k), и они накапливаются к W s

loc ∩Π+ при k → +∞.
Следующая лемма (основной технический результат нашей статьи) показывает, что при доста-

точно больших k отображения первого возвращения Tk могут быть представлены в некоторой
стандартной форме: как отображения, асимптотически близкие при k →∞ к некоторым одномер-
ным, двумерным или трехмерным квадратичным отображениям.

Лемма 1.1 (лемма о рескейлинге). Пусть f0 —Cr-гладкий (r � 5) диффеоморфизм, удовле-
творяющий условиям A–D, и пусть fε— de-параметрическое семейство, трансверсальное к
H при ε = 0. Тогда в пространстве параметров существует счетная последовательность
областей ∆k, накапливающихся к ε = 0, такая, что справедливы следующие утверждения.
При ε ∈ ∆k существует такое преобразование координат на σ0

k и параметров на ∆k, Cr−1-
гладкое по координатам и Cr−2-гладкое по параметрам, в результате которого отображение
первого возвращения Tk : (x, y) �→ (x̄, ȳ) приводится к одному из следующих видов:
(i) в случае (1, 1), а также в случае (2, 1) при λγ < 1

ȳ = M − y2 + o(1), x̄ = o(1); (1.2)

(ii) в случае (2, 1) при λγ > 1

x̄1 = y, ȳ = M − y2 +Bx1 + o(1), x̄2 = o(1); (1.3)

(iii) в случае (1, 2), а также в случае (2, 2) при λγ2 < 1

ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 − y2
1 + o(1), x̄ = o(1); (1.4)

(iv) в случае (2, 2) при λγ2 > 1

x̄1 = y1, ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 +Bx1 − y2
1 + o(1), x̄2 = o(1). (1.5)
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При этом область определения отображения Tk асимптотически большая и в пределе k → +∞
покрывает все конечные значения координат (x, y).
Нормированные параметрыM,B и C связаны с исходными параметрами µ, ϕ и ψ следующим

образом:
M = M0γ

2nk(µ+O(|λ|k + |γ|−k)),
B = B0 (λγn)k cos(kϕ+ αk(ε)),

C = C0γ
k cos(kψ + βk(ε)),

(1.6)

где n = dimW u(O), константы M0, B0, C0 отличны от нуля и функции αk и βk равномерно
ограничены по k вместе с производными. При этом, когда ε пробегает область ∆k, значе-
ния параметров M , B и C пробегают, в свою очередь, асимптотически большие области,
покрывающие в пределе k → +∞ все конечные значения.

Здесь через o(1) обозначены некоторые функции (от координат и параметров M , B, C), которые
стремятся к нулю при k →∞ вместе со всеми производными до порядка (r−2) включительно, а по
параметрам— до порядка (r − 3), равномерно на любом ограниченном множестве из пространства
(x, y,M,B,C). Заметим также, что в случае седло-фокусов области ∆k, отвечающие конечным
значениям B и C, могут состоять из нескольких компонент связности (в силу периодичности
коэффициентов B и C по ϕ и ψ соответственно).

В случае (ii) леммы 1.1 нам понадобится более аккуратный учет асимптотически малых членов
в отображении (1.3), что приводит нас к следующему результату.

Лемма 1.2. В случае (2, 1) при λγ > 1, когда ε = (µ, ϕ − ϕ0) ∈ ∆k и соответствующее
значение параметра B отделено от нуля, отображение Tk в форме (1.3) имеет двумерное
притягивающее инвариантное Cr−2-гладкое многообразиеMs

k ⊂ σ0
k вида x2 = o(1) при k →∞

такое, что отображение Tk
∣∣∣
Ms

k

имеет следующий вид:

x̄1 = y, ȳ = M − y2 +Bx1 +
2J1

B
(λ2γ)k (x1y + o(1)) , (1.7)

где J1 �= 0—некоторая константа (точнее, J1 —это якобиан глобального отображения T1,
вычисленный в гомоклинической точке M− при ε = 0).

Отображение (1.7) называется обобщенным отображением Эно. Оно было введено в [5,20], где
было, в частности, показано, что это отображение демонстрирует невырожденную бифуркацию
Андронова—Хопфа и имеет устойчивую замкнутую инвариантную кривую для значений парамет-
ров (M,B) из некоторых открытых областей (см. раздел 4).

Содержание статьи. В разделе 2 изучаются свойства локального T0(ε) и глобального T1(ε) отоб-
ражений. В разделе 3 изучаются отображения первого возвращения и доказываются леммы 1.1
и 1.2. В разделе 4 проводится анализ отображений (1.2)–(1.5) и (1.7) и доказываются теоремы 1.1–
1.4.

2. СВОЙСТВА ЛОКАЛЬНОГО И ГЛОБАЛЬНОГО ОТОБРАЖЕНИЙ

Для того, чтобы изучить отображения первого возвращения Tk = T1T
k
0 при всех достаточно

больших k и всех достаточно малых ε, нам потребуются подходящие формулы для отображений T0

и T1. При этом особые требования, естественно, предъявляются к форме локального отображения
T0(ε). Это отображение имеет при всех достаточно малых значениях параметров неподвижную
точку Oε, которую будем полагать находящейся в начале координат. Выделив линейную часть
и выбрав соответствующим образом координатные оси, можно представить T0(ε) в виде (1.1).
Кроме того, с помощью Cr-гладкой замены координат можно распрямить локальные устойчивое и
неустойчивое многообразия точки Oε. Тем самым, T0 приводится к виду

x̄ = A(ε)x+ p(x, y, ε), ȳ = B(ε)y + q(x, y, ε), (2.1)
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где функции p и q—Cr-гладкие и обpащаются в нуль в начале кооpдинат вместе с пеpвыми
пpоизводными; кpоме того, p(0, y, ε) ≡ 0, q(x, 0, ε) ≡ 0. В этом случае W s

loc = {y = 0, v = 0},
W u

loc = {x = 0, y = 0}. Заметим, что одного только распрямления многообразий W s
loc и W u

loc
для наших целей недостаточно. По существу, это связано с тем, что в правых частях отображения
(2.1) содержится слишком много нерезонансных членов. Тем не менее, с помощью дополнительных
замен координат определённую часть этих членов можно убить. Именно, справедлива следующая
лемма.

Лемма 2.1. Пусть r � 3. При всех достаточно малых ε на U0 можно ввести такие Cr−1-
кооpдинаты (x, u, y, v) класса Cr−2 по параметрам, в которых отобpажение T0(ε) записыва-
ется в следующем виде:

x̄ = A(ε)x+ P (x, y, ε)x, ȳ = B(ε)y +Q(x, y, ε)y, (2.2)

где
P (0, y, ε) = P (x, 0, ε) ≡ 0, Q(x, 0, ε) = Q(0, y, ε) ≡ 0. (2.3)

Одним из решающих достоинств формы (2.2) является то, что в этом случае отобpажение
T k0 : U0 → U0, представленное в так называемом «перекрестном виде», будет в главном поpядке
линейным при всех достаточно больших k. Именно, пусть T0(ε) приведено к виду (2.2) и пусть
(xi, yi), i = 0, . . . , k, — точки на U0 такие, что (xi, yi) = T0(xi−1, yi−1). Тогда справедлива следующая
лемма.

Лемма 2.2. Отображение T k0 (ε) : (x0, y0) → (xk, yk) для любого достаточно большого k и
при всех достаточно малых ε может быть представлено в виде

xk −Ak1(ε)x0 = λ̂kξk(x0, yk, ε), y0 −B−k
1 (ε)yk = γ̂−kηk(x0, yk, ε), (2.4)

где λ̂ и γ̂—некотоpые константы такие, что 0 < λ̂ < |λ|, γ̂ > |γ|; функции ξk и ηk pавномеpно
огpаничены по k вместе с пpоизводными (в том числе и по параметрам) до порядка (r − 2).

Доказательство лемм 2.1 и 2.2 для разных случаев имеется в [13, 14,29].
Что касается глобального отображения T1(ε), то, используя условия C и D квадратичности го-

моклинического касания, мы также найдем его удобное представление. Напомним, что условие
трансверсальности семейства fε к бифуркационной поверхности H означает, что среди парамет-
ров ε можно выделить параметр расщепления µ инвариантных многообразий точки O вблизи
выбранной гомоклинической точки M+. В этом случае глобальное отображение T1(ε) может быть
представлено в виде, о котором идет речь в следующей лемме.

Лемма 2.3. Координаты, определённые в лемме 2.1, можно ввести в U0 таким образом,
что при всех достаточно малых ε глобальное отображение T1(ε) может быть записано в
следующем виде:

— в случае (1, 1) (здесь x ∈ R
1, y ∈ R

1)

x̄− x+ = ax+ b0(y − y−) + . . . ,

ȳ = µ+ cx+D0(y − y−)2 + . . . ;
(2.5)

— в случае (2, 1) (здесь x ∈ R
2, y ∈ R

1)

x̄− x+ = ax+
(
b0
0

)
(y − y−) + . . . ,

ȳ = µ+ c1x1 + c2x2 +D0(y − y−)2 + . . . ;
(2.6)

— в случае (1, 2) (здесь x ∈ R
1, y ∈ R

2)

x̄− x+ = ax+ b0(y1 − y−1 ) + b1ȳ2 + . . . ,

ȳ1 = µ+ cx+D0(y1 − y−1 )2 + . . . ,

y2 − y−2 = d1(y1 − y−1 ) + d2ȳ2 + ex+ . . . ;

(2.7)
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— в случае (2, 2) (здесь x ∈ R
2, y ∈ R

2)

x̄− x+ = ax+
(
b0
0

)
(y1 − y−1 ) + b1ȳ2 + . . . ,

ȳ1 = µ+ c1x1 + c2x2 +D0(y1 − y−1 )2 + . . . ,

y2 − y−2 = d1(y1 − y−1 ) + d2ȳ2 + e1x1 + e2x2 + . . . ,

(2.8)

где b0 �= 0, c �= 0, D0 �= 0, d2 �= 0, x+ �= 0, y− �= 0.

Заметим, что в формулах (2.7) и (2.8) глобальное отображение T1 представлено в перекрестном
виде по координате y2, то есть правые части являются функциями от (x, y1) и ȳ2.

По существу, формулы (2.5)–(2.8) представляют собой тейлоровские разложения для подхо-
дящим образом выбранного y−(ε); многоточиями обозначены нелинейные члены (кроме одного
квадратичного члена, выписанного явно). Отметим также, что коэффициенты a, . . . , e2, так же как
и x+ и y−, а также члены, обозначенные многоточиями, зависят, вообще говоря, от параметров
ε (где всегда ε1 = µ). Соответствующий класс гладкости по ε здесь Cr−3: в координатах лем-
мы 2.1 отображение T1, вместе со своей первой производной по (x, y), является Cr−2-гладким по
ε (см. [29]), поэтому коэффициент D0(ε) перед квадратичным членом Cr−3-гладкий.

Доказательство леммы 2.3. Будем использовать на U0 кооpдинаты леммы 2.1.
Пусть гомоклинические точки M+ ∈ W s

loc и M− ∈ W u
loc имеют координаты M+ = M+(x+, 0) и

M− = M−(0, y−), где ‖x+‖ �= 0, ‖y−‖ �= 0. Так как T1M
− = M+ при ε = 0, то при достаточно

малых ε отобpажение T1(ε) можно записать в следующем виде:

x̄− x+(ε) = âx+ b̂(y − y−(ε)) + · · · ,
ȳ = y+(ε) + ĉx+ d̂(y − y−(ε)) + · · ·

(2.9)

где многоточиями обозначены члены не менее второго порядка малости, все коэффициенты, вообще
говоря, зависят от ε, и y+(0) = 0. Кроме того,

det
(
â b̂

ĉ d̂

)
�= 0. (2.10)

Найдем соотношения, которым удовлетворяют коэффициенты в (2.9) в силу условий C и D.
Рассмотрим условие C. Оно означает, что при ε = 0 поверхность T1W

u
loc имеет в точке M+

ровно один касательный вектор к плоскости W s
loc. Так как W u

loc имеет уравнение x = 0, а W s
loc —

уравнение ȳ = 0, из (2.9) вытекает, что пересечение касательных плоскостей к T1W
u
loc и W s

loc

в точке M+ будет одномерным в том и только том случае, когда система d̂(y − y−) = 0 имеет
однопараметрическое семейство решений при ε = 0. Таким образом, в случае, когда y ∈ R

1 и d̂—
скаляр (т.е. в случаях (1, 1) и (2, 1)), мы имеем

d̂ = 0 при ε = 0. (2.11)

Если же y ∈ R
2 (случаи (1, 2) и (2, 2)), то d̂— (2× 2)-матрица, и

det d̂ = 0 и rank d̂ = 1 при ε = 0. (2.12)

В случае, когда y ∈ R
1, второе уравнение (2.9) может быть записано в виде

ȳ = ŷ+(ε) + ĉx+D0(y − y−)2 + . . . , (2.13)

где явно выписано несколько первых членов тейлоровского разложения, включая линейные и один
второго порядка. Условие D квадратичности гомоклинического касания означает, что D0 �= 0.
Заметим, что правая часть уравнения (2.13) не содержит линейного по (y − y−) члена— этого
всегда можно добиться при всех достаточно малых ε, полагая, что y− зависит определенным
образом от ε.

В конечном счете, в случае (1, 1) мы приходим к формуле (2.5) для отображения T1, где b0 = b̂,
c = ĉ и b0c �= 0 в силу (2.10) и (2.12). Отметим также, что в (2.5) мы положили µ = ŷ+(ε),
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подчеркивая тот факт, что ŷ+(ε) есть параметр расщепления многообразийW s(O) иW u(O) вблизи
гомоклинической точки M+.

В случае (2, 1), чтобы получить формулу (2.6), мы сделаем еще одно преобразование координат,
именно линейный поворот в x-плоскости, с тем, чтобы преобразовать вектор b = (b̂1, b̂2) в (b0, 0),

где b0 =
√
b̂21 + b̂22 �= 0. Легко видеть, что этого можно добиться с помощью поворота x �→ Rωx, где

ω = arctg(−b̂2/b̂1). При этом, заметим, что

c1 =
b̂1ĉ1 − b̂2ĉ2

b0
, c2 =

b̂2ĉ1 + b̂1ĉ2
b0

,

и c21 + c22 �= 0 в силу (2.10).
Рассмотрим теперь случаи, когда y ∈ R

2 (т.е. случаи (1, 2) и (2, 2)). Уравнения для ȳ из (2.9)
будет выглядеть следующим образом:

ȳ1 = ŷ+
1 (ε) + ĉ1x+ d̂11(y1 − y−1 ) + d̂12(y2 − y−2 ) + . . . ,

ȳ2 = ŷ+
2 (ε) + ĉ2x+ d̂21(y1 − y−1 ) + d̂22(y2 − y−2 ) + . . . .

(2.14)

Заметим, что поворот координат в y-плоскости оставляет вид уравнения (2.14) в принципе таким
же, но коэффициенты могут измениться. При ε = 0, так как det d̂ = 0, мы можем повернуть
y-координаты так, что будут выполнены равенства

d̂11 = 0, d̂12 = 0. (2.15)

Не ограничивая общности, мы полагаем сразу, что эти равенства имеют место при ε = 0. Так как
rank d̂ = 1 при ε = 0, то хотя бы один из коэффициентов d̂21 или d̂22 ненулевой. Предположим, что

d̂22 �= 0. (2.16)

Если это не так (т.е. d̂22 = 0 и, значит, d̂21 �= 0), то мы возьмем другую гомоклиническую точку,
именно, точку T−1

0 (M−), и будем рассматривать ее как новую точку M−. Для нового глобального
отображения (T1 new = T1T0) новая матрица d̂ запишется как

d̂new = d̂ ·
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

В силу (2.15) получаем, что

d̂new =
(

0 0
d̂21 cosϕ+ d̂22 sinϕ −d̂21 sinϕ+ d̂22 cosϕ

)
.

Тогда, если d̂22 = 0, то после перехода к новой гомоклинической точке мы действительно получим,
что (2.16) выполнено (поскольку d̂21 �= 0 и sinϕ > 0 так как ϕ ∈ (0, π)).

Учтем теперь и квадратичные члены, тогда уравнение для ȳ1 из (2.14) при ε = 0 запишется
следующим образом:

ȳ1 = c1x+D1(y1 − y−1 )2 +D2(y1 − y−1 )(y2 − y−2 ) +D3(y2 − y−2 )2 + . . . . (2.17)

Так как d̂22 �= 0, то второе уравнение из (2.14) может быть разрешено относительно (y2 − y−2 ).
Соответственно, при ε = 0 имеем

y2 − y−2 = d1(y1 − y−1 ) + d2ȳ2 + ex+ . . . , (2.18)

где d1 = −d̂21/d̂22, d2 = d̂−1
22 . Подставив (2.18) в (2.17), получим

ȳ1 = c1x+D0(y1 − y−1 )2 + D̃1(y1 − y−1 )ȳ2 + D̃2ȳ
2
2 + . . . , (2.19)

где

D0 ≡ D1 + d1D2 + d2
1D3 (2.20)
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и D̃1,2 —некоторые коэффициенты. Таким образом, при ε = 0 отображение T1 в перекрёстном виде
записывается как

x̄− x+ = ax+ b0(y1 − y−1 ) + b1ȳ2 + . . . ,

ȳ1 = cx+D0(y1 − y−1 )2 + . . . ,

y2 − y−2 = d1(y1 − y−1 ) + d2ȳ2 + ex+ . . .

(2.21)

в случае (1, 2) и
x̄1 − x+

1 = a11x1 + a12x2 + b0(y1 − y−1 ) + b11ȳ2 + . . . ,

x̄2 − x+
2 = a21x1 + a22x2 + b12ȳ2 + . . . ,

ȳ1 = c1x1 + c2x2 +D0(y1 − y−1 )2 + . . . ,

y2 − y−2 = d1(y1 − y−1 ) + d2ȳ2 + e1x1 + e2x2 + . . .

(2.22)

в случае (2, 2) с некоторыми новыми коэффициентами a, b, c, d, e (в случае (2, 2) мы делаем
коэффициент перед (y1− y−1 ) в уравнении для x̄2 равным нулю при помощи подходящего поворота
x-координат так же, как в случае (2, 1)). Условие (2.10) переписывается при этом в виде

det
∂(x̄, ȳ1)
∂(x, y1)

�= 0, (2.23)

что в обоих случаях даёт нам b0 �= 0, c �= 0.
Так как x = 0 на W u

loc, то, как следует из (2.21), (2.22), образ T1W
u
loc этой поверхности задаётся

вблизи точки M+ уравнением

y1 =
D0

b20
(x− x+)2 + . . . (2.24)

в случае (1, 2), и уравнениями

x2 − x+
2 = b12y2 + . . . , y1 =

D0

b20
(x1 − x+

1 )2 + . . . (2.25)

в случае (2, 2). В любом случае, очевидно, что условие D квадратичности касания этой поверхности
с W s

loc (y = 0) эквивалентно условию D0 �= 0.
При ε �= 0 отображение T1 по прежнему задаётся уравнениями (2.21) и (2.22): так как D0(ε) �= 0

при всех достаточно малых ε, то можно всегда так выбрать y−1 (ε) и y−2 (ε) и повернуть дополни-
тельно y-координаты, что коэффициенты d11(ε) и d12(ε) будут тождественными нулями при всех
достаточно малых ε. Единственным отличием по сравнению со случаем ε = 0 будет, таким об-
разом появление ненулевого свободного члена y+

1 (ε) в уравнении для ȳ1. Как и выше, условие
трансверсальности семейства fε бифуркационной поверхности H позволяет положить y+

1 (ε) = µ.
Это завершает доказательство леммы 2.3.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММ О РЕСКЕЙЛИНГЕ

В этом разделе мы изучим отображения первого возвращения

Tk(ε) ≡ T1T
k
0 : σ0

k → σ0
k

при всех достаточно больших k: k = k̄, k̄ + 1, . . . , и малых ε, ‖ε‖ � ε0. При этом для отображения
T k0 : σ0

k → σ1
k мы используем формулу (2.4) из леммы 2.2, где (x0, y0) ∈ Π+, (xk, yk) ∈ Π−, а для

глобального отображения T1(ε)— соответствующие формулы из леммы 2.3. Согласно лемме 2.2,
для любых малых x0, yk и любого достаточно большого k соответствующие координаты xk, y0

определяются однозначно. Поэтому мы можем использовать (x0, yk) в качестве координат на σ0
k;

координата y0 вычисляется по формуле

y0 = B−k
1 (ε)yk + γ̂−kηk(x0, yk, ε)

(см. лемму 2.2). Заметим, что в координатах (x0, yk) размер полоски σ0
k по всем направлениям

отделён от нуля для любого k. Так, если мы определим окрестности Π+ и Π− как

{‖x− x+‖ � ρ0, ‖y‖ � ρ0}, {‖x‖ � ρ0, ‖y − y−‖ � ρ0}
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соответственно, где ρ0 —некоторая малая положительная константа, то каждая полоска σ0
k опре-

деляется соотношением

{‖x0 − x+‖ � ρ0, ‖yk − y−‖ � ρ0}.

3.1. Отображения первого возвращения в случае (1, 1). Здесь координаты x и y—одномерные,
A = λ, B = γ. В силу (2.4) и (2.5) отображение первого возвращения Tk ≡ T1T

k
0 при всех

достаточно больших k и малых ε может быть представлено в следующем виде:

x̄0 − x+(ε) = aλkx0 + b0(yk − y−) +O
(
(yk − y−)2 + |λ|k|x0||yk − y−|+ λ̂k|x0|

)
,

γ−kȳk + γ̂−kO(|x̄0|+ |ȳk|) = µ+ cx0λ
k +D0(yk − y−)2+

+O
(
(yk − y−)3 + |λ|k|x0||yk − y−|+ λ̂k|x0|

)
,

(3.1)

где b0 �= 0, c �= 0, D0 �= 0. Заметим, что здесь и ниже мы выбираем λ̂ достаточно близким к |λ| (но
всегда меньше, чем |λ|), так что λ̂ > λ2, в частности.

Сдвинем начало координат:

x = x0 − x+(ε) + ν̃1
k , y = yk − y− + ν̃2

k

таким образом, чтобы первое уравнение из (3.1) не содержало бы свободных членов, т.е. членов,
зависящих только от ε, а второе— линейного члена по y. Это всегда можно сделать для подходя-
щим образом выбранных ν̃jk = O(λk + γ̂−k). В результате система (3.1) перепишется в следующем
виде:

x̄ = O(|λ|k|x|+ |y|),
ȳ + (γ̂/γ)−kO(|x̄|+ |ȳ|) = γkM1 + D̃0γ

ky2 + γkO(|y|3 + |λ|k|x|), (3.2)

где

M1 ≡ µ− γ−k1 y−(1 + . . . ) + cλk1x
+(1 + . . . )

и D̃0 = D0(1 + βk), где βk = O(λk + γ̂−k)—некоторая малая величина.
Теперь нормируем координаты следующим образом:

x = −γ
−k

ρk
xnew, y = − 1

D̃0

γ−kynew, (3.3)

где ρ—некоторое число из интервала

max
{|λγ|, |γ|−1

}
< ρ < 1. (3.4)

Поскольку |λγ| < 1 и |γ| > 1, то такие ρ действительно существуют, и при этом нормировочные
множители в (3.3) будут асимптотически малы при k → ∞. Следовательно, поскольку размер
полоски σ0

k в координатах (x0, yk) отделён от нуля, то область изменения нормированных координат
(x, y) становится неограниченно большой с ростом k.

В новых координатах система (3.2) перепишется в виде

x̄ = O(ρk|y|+ |λ|k|x|),

ȳ + (γ̂/γ)−kO(ρ−k|x̄|+ |ȳ|) = −D̃0γ
2kM1 − y2 +O

(
|γ|−k|y|3 +

|λγ|k
ρk
|x|
)
.

(3.5)

Теперь, в силу (3.4), учитывая, что |λγ| < 1, λ̂ < |λ|, система (3.5) приводится к искомому виду
(1.2), где мы полагаем

M = −D̃0γ
2k
1 [µ− γ−k1 y−(1 + . . . ) + cλk1x

+(1 + . . . )]. (3.6)

Заметим, что параметр M , так же как и координаты (x, y), может принимать произвольные конеч-
ные значения при больших k.
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3.2. Отображения первого возвращения в случае (2, 1). Здесь x = (x1, x2) двумерно, y одно-
мерно и

A ≡ λ
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, B ≡ γ.

В силу (2.4) и (2.6) отображение первого возвращения Tk ≡ T1T
k
0 , при каждом достаточно

большом k и всех малых ε, может быть представлено в виде

x̄01 − x+
1 (ε) = λkA11(kϕ)x01 + λkA12(kϕ)x02 + b0(yk − y−)

+O
(
(yk − y−)2 + λk‖x0‖|yk − y−|+ λ̂k‖x0‖

)
,

x̄02 − x+
2 (ε) = λkA21(kϕ)x01 + λkA22(kϕ)x02

+O
(
(yk − y−)2 + λk‖x0‖|yk − y−|+ λ̂k‖x0‖

)
,

γ−kȳk + γ̂−kηk(x̄0, ȳk, ε) = µ+D0(yk − y−)2

+ λk [x01(c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ)x01 + (c2 cos kϕ− c1 sin kϕ)x02]

+O
(
(yk − y−)3 + λk‖x0‖|yk − y−|+ λ̂k‖x0‖

)
,

(3.7)

где
A11(kϕ) = a11 cos kϕ− a12 sin kϕ, A12(kϕ) = a12 cos kϕ+ a11 sin kϕ,

A21(kϕ) = a21 cos kϕ+ a22 sin kϕ, A22(kϕ) = a22 cos kϕ− a21 sin kϕ.
(3.8)

Сдвинем начало координат,

x1 = x01 − x+
1 (ε) + ν̃1

k , x2 = x02 − x+
2 (ε) + ν̃2

k , y = yk − y−(ε) + ν̃3
k

таким образом, чтобы первое и второе уравнения из (3.7) не содержали свободных членов, а
третье — линейного по y члена (здесь ν̃ik = O(λk + γ̂−k)). При этом мы еще заменяем x̄01 и x̄02 в
не зависящих от ȳ членах в левой части третьего уравнения из (3.7) на их выражения из первого
и второго уравнений. Тогда (3.7) перепишется как

x̄1 = λkA11(kϕ)x1 + λkA12(kϕ)x2 + b0y +O(y2 + λk|y|+ λ̂k‖x‖),
x̄2 = λkA21(kϕ)x1 + λkA22(kϕ)x2 +O(y2 + λk|y|+ λ̂k‖x‖),
ȳ + (γ̂/γ)−kO(|ȳ|) = γkM1 + D̃0γ

ky2 + λkγk
[
(c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ)x1

+ (c2 cos kϕ− c1 sin kϕ)x2 +
(
(λ̂/λ)k + γ̂−k

)
O(‖x‖)

]
+ γkO

(
|y|3 + λk‖x‖|y|

)
,

(3.9)

где
M1 ≡ µ− γ−ky−(1 + . . . ) + C0λ

k (cos(kϕ+ ϑ1) + . . . )
и

C0 =
√

(c21 + c22)(x
+
1

2 + x+
2

2), sinϑ1 =
c1x

+
2 − c2x+

1

C0
, cosϑ1 =

c1x
+
1 + c2x

+
2

C0
, (3.10)

D̃0 = D0(1 + βk) и βk = O(λk + γ̂−k)—некоторый малый коэффициент.
Рассмотрим случай |λγ| < 1. Нормируем, так же как и в случае (1, 1), координаты следующим

образом:

x =
γ−k

ρk
xnew, y = −D̃−1

0 γ−kynew,

где ρ—некоторое число из интервала (3.4). В новых координатах система (3.9) примет вид

x̄1 = ρkO(y) + λkO(x), x̄2 = ρkγ−kO(y2) + λkO(x),

ȳ + (γ̂/γ)−kO(ȳ) = M − y2 +
λkγk

ρk
O(x) + |γ|−kO(y3),

(3.11)

где
M ≡ −D̃0γ

2k
[
µ− γ−ky−(1 + . . . ) + λk(C0 cos(kϕ+ ϑ1) + . . . )

]
. (3.12)
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Таким образом, в силу (3.4), после разрешения последнего уравнения относительно ȳ отображение
(3.11) приводится к искомому виду (1.2).

Рассмотрим теперь случай |λγ| > 1 (но, как и прежде, здесь |λ2γ| < 1). Нормируем координаты
в (3.9) следующим образом:

x1 = −(b0D̃−1
0 )γ−kx1 new, x2 = −ρk(b0D̃−1

0 )γ−kx2 new, y = −D̃−1
0 γ−kynew,

где ρ—некоторая константа из интервала

|γ|−1 < λ < ρ < |λγ|−1, (3.13)

который непуст, так как 1 >
1
|λγ| =

λ

|λ2γ| > λ в силу |λ2γ| < 1.

В новых координатах система (3.9) примет вид

x̄1 = y + λkO(‖x‖+ |y|),
x̄2 = ρ−kλkA21(kϕ)x1 + λkA22(kϕ)x2 + ρ−kλkO(y) + ρ−kλ̂kO(x),

ȳ + (γ̂/γ)−kO(ȳ) = M − y2 + λkγkb0

{
(c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ+ ν1

k)x1+

+ ρk(c2 cos kϕ− c1 cos kϕ+ ν2
k)x2

}
+O

(
|γ|−k|y|3 + λk‖x‖|y|+ (λ̂k + λkγ̂−k)‖x‖2

)
,

(3.14)

где для параметра M по-прежнему имеет место формула (3.12), а ν1
k , ν

2
k —некоторые малые коэф-

фициенты, ν1,2
k = O

(
(λ̂/λ)k + γ̂−k

)
. Третье уравнение в (3.14) разрешим относительно ȳ и снова

нормируем координату y: ynew = y(1 + β̂k), где β̂k = O
(
(γ̂/γ)−k

)
—некоторая малая величина.

Тогда (3.14) перепишется в следующем виде:

x̄1 = y + λkO(‖x‖+ |y|),
x̄2 = ρ−kλkA21(kϕ)x1 + λkA22(kϕ)x2 + ρ−kλkO(|y|) + ρ−kλ̂kO(‖x‖),
ȳ = M − y2 + λkγkb0

{
(c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ+ ν1

k)x1+

+ ρk(c2 cos kϕ− c1 cos kϕ+ ν2
k)x2

}
+O

(
|γ|−k|y|3 + λk‖x‖|y|+ λ̂k‖x‖2

)
,

(3.15)

где новые коэффициенты M и ν1,2
k отличаются от старых на малые величины порядка O

(
(γ̂/γ)−k

)
;

коэффициент b0 остаётся неизменным.
Заметим, что поскольку |λγ| > 1, то коэффициент

Bk(ϕ) ≡ b0λkγk(c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ+ ν1
k) (3.16)

из третьего уравнения в (3.15) уже не мал. Тем не менее, Bk(ϕ) может принимать произволь-
ные конечные значения (при всех больших k), если параметр ϕ будет варьироваться вблизи тех
значений, где c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ = 0, т.е. вблизи значений

ϕ =
ϑ2

k
± π

2k
+ 2π

j

k
, j ∈ Z, (3.17)

где ϑ2 ∈ [0, 2π) таково, что

cosϑ2 = c1/
√
c21 + c22, sinϑ2 = c2/

√
c21 + c22.

Так как c �= 0 (по лемме 2.3), то значения (3.17) угла ϕ плотно заполняют, при всевозможных k и
j, интервал (0, π).

Обозначим B = Bk(ϕ), подчеркивая, тем самым, что B является еще одним управляющим пара-
метром помимо M . Заметим, что параметр M (см. формулу (3.12)) может также принимать произ-
вольные конечные значения, когда µ варьируется вблизи значения µ0

k = γ−k1 y−−C0λ
k cos(kϕ0+ϑ1).

Введем новую координату ynew = y+λkO(‖x‖+|y|) так, чтобы в новых координатах было x̄1 = y.
Тогда, в силу (3.13), отображение (3.15) принимает искомый вид (1.3).
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3.3. Доказательство леммы 1.2. Мы продолжаем исследовать случай (2, 1) при |λγ| > 1 и
|λ2γ| < 1. Предположим, что B �= 0 в (3.15). Так как λkγkρk → 0 при k → ∞, то можно ввести
новую координату

x1 new = x1 +
1
B
b0λ

kγkρk(c2 cos kϕ− c1 cos kϕ+ ν2
k)x2.

Тогда (3.15) перепишется в следующем виде:

x̄1 = y +
b0A21(kϕ)

B
(c2 cos kϕ− c1 sin kϕ+ ν2

k)λ
2kγkx1 +O(λk),

x̄2 = O

(
λk

ρk

)
, ȳ = M − y2 +Bx1 +O(λk).

(3.18)

Заметим, что это отображение является экспоненциально сжимающим по координате x2 (с коэффи-
циентом сжатия O(λkρ−k)), тогда как в областях фазового пространства, где есть сжатие по коор-
динатам x1 и y, коэффициент сжатия по этим переменным отделён от нуля при B �= 0. Тогда из тео-
ремы 4.4 в [29] следует, что у отображения (3.18) для любых Q,R > 0 при каждом достаточно боль-
шом k в области ‖(x, y)‖ � Q при ‖(M,B)‖ � R существует Cr−2-гладкое нелокальное асимптоти-
чески устойчивое инвариантное центральное многообразие Mc

k вида x2(x1, y,M,B) = O(λkρ−k).
Отображение (3.18) в ограничении наMc

k имеет вид

x̄1 = y +
b0A21(kϕ)

B
(c2 cos kϕ− c1 sin kϕ+ ν2

k)λ
2kγkx1 +O(λk),

ȳ = M − y2 +Bx1 +O(λk).
(3.19)

В области, где B равномерно ограничено, |B| < Q, из (3.16) находим, что c1 cos kϕ + c2 sin kϕ =
O(λ−kγ−k). Так как |λγ| > 1, получаем

c2 cos kϕ− c1 sin kϕ = ±
√
c21 + c22 + . . . ,

где многоточия означают члены, стремящиеся к нулю при k →∞. Также (см. (3.8))

A21(kϕ) = a21 cos kϕ+ a22 sin kϕ = ±a21c2 − a22c1√
c21 + c22

+ . . . .

Таким образом,

b0A21(kϕ)(c2 cos kϕ− c1 sin kϕ+ ν2
k) = b0(a21c2 − a22c1) + . . . .

Легко видеть из (2.6), что константа J1 = b0(a21c2−a22c1) есть не что иное как якобиан глобального
отображения T1, вычисленный в точке (x = 0, y1 = y−) при ε = 0. Заметим также, что в этом
случае λ2kγk —это главная часть якобиана локального отображения T k0 . Обозначим

Jk = J1λ
2kγk.

Тогда отображение (3.19) можно записать в следующем виде:

x̄1 = y +
Jk
B
x1 + o(Jk), ȳ = M − y2 +Bx1 +O(λk). (3.20)

Сделаем еще одну замену координат

x1 new = x1, ynew = y +
Jk
B
x1 + o(Jk) ≡ x̄1.

Тогда (3.20) примет следующий вид:

x̄1 = y, ȳ = M − y2 +Bx1 +
Jk
B
y +

2Jk
B
x1y + o(Jk). (3.21)

Дополнительными сдвигами координаты y и параметра M можно добиться того, что

ynew = y − Jk
2B

, Mnew = M − J2
k

4B2
,

приводим отображение (3.21) к виду (1.7). Лемма 1.2 доказана.
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3.4. Отображения первого возвращения в случае (1, 2). Здесь x одномерно и y = (y1, y2)
двумерно;

A ≡ λ, B ≡ γ
(

cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
.

В силу (2.4) и (2.7) отображение первого возвращения Tk ≡ T1T
k
0 , для каждого достаточно боль-

шого k и всех малых ε, может быть записано следующим образом:

x̄0 − x+ = aλkx0 + b0(yk1 − y−1 ) + b1γ
−k(cos kψ · ȳk2 + sin kψ · ȳk1)+

+O
(
(yk1 − y−1 )2 + |yk1 − y−1 |(|λ|k|x0|+ γ−k‖ȳk‖) + λ̂k|x0|+ γ̂−k(|x̄0|+ ‖ȳk‖)

)
,

γ−k(cos kψ · ȳk1 − sin kψ · ȳk2) = µ+ cλkx0 +D0(yk1 − y−1 )2+

+O
(
(yk1 − y−1 )3 + |yk1 − y−1 |(|λ|k|x0|+ γ−k‖ȳk‖) + λ̂k|x0|+ γ̂−k(|x̄0|+ ‖ȳk‖)

)
,

yk2 − y−2 = eλkx0 + d1(yk1 − y−1 ) + d2γ
−k(cos kψ · ȳk2 + sin kψ · ȳk1)+

+O
(
(yk1 − y−1 )2 + |yk1 − y−1 |(|λ|k|x0|+ γ−k‖ȳk‖) + λ̂k|x0|+ γ̂−k(|x̄0|+ ‖ȳk‖)

)
;

(3.22)

где, напомним, 0 < λ̂ < |λ|, γ̂ > γ, и мы, кроме того, предполагаем, что λ̂ и γ̂ достаточно близки к
|λ| и γ соответственно.

Сдвинем начало координат,

xnew = x0 − x+(ε) + ν̃1
k , y1 new = yk1 − y−1 (ε) + ν̃2

k , y2 new = yk2 − y−2 (ε) + ν̃3
k ,

так, чтобы первое и третье уравнения из (3.22) не содержали членов, зависящих только от ε, а
второе – линейных членов по (y1 − y−1 ). Здесь ν̃ik(ε) = O(γ−k). Тогда если мы дополнительно
разрешим первое уравнение относительно x̄ и подставим соответствующее выражения в правую
часть остальных уравнений, то (3.22) перепишется в виде

x̄ = O
(
|y1|+ |λ|k|x|+ γ−k‖ȳ‖

)
,

γ−k
{

cos kψ · ȳ1 − sin kψ · ȳ2 + (γ̂/γ)−kO(‖ȳ‖)
}

= M1 + cλk x+ D̃0 y
2
1+

+O
(
|y1|3 + |λ|k|x||y1|+ λ̂k|x|+ γ−k‖ȳ‖|y1|

)
,

y2 − eλk x− d̃1y1 = d2γ
−k {(cos kψ + ν1

k)ȳ2 + (sin kψ + ν2
k)ȳ1

}
+

+O
(
y2
1 + |λ|k|x||y1|+ γ−k‖ȳ‖|y1|+ λ̂k|x|+ γ̂−k‖ȳ‖2

)
,

(3.23)

где ν1,2
k = O(γ̂−kγk), коэффициенты D̃0 и d̃1 отличаются от D0 и d1 соответственно на некоторые

малые величины порядка O(γ−k) и введено обозначение

M1 ≡ µ− γ−kE0 cos(kψ − ϑ2 + . . . ) + cλk(x+ + . . . ), (3.24)

E0 =
√

(y−1 )2 + (y−2 )2, cosϑ2 = y−1 /E0, sinϑ2 = y−2 /E0. (3.25)

Сделаем еще одну замену координат

xnew = x, y1 new = y1, y2 new = y2 − d̃1y1.
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Тогда отображение (3.23) перепишется в следующем виде

x̄ = O
(
|y1|+ |λ|k|x|+ γ−k‖ȳ‖

)
,

(cos kψ − d1 sin kψ)ȳ1 − sin kψ · ȳ2 + (γ̂/γ)−kO(‖ȳ‖) =

= M1γ
k + cλkγkx+ D̃0γ

ky2
1 +O

(
γk|y1|3 + |λ|kγk|x||y1|+ λ̂kγk|x|+ ‖ȳ‖|y1|

)
,

y2 − eλkx = d2γ
−k {(cos kψ + ν1

k)ȳ2 + (sin kψ + d1 cos kψ + ν2
k)ȳ1

}
+

+O
(
y2
1 + |λ|k|x||y1|+ λ̂k|x|+ γ−k‖ȳ‖|y1|+ γ̂−k‖ȳ‖2

)
,

(3.26)

с некоторыми новыми коэффициентами ν1,2
k = O(γ̂−kγk).

Введем новые координаты y1 и y2 по формулам

y1 new = (cos kψ + ν1
k)y2 + (sin kψ + d1 cos kψ + ν2

k)y1,

y2 new =
1
d2
γk
(
y2 − eλkx

)
.

(3.27)

Старые координаты выражаются через новые по следующим формулам

y2 = d2γ
−ky2 new + eλkx,

y1 =
1
s0
y1 new − 1

s0
(cos kψ + ν1

k)(d2γ
−ky2 new + eλkx),

(3.28)

где
s0 ≡ s0(kψ) = sin kψ + d1 cos kψ + ν2

k . (3.29)
Будем рассматривать только такие ψ, когда s0 �= 0. Тогда замена координат (3.27) невырожденная,
и (3.26) перепишется в следующем виде:

x̄ = O(|y1|+ |λ|k|x|+ γ−k(|y2|+ |ȳ|)),

γkȳ1(cos kψ − d1 sin kψ + ν3
k)− d2ȳ2 + (γ̂/γ)−kO(ȳ2) + |λγ|kO(x̄) =

= γ2ks0M1 + cs0λ
kγ2kx+ D̃0(s0)−1γ2ky2

1+

+ γ2kO
(
y3
1 + |λ|k|x||y1|+ γ−k‖ȳ‖‖y‖+ λ̂k|x|+ γ−k‖y‖2 + γ̂−k‖ȳ‖2)

)
,

y2 = ȳ1 + γkO
(
y2
1 + |λ|k|x||y1|+ γ−k‖ȳ‖‖y‖+ γ−k‖ȳ‖2 + λ̂k|x|

)
,

(3.30)

где ν3
k = O(γ̂−kγk)—некоторый малый коэффициент.

Нормируем теперь координаты следующим образом:

x = ρkγ−2kxnew, y1 =
d2s0

D̃0

γ−2ky1 new, y2 =
d2s0

D̃0

γ−2ky2 new, (3.31)

где

1 < ρ <
1
|λ|γ2

(напомним, что |λγ2| < 1 по условию, и что мы предполагаем также, что s0 отделено от нуля).
Тогда после нормировок (3.31) отображение (3.30) в новых координатах запишется в виде

x̄1 = φ1
k(x, y, ȳ),

1
d2
γkȳ1(cos kψ − d1 sin kψ + ν3

k)− ȳ2 = M̃ + y2
1 + φ2

k(x, y, ȳ),

y2 = ȳ1 + φ3
k(x, y, ȳ),

(3.32)
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где

M̃ = γ4kD0

d2
2

[
µ− γ−k(y−1 cos kψ − y−2 sin kψ + . . . ) + cλk(x+ + . . . )

]
(3.33)

и φlk = o(1) при k →∞.
Обратим внимание на то, что тригонометрический член

C(kψ) ≡ 1
d2
γk(cos kψ − d1 sin kψ + ν3

k)

из (3.32) ограничен при больших k только тогда, когда cos kψ − d1 sin kψ близко к нулю, т.е. для
значений ψ, близких к

ψ =
1
k

arctg
(

1
d1

)
+ π

j

k
, j ∈ Z. (3.34)

Для таких значений ψ коэффициент s0 из (3.29) отделён от нуля: s20 = 1 + d2
1 + . . . .

Отметим, что значения (3.34) угла ψ при всевозможных j и k плотны в (0, π). Это означает,
что для любого Q > 0 в любой окрестности любой точки ψ0 ∈ (0, π) существуют интервалы ϑk
(размеров порядка Qγ−k) значений ψ такие, что коэффициент C(kψ) пробегает все значения из
интервала [−Q,Q], когда ψ пробегает ϑk.

В области значений ψ, где C конечно, мы можем разрешить систему (3.32) относительно ȳ.
Отображение Tk примет вид

x̄1 = φ̃1
k(x, y,M,C),

ȳ2 = M − y2
1 + Cy2 + φ̃2

k(x, y,M,C),

ȳ1 = y2 + φ̃3
k(x, y,M,C),

(3.35)

где M = −M̃, C = C(kψ), и φ̃k = o(1). Положив теперь y2new = y2 + φ̃3
k, получаем в точности

отображение (1.4) из леммы 1.1.

3.5. Отображения первого возвращения в случае (2, 2). Здесь x = (x1, x2) и y = (y1, y2)
двумерны,

A ≡ λ
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
и B ≡ γ

(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
.

В силу (2.4) и (2.8) отображение первого возвращения Tk ≡ T1T
k
0 при каждом достаточно

большом k и при всех малых ε можно записать в следующем виде:

x̄01 − x+
1 = b0(yk1 − y−1 ) + b11γ

−k(cos kψ ȳk2 + sin kψ ȳk1)+

+O
(
(yk1 − y−1 )2 + γ−k|yk1 − y−1 |‖ȳk‖+ λk‖x0‖+ γ̂−k(‖x̄0‖+ ‖ȳk‖)

)
,

x̄02 − x+
2 = b12γ

−k(cos kψ ȳk2 + sin kψ ȳk1)+

+O
(
(yk1 − y−1 )2 + γ−k|yk1 − y−1 |‖ȳk‖+ λk‖x0‖+ γ̂−k(‖x̄0‖+ ‖ȳk‖)

)
,

γ−k(cos kψ · ȳk1 − sin kψ · ȳk2) =

= µ+ λkC1(kϕ)x01 + λkC2(kϕ)x02 +D0(yk1 − y−1 )2+

+O
(
(yk1 − y−1 )3 + |yk1 − y−1 |(λk‖x0‖+ γ−k‖ȳk‖) + λ̂k‖x0‖+ γ̂−k(‖x̄0‖+ ‖ȳk‖)

)
,

yk2 − y−2 = λkE1(kϕ)x01 + λkE2(kϕ)x02 + d1(yk1 − y−1 )+

+ d2γ
−k(cos kψ · ȳk2 + sin kψ · ȳk1)+

+O
(
(yk1 − y−1 )2 + |yk1 − y−1 |(λk‖x0‖+ γ−k‖ȳk‖) + λ̂k‖x0‖+ γ̂−k(‖x̄0‖+ ‖ȳk‖)

)
,

(3.36)
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где
C1 = c1 cos kϕ+ c2 sin kϕ, C2 = c2 cos kϕ− c1 sin kϕ,
E1 = e1 cos kϕ+ e2 sin kϕ, E2 = e2 cos kϕ− e1 sin kϕ,

(3.37)

и, по-прежнему, 0 < λ̂ < λ, γ̂ > γ.
Введем новые координаты (сдвиг начала координат)

x1 new = x1 − x+
1 (ε) + ν̃1

k , x2 new = x2 − x+
2 (ε) + ν̃2

k ,

y1 new = yk1 − y−1 + ν̃3
k , y2 new = yk2 − y−2 + ν̃4

k .

Здесь малые сдвиги ν̃ik(ε) (порядка O(|γ|−k)) выбираются так, чтобы первое, второе и четвертое
уравнения из (3.36) не содержали бы свободных членов, а третье — линейного по y1 члена. Кроме
того, мы разрешаем первое и второе уравнения относительно x̄ и подставляем полученное выра-
жение в третье и четвертое уравнения. В результате, система (3.36) перепишется в следующем
виде:

x̄1 = b0y1 +O
(
y2
1 + λk‖x‖+ γ−k(‖y‖+ |ȳ|)

)
,

x̄2 = O
(
y2
1 + λk‖x‖+ γ−k(‖y‖+ |ȳ|)

)
,

γ−k
{

cos kψ · ȳ1 − sin kψ · ȳ2 + (γ̂/γ)−kO(‖ȳ‖)
}

=

= M1 + C1λ
kx1 + C2λ

kx2 + D̃0 y
2
1 +O

(
|y1|3 + λk‖x‖|y1|+ λ̂k‖x‖+ γ−k‖ȳ‖|y1|

)
,

y2 − d̃1y1 − E1λ
kx1 − E2λ

kx2 = d2γ
−k {(cos kψ + ν1

k)ȳ2 + (sin kψ + ν2
k)ȳ1

}
+

+O
(
y2
1 + λk‖x‖|y1|+ γ−k‖ȳ‖|y1|+ λ̂k‖x‖+ γ̂−k‖ȳ‖2

)
,

(3.38)

где ν1,2
k = O(γ̂−kγk), коэффициенты D̃0 и d̃1 отличаются от D0 и d1 соответственно на некоторые

малые величины порядка O(γ−k) и введено обозначение

M1 ≡ µ− γ−kE0 cos(kψ + ϑ2 + . . . ) + λkC0 cos(kϕ− ϑ1 + . . . ); (3.39)

(см. формулы (3.25) и (3.10)).
Введем новую координату y2 по формуле y2new = y2 − d̃1y1. Тогда отображение (3.38) перепи-

шется в следующем виде:

x̄1 = b0y1 +O
(
y2
1 + λk‖x‖+ γ−k(‖y‖+ ‖ȳ‖)

)
,

x̄2 = O
(
y2
1 + λk‖x‖+ γ−k(‖y‖+ ‖ȳ‖)

)
,

(cos kψ − d̃1 sin kψ)ȳ1 − sin kψ · ȳ2 + (γ̂/γ)−kO(‖ȳ‖) =

= M1γ
k + C1λ

kγkx1 + C2λ
kγkx2 + D̃0γ

ky2
1+

+O
(
γk|y1|3 + λkγk‖x‖|y1|+ λ̂kγk‖x‖+ ‖ȳ‖|y1|

)
,

y2 − λkE1x1 − λkE2x2 = d2γ
−k {(cos kψ + ν3

k)ȳ2 + (sin kψ + d1 cos kψ + ν4
k)ȳ1

}
+

+O
(
y2
1 + λk‖x‖|y1|+ λ̂k|x|+ γ−k‖ȳ‖|y1|+ γ̂−k‖ȳ‖2

)
,

(3.40)
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где ν3,4
k = O(γ̂−kγk). Введем новые координаты y по формулам

y1 new = (cos kψ + ν3
k)y2 + (sin kψ + d1 cos kψ + ν4

k)y1,

y2 new = γk
1
d2

(
y2 − E1λ

kx1 − E2λ
kx2

)
.

(3.41)

Для старых координат (y1, y2) имеем

y2 = γ−kd2y2 new + E1λ
kx1 + E2λ

kx2,

y1 =
1
s0
y1 new − d1

s0
(d2 cos kψ + ν3

k)(γ
−ky2 new + E1λ

kx1 + E2λ
kx2),

(3.42)

где
s0 ≡ s0(kψ) = sin kψ + d1 cos kψ + ν4

k . (3.43)

Рассмотрим такие ψ, для которых s0 равномерно отделено от нуля. Тогда (3.40) перепишется в
следующем виде

x̄1 =
b0
s0
y1 +O

(
y2
1 + λk‖x‖+ γ−k(‖y‖+ ‖ȳ‖)

)
,

x̄2 = O
(
y2
1 + λk‖x‖+ γ−k(‖y‖+ ‖ȳ‖)

)
,

1
d2
γkȳ1(cos kψ − d1 sin kψ + ν5

k +O(ȳ1))− ȳ2(1 + ν6
k +O(ȳ2)) + (λγ)kO(x̄) =

= γ2ks0M1 + D̃0(s0)−1γ2ky2
1 + C̃1s0λ

kγ2kx1 + C̃2s0λ
kγ2kx2+

+ γ2kO
(
|y1|3 + λk‖x‖|y1|+ γ−k(‖ȳ‖‖y‖+ ‖y‖2) + λ̂k‖x‖2 + γ̂−k‖ȳ‖2

)
,

y2 = ȳ1 +O
(
γk‖y‖2 + λkγk‖x‖‖y‖+ ‖ȳ‖‖y‖+ ‖ȳ‖2 + λ̂kγk‖x‖

)
,

(3.44)

где ν5,6
k = O(γ̂−kγk), а коэффициенты C̃1 и C̃2 отличаются от C1 и C2 соответственно на величины

порядка O(λ̂kλ−k).
Рассмотрим случай λγ2 < 1. Нормируем координаты в (3.44) следующим образом:

x1 = ρ−k
d2s0

D̃0

γ−2kx1 new, x2 =
d2s0

D̃0

γ−2kx2 new,

y1 =
d2s0

D̃0

γ−2ky1 new, y2 =
d2s0

D̃0

γ−2ky2 new,

(3.45)

где ρ—некоторое число такое, что λγ2 < ρ < 1.
Заметим, что, поскольку нормировочные коэффициенты в (3.45) асимптотически малы, то об-

ласти определения новых координат (x, y) будут расти с ростом k и в пределе k → ∞ будут
покрывать все конечные значения. Это позволяет нам считать, что наше отображение будет опре-
делено в области ‖(xnew, ynew)‖ � Q для некоторого Q > 0, причем константа Q может быть сколь
угодно большой. В этом случае отображение (3.44) для досточно больших k в координатах (3.45)
перепишется в следующем виде:

x̄1 = ρkO(y1) + γ−kO(‖(x, y, ȳ)‖),
x̄2 = γ−kO(‖(x, y, ȳ)‖),
1
d2
γkC(kψ)ȳ1 − ȳ2 = M̃ + y2

1 +
(
λkγ2k

ρk
+ γ−k

)
O(‖(x, y, ȳ)‖),

y2 = ȳ1 + γ−kO(‖(x, y, ȳ)‖).

(3.46)
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где

M̃ = γ4k D̃0

d2
2

M1, (3.47)

для M1 имеет место формула (3.39) и

C(kψ) = cos kψ − d1 sin kψ + ν5
k . (3.48)

Заметим, что коэффициенты M̃ и C = d−1
2 C(kψ)γk могут, очевидно, принимать произвольные

конечные значения при больших k при изменении исходных параметров µ и ψ.
При этом C будет равномерно ограничено только в том случае, когда cos kψ − d1 sin kψ асим-

птотически близко к нулю, т.е. для значений ψ, близких к тем, которые задаются формулой
(3.34). Как мы отмечали, для таких ψ величина s0 из (3.43) равномерно отделена от нуля:
|s0| =

√
1 + d2

1(1 + . . . ). Далее мы будем рассматривать только такие ψ.
В результате, в любой ограниченной области значений (x, y,M,C), отображение (3.44) можно

переписать в виде
x̄1 = o(1), x̄2 = o(1),

ȳ1 = y2 + o(1), ȳ2 = −M̃ + Cy2 − y2
1 + o(1),

(3.49)

где через o(1) мы обозначаем функции всех координат и параметров, которые равномерно в любой
ограниченной области значений (x, y,M,C) стремятся к нулю при k →∞ вместе со всеми произ-
водными до порядка (r − 2) по координатам и до порядка (r − 3) по параметрам. Если положить
M = −M̃ в (3.49), то придём как раз к искомому отображению (1.4).

Рассмотрим теперь случай λγ2 > 1 (но по прежнему λγ < 1). Нормируем сейчас координаты в
(3.44) следующим образом

x1 =
d2b0

D̃0

γ−2kx1 new, x2 = qkγ−2kx2 new,

y1 =
d2s0

D̃0

γ−2ky1 new, y2 =
d2s0

D̃0

γ−2ky2 new,

(3.50)

где q—некоторое число из интервала q ∈ (γ−1, (λγ2)−1
)
. Этот интервал непуст и лежит в (0, 1),

так как

1 >
1
λγ2

=
γ−1

λγ
> γ−1.

Теперь отображение (3.44) в координатах (3.50) запишется в виде

x̄1 = y1 + γ−kO(‖(x, y, ȳ)‖),

x̄2 =
γ−k

qk
O(‖(x, y, ȳ)‖),

1
d2
γkC(kψ)ȳ1 − ȳ2 = M + y2

1 +
b0
d2
λkγ2k (c11 cos kϕ+ c12 sinϕ+ lk)x1+

+ λkγ2kqkO(x2) + γ−kO(‖(x, y, ȳ)‖),

y2 = ȳ1 + γ−kO(‖(x, y, ȳ)‖),

(3.51)

где lk = O((λ̂/λ)k)—некоторый малый коэффициент, а для M и C(kψ) имеют место формулы
(3.47) и (3.48) (см. выше).

В отображении (3.51), по сравнению с (3.46), появляется еще один независимый параметр,
помимо M и C = γkC(kψ). Это параметр

B = B(kϕ) ≡ b0
d2
λkγ2k(c11 cos kϕ+ c12 sinϕ+ lk).
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Поскольку λγ2 > 1, то коэффициент B(kϕ) уже не мал (как в случае λγ2 < 1) и может принимать,
при изменении ϕ, любые конечные значения при больших k. Ограниченным значениям B отвечают
значения ϕ вблизи

ϕ = −1
k

arctg
(
c1
c2

)
+ π

j

k
, j ∈ Z. (3.52)

В области ограниченных значений (x, y,M,B,C) отображение (3.51) может быть записано в
виде

x̄1 = y1 + o(1), x̄2 = o(1),

ȳ2 = −M −Bx1 + Cy1 − y2
1 + o(1), ȳ1 = y2 + o(1).

Если поменять знаки у M и B, то придем к отображению (1.5).
Таким образом, лемма о рескейлинге доказана.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Доказательство теорем 1.1–1.4 базируется на леммах о рескейлинге. Эти леммы позволяют нам
провести сравнительно несложный анализ отображений первого возвращения Tk(ε), которые при
ε ∈ ∆k принимают вид стандартных квадратичных отображений. Нам удобно доказывать теоре-
мы 1.1–1.4 в следующей последовательности: сначала мы доказываем теорему 1.2, затем теорему 1.4
(для которых требуется по существу только линейный анализ неподвижных точек отображений
первого возвращения), затем доказываем теорему 1.3. Теорема 1.1 выводится нами в процессе
доказательства теорем 1.2 и 1.4.

4.1. Доказательство теоремы 1.2 и пунктов 1, 2 теоремы 1.1. Сначала проведем анализ непо-
движных точек отображений первого возвращения (1.2)–(1.5) и (1.7) для того, чтобы найти зна-
чения параметров M,B,C, при которых у указанных отображений есть неподвижные точки с
мультипликаторами на единичной окружности.

4.1.1. Отображение (1.2). Рассмотрим одномерное отображение параболы

ȳ = M − y2.

Пусть ν1 �= 0—мультипликатор его некоторой неподвижной точки. Тогда координата y этой непо-
движной точки удовлетворяет уравнениямM = y+y2 и 2y = −ν1, и мы получаем, что отображение
параболы имеет неподвижную точку с данным мультипликатором ν1 при

M =
ν2
1

4
− ν1

2
. (4.1)

Так как отображение (1.2) близко к отображению параболы вместе с достаточным количеством
производных, то оно также будет иметь неподвижную точку с мультипликатором ν1 при значении
M = Mk(ν1), которое будет асимптотически близко при k → ∞ к значению (4.1). Остальные
мультипликаторы неподвижной точки (один в случае (1, 1) и два в случае (2, 1)) всегда меньше
единицы по модулю – они стремятся к нулю при k →∞.

4.1.2. Отображение (1.3). Рассмотрим отображение Эно (предельное для (1.3)):

x̄ = y, ȳ = M +Bx− y2.

Пусть ν1 и ν2 —мультипликаторы его некоторой неподвижной точки (тогда они либо оба дей-
ствительны, либо образуют комплексно сопряженную пару чисел; положим также, что ν1ν2 �= 0).
Координаты x = y этой неподвижной точки удовлетворяют уравнению M = y(1 − B) + y2. При
этом, характеристическое уравнение имеет вид ν2 + 2yν −B = 0. Тогда легко получить, что

B(ν1, ν2) = −ν1ν2, M(ν1, ν2) =
ν1 + ν2

4
(ν1 + ν2 − 2ν1ν2 − 2). (4.2)

Ясно, что у отображения (1.3) также будет существовать неподвижная точка, имеющая данные
мультипликаторы ν1 и ν2, при значениях M и B асимптотически близких к тем, что даются
формулой (4.2). Третий мультипликатор всегда меньше единицы по модулю (стремится к нулю,
когда k →∞).
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4.1.3. Отображение (1.4). Рассмотрим отображение (предельное для (1.4)):

ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 − y2
1.

Пусть ν1 и ν2 —мультипликаторы его некоторой неподвижной точки (тогда, снова, они либо оба
действительны, либо образуют комплексно сопряженную пару чисел; предполагаем, что ν1ν2 �= 0).
Координаты y1 = y2 = y этой неподвижной точки удовлетворяют уравнению M = y(1− C) + y2, а
характеристическое уравнение имеет вид ν2 − Cν + 2y = 0. Тогда легко получить, что

C = ν1 + ν2, M =
ν1ν2

2
(1− C) +

(ν1ν2)2

4
. (4.3)

У отображения (1.4) также будет существовать неподвижная точка, имеющая данные мульти-
пликаторы ν1 и ν2, при M и C асимптотически близких к заданным формулой (4.3). Остальные
мультипликаторы (третий в случае (1,2) или третий и четвертый в случае (2,2)) всегда меньше
единицы по модулю.

4.1.4. Отображение (1.5). Рассмотрим трехмерное отображение (предельное для (1.5)):

x̄ = y1, ȳ1 = y2, ȳ2 = M +Bx+ Cy2 − y2
1. (4.4)

Пусть ν1, ν2, ν3 – ненулевые мультипликаторы его некоторой неподвижной точки (тогда либо они
все три действительны, либо один действительный, а другие два образуют комплексно сопряжен-
ную пару чисел). Координаты x = y1 = y2 этой неподвижной точки удовлетворяют уравнению
M = x(1−B−C)+x2, а характеристическое уравнение имеет вид −ν3 +Cν2−2xν+B = 0. Тогда
легко получить, что

B = ν1ν2ν3, C = ν1 + ν2 + ν3,

M = (ν1ν2 + ν1ν3 + ν2ν3)(1−B − C) +
(ν1ν2 + ν1ν3 + ν2ν3)2

4
.

(4.5)

Очевидно, что у исходного отображения (1.5) также будет существовать неподвижная точка, име-
ющая данные мультипликаторы ν1, ν2, ν3, при значениях параметров M , B и C, асимптотически
близких к тем, что заданы формулой (4.5). Еще один мультипликатор этой точки при больших k
всегда меньше единицы по модулю.

Таким образом, для любого наперед заданного набора {ν1, . . . , νde} из de мультипликаторов (где
de = 1 в случае отображения (1.2), de = 2 для отображений (1.3) и (1.4) и de = 3 для отображения
(1.5)) у каждого из отображений (1.2)–(1.5) существуют такие значения параметров, M = Mk,
B = Bk, C = Ck, при которых имеется неподвижная точка, у которой de мультипликаторов равны
в точности ν1, . . . , νde . Заметим при этом, что указанные значения Mk, Bk, Ck параметров будут
равномерно ограничены по k. Это влечет, в силу (1.6), что для соответствующих значений исходных
параметров (µ, ϕ, ψ) = (µk, ϕk, ψk) при k → +∞ мы имеем, во первых, µk → 0, а во-вторых,
в случае de � 2, всегда можно указать подпоследовательность в (ϕk, ψk), сходящуюся к точке
(ϕ0, ψ0), где ϕ0 и ψ0 — значения угловых аргументов комплексных мультипликаторов точки O
диффеоморфизма f0. Таким образом мы получаем следующее утверждение.

Следствие 4.1. Для любого наперед заданного набора мультипликаторов {ν1, . . . , νde} су-
ществует последовательность εk → 0 значений параметров ε такая, что диффеоморфизм
fε имеет при ε = εk однообходную периодическую траекторию, у которой de мультиплика-
торов равны в точности ν1, . . . , νde , а остальные мультипликаторы лежат строго внутри
единичного круга.

Теорема 1.2 вытекает из этого утверждения практически сразу. Действительно, в области Нью-
хауса δj вблизи любого ε ∈ δj существуют значения параметров, отвечающих гомоклиническим
касаниям к точке O, для которых условия A–D выполнены; как мы только что установили, сколь
угодно малые возмущения в рамках одного и того же семейства fε дают периодические траек-
тории (однообходные по отношению к вторичным гомоклиническим касаниям) с любым наперёд
заданным набором мультипликаторов из de мультипликаторов на единичной окружности, в полном
соответствии с теоремой 1.2.
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Заметим, что в случае теоремы 1.1, мы имеем de = 1, т.е. речь идет о периодических траекториях,
имеющих либо мультипликатор ν1 = +1, либо ν1 = −1. Здесь следствие 4.1 немедленно дает для
интервалов Ньюхауса δj пункты 1 и 2 теоремы 1.1.

4.2. Доказательство теоремы 1.4 и пункта 3 теоремы 1.1. Здесь мы снова используем след-
ствие 4.1, но уже для грубых периодических траекторий, у которых мультипликаторы ν1, . . . , νde

не равны по модулю единице. Тогда получаем всего de + 1 различных типов грубых траекторий в
соответствии с тем, сколько из этих de мультипликаторов лежат вне единичного круга: 0, 1, . . .
или все de. Первый случай отвечает устойчивой периодической траектории.

Напомним, что произвольно близко к любому значению параметров из областей Ньюхауса δj
существует значение ε, для которого точка O имеет траекторию простого гомоклинического ка-
сания. Согласно следствию 4.1, сколь угодно близко к этому значению ε существует значение
параметра, при котором fε имеет грубую периодическую траекторию в точности с d мультиплика-
торами вне единичного круга, для любого наперёд заданного d = 0, . . . , de. Так как эта траектория
грубая, то она существует в некоторой области значений параметров. Повторяя рассуждения, вну-
три этой области мы находим меньшую область, отвечающую существованию ещё одной грубой
периодической траектории с d мультипликаторами вне единичного круга, с тем же самым d, или
с любым другим d от 0 до de, и т. д. Повторяя эту процедуру бесконечно много раз для каждого
d = 0, . . . , de, мы получаем последовательность вложенных областей такую, что значения ε из пе-
ресечения этих областей отвечают существованию бесконечного множества грубых периодических
траекторий со всевозможными наборами из 0, 1, . . . , de мультипликаторов, лежащих вне единич-
ного круга. По построению, полученное множество значений ε – это пересечение счётного числа
открытых и плотных в δj множеств, т.е. множество второй категории. Теорема доказана.

4.3. Доказательство теоремы 1.3. Так же как и при доказательстве теоремы 1.4, достаточно по-
казать, что отображения первого возвращения T (k) имеют в некоторой области параметров (M,B),
(M,C) или (M,C,B) устойчивую замкнутую инвариантную кривую. Чтобы получить счётное чис-
ло замкнутых инвариантных кривых, применяется конструкция с вложенными областями, такая
же, как и при доказательстве теоремы 1.4.

Рассмотрим сначала случаи седло-фокуса (1, 2) и седло-фокуса (2, 2) с λγ2 < 1. Согласно лем-
ме 2.1, отображение T (k) в этом случае приводится к виду

x̄ = o(1), ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 − y2
1 + o(1). (4.6)

Предельное отображение
ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 − y2

1 (4.7)

имеет неподвижную точку с мультипликаторами ν1,2 = e±iω при значениях параметров (M,C) на
следующей кривой (см. формулу (4.3)):

L : {M =
3
4
− 1

2
C, C = 2 cosω}

(т.е. |C| < 2). При ω �= π/2, 2π/3 устойчивость замкнутой инвариантной кривой, которая
рождается при бифуркациях такой неподвижной точки, определяется знаком первой ляпунов-
ской величины. Напомним, что ляпуновская величина G1 —это коэффициент при кубическом
члене в записанной в полярных координатах (ρ, θ) нормальной форме ρ̄ = ρ + G1ρ

3 + o(ρ3),
θ̄ = θ + ω + O(r2) отображения вблизи неподвижной точки. Для отображения (4.7) несложно

подсчитать, что G1 = −1 − 1
2(1− cosω)

, так что ляпуновская величина здесь всегда отрицатель-

на. Так как G1 —коэффициент при кубическом члене, то, cледовательно, ляпуновская величина
останется отрицательной для всех отображений, C3-близких к (4.7).

Рассмотрим теперь отображение (4.6). При каждом достаточно большом k оно также имеет кри-
вую в пространстве параметров вблизи кривой L, отвечающую существованию неподвижной точки
с двумя мультипликаторами e±iω (а остальные мультипликаторы меньше единицы по модулю). Мы
обозначим эту кривую через Lk. В ограничении на центральное многообразие вблизи неподвижной
точки отображение (1.4) Cr−2-близко к (4.7). Так как r � 5, то получаем, что соответствующая
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ляпуновская величина для отображения (1.4) отрицательна; следовательно, при переходе значений
параметров через Lk, рождается замкнутая устойчивая инвариантная кривая, и она существует в
некоторой области параметров, что и требовалось.

В случае седло-фокуса (2, 2) с λγ2 > 1 отображение первого возвращения T (k) приводится к
виду

x̄2 = o(1), x̄1 = y1, ȳ1 = y2, ȳ2 = M + Cy2 +Bx1 − y2
1 + o(1). (4.8)

Здесь при малых B у неподвижной точки, имеющей мультипликаторы ν1,2 = e±iω, ν3 = B + o(1),
ν4 = o(1), ляпуновская величина также отрицательна. Это непосредственно вытекает из того, что
при B = 0 отображение (4.8) вырождается при k → +∞ в отображение (4.7) по координатам
y1 и y2, а отрицательность ляпуновской величины для последнего отображения мы только что
установили. Таким образом, мы и в этом случае получаем, что у отображения первого возвращения
для каждого достаточно большого k при значениях параметров из некоторой области существует
устойчивая замкнутая инвариантная кривая.

В случае седло-фокуса (2, 1) с de = 2, т.е. при λγ > 1, для нахождения устойчивых инвариантных
кривых мы будем использовать уточненную форму отображения первого возвращения, которая
выведена в лемме 1.2. Это так называемое обобщенное отображение Эно вида

x̄1 = y, ȳ = M − y2 +Bx1 +Qkx1y + o(Qk), (4.9)

где Qk �= 0 и Qk → 0 при k → +∞. Это отображение было исследовано в [5,20], где, в частности,
было показано, что для значений параметров (M,B) из некоторой области отображение (4.9) при
достаточно больших k имеет устойчивую замкнутую инвариантную кривую. Именно, такая область
примыкает к точке (M = M∗

k , B = B∗
k), где

M∗
k = 3−Qk + o(Qk), B∗

k = −1 +Qk/2 + o(Qk),

для которой отображение (4.9) имеет неподвижную точку с мультипликаторами (−1,−1).
Таким образом, во всех случаях с de � 2 у семейства fε существует счетная последовательность

областей ∆̃k ⊂ ∆k, накапливающихся к ε = 0 при k →∞, таких, что при ε ∈ ∆̃k диффеоморфизм
fε имеет устойчивую замкнутую инвариантную кривую. Чтобы получить счётное число замкнутых
инвариантных кривых для плотного множества значений параметров из областей Ньюхауса δj ,
достаточно применить конструкцию с вложенными областями из доказательства теоремы 1.4.

Это завершает доказательство теоремы 1.3.
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ТЕОРИЯ ФРОНТОВ НА 2-СФЕРЕ

И ТЕОРИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВЫХ
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АННОТАЦИЯ. Теория особенностей каустик и волновых фронтов на 2-сфере, а также теория лежандро-
вых кривых (контактного) многообразия ST ∗

S
2 ∼ RP 3 (состоящих из элементов, имеющих контакт-

ное касание со сферой S
2), применяется для получения новых результатов о кривых в трехмерном

евклидовом пространстве. На этом пути теория особенностей каустик и волновых фронтов дает новый
взгляд на дифференциальную геометрию кривых в трехмерном евклидовом пространстве.
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1. ВВЕДЕНИЕ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Теория особенностей (волновых) фронтов на 2-сфере и теория лежандровых кривых на много-
образии контактных элементов сферы STS

2 ∼ RP 3 глубоко связаны с теорией гладких кривых в
трехмерном евклидовом пространстве.
Когда точка движется по кривой в евклидовом пространстве R

3, ее естественный трехгранник
(трехгранник Френе) (t,n,b), перенесенный параллельно в начало координат, определяет жесткое
движение вокруг начала координат, называемое движением Френе. Мгновенная ось вращения
движения Френе, называемая осью Дарбу, определяется вектором Дарбу: d̃ = τt+kb, где k и τ —
кривизна и кручение кривой соответственно.
Концевые точки перенесенных векторов трехгранника Френе t, n, b, а также вектора Дарбу

d = d̃/
√
k2 + τ2 описывают четыре кривые T, N, B, D на единичной сфере S

2 ⊂ R
3, называе-

мые соответственно касательной, нормальной и бинормальной индикатрисами и индикатрисой
Дарбу кривой γ.

Определение. Уплощением (вершиной Дарбу) гладкой иммерсированной кривой γ : R → R
3

называется точка, в которой соприкасающаяся плоскость (соответственно, ось Дарбу) стационарна.

Замечание. Точка кривой γ : R → R
3 кривизны k и кручения τ является точкой уплощения

(вершиной Дарбу) в том и только том случае, если τ = 0 (соответственно, (τ/k)′ = 0) в этой точке.

Лемма 1. Кривая общего положения в трехмерном евклидовом пространстве допускает
уплощение в точке в том и только том случае, если ее касательная индикатриса имеет
сферическое изгибание инфлекции в соответствующей точке. В такой точке радиус соприка-
сающейся окружности касательной индикатрисы имеет максимально возможное значение 1.

Пусть γ : R → R
3 — гладкая иммерсированная кривая общего положения. Для вершины Дарбу

кривой γ радиус соприкасающейся окружности касательной индикатрисы Tγ —критический
[12]. Обратное не всегда верно. Вершина Дарбу кривой γ, для которой радиус соприкасающейся
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окружности касательной индикатрисы имеет локальный максимум (минимум), называется M -D-
вершиной (соответственно, m-D-вершиной).
Пусть γ— гладкая замкнутая кривая в R

3. Будем обозначать через M(γ), m(γ) и F (γ) число
ее M -D-вершин, m-D-вершин и уплощений соответственно. Имеется универсальное соотношение
между числом точек, в которых ось Дарбу стационарна (числом M -D-вершин и m-D-вершин) и
числом точек в которых соприкасающаяся плоскость стационарна (числом уплощений).

Теорема 1 (см. [12]). Для любой замкнутой кривой γ : S
1 → R

3 общего положения

m(γ)−M(γ)− F (γ) = 0.

Бинормальная индикатриса и индикатриса Дарбу пространственной кривой общего положения
могут иметь полукубические каспы, тогда как их нет у касательной индикатрисы.

Лемма 2. Точка гладко иммерсированной кривой общего положения— уплощающая (вер-
шина Дарбу) в том и только том случае, если бинормальная индикатриса (соответственно,
индикатриса Дарбу) имеет полукубический касп в этой точке.

Можно рассматривать касательную и бинормальную индикатрисы как равноудаленные (эквиди-
стантные) и двойственные волновые фронты на единичной 2-сфере, тогда как индикатрису Дарбу
можно рассматривать как каустику таких фронтов: она является огибающей однопараметрического
семейства больших окружностей, нормальных к касательной индикатрисе (касательная и бинор-
мальная индикатрисы имеют ту же систему нормальных больших окружностей). С этой точки
зрения исследование вершин Дарбу и уплощений пространственных кривых будет применяться к
изучению особенностей каустик и волновых фронтов на сфере.
Если пространственная кривая зависит от одного параметра, то для некоторых значений этого

параметра число уплощений и/или число вершин Дарбу может меняться. Существуют три явления,
называемые перестройками, связанные с вершинами Дарбу и уплощениями, которые могут проис-
ходить для изолированных значений параметра в однопараметрических семействах гладких кривых
общего положения. Два из них могут быть получены из классификации локальных перестроек [4]
одномерных каустик и волновых фронтов:

1) биуплощение (кривая допускает точку, в которой τ = 0, τ ′ = 0 и τ ′′ �= 0). В этом случае
рождаются или убиваются два замкнутых уплощения кривой (см. рис. 1 и ср. с леммой 2).

2) двойная вершина Дарбу (кривая допускает точку, в которой (τ/k)′ = 0, (τ/k)′′ = 0 и
(τ/k)′′′ �= 0). В этом случае рождаются или убиваются две замкнутые вершины Дарбу—
M -D-вершина и m-D-вершина (см. рис. 2 и ср. с леммой 2).

BBB

D

DD

t < 0 t = 0 t > 0

РИС. 1. Индикатриса Дарбу и бинормальная индикатриса в течение перестройки биуплощения.

Имеется только одна локальная перестройка в однопараметрическом семействе гладких кривых,
называемая перестройкой перегиба, для которой соответствующие перестройки индикатрисы Дар-
бу и бинормальной индикатрисы не принадлежат списку Арнольда перестроек одномерных каустик
и волновых фронтов.

Определение. Перегибом гладкой иммерсированной кривой в аффинном или евклидовом про-
странстве R

3 называется точка, в которой первая и вторая производные кривой линейно зависимы
(точка кривой называется точкой перегиба, если ее кривизна обращается в нуль в этой точке).
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DDD

t < 0 t = 0 t > 0

РИС. 2. Индикатриса Дарбу в течение перестройки двойной вершины Дарбу.

Кривая общего положения не имеет перегибов. Тем не менее, однопараметрическое семейство
кривых общего положения может иметь при изолированных значениях параметра кривую с одним
изолированным перегибом.
В точке перегиба касательная индикатриса имеет полукубический касп. В частности, в однопа-

раметрическом семействе кривых общего положения касательная индикатриса подвергается‘u− γ”
перестройке (см. рис. 3). Такой перестройки нет в однопараметрических семействах волновых
фронтов: каспы волновых фронтов в однопараметрических семействах общего положения возника-
ют (или исчезают) парами.
Будут изучены перестройки индикатрисы Дарбу и бинормальной индикатрисы пространствен-

ной кривой в точке перегиба (они являются нестандартными перестройками каустик и волновых
фронтов). Это изучение позволит понять взаимодействие между вершинами Дарбу и уплощениями
в процессе перестройки перегиба в 1-семействах пространственных кривых общего положения.
Обозначим m-D-вершины через m, M -D-вершины через M , уплощения через F и перегибы

через I.

Теорема 2 (см. [12]). При перестройке перегиба кривая претерпевает следующие переходы
в окрестности точки перегиба (возможны оба направления перехода):

m↔ I ↔ mFmFm.

Имеется содержательная геометрия, связанная с перегибами. Ее часть возникает в переходах ка-
сательной. нормальной, бинормальной индикатрисах, а также индикатрисе Дарбу при перестройке
перегиба. См. рис. 3–6, которые можно рассматривать как дополнеие к теореме 2.

Замечание. Угловая скорость ω1 движения Френе вокруг оси Дарбу зависит от параметриза-
ции. Кроме того, ось Дарбу (которая всегда лежит в выпрямляющей плоскости, определенной t
и b) также имеет мгновенную угловую скорость ω2 вокруг начала координат в выпрямляющей
плоскости. Эта угловая скорость ω2 также зависит от параметризации. Из полученных результа-
тов следует, что отношение Kn = ω2/ω1 этих угловых скоростей есть геодезическая кривизна
нормальной индикатрисы, не зависящая от параметризации.

Вершины Дарбу кривой соответствуют уплощениям ее касательной индикатрисы [12]. Для от-
вета на вопрос Айкарди [3] о геометрическом смысле уплощений нормальной индикатрисы кривой
γ ⊂ R

3, полученные результаты применяются к случаю, когда фронт есть касательная индикатриса
кривой γ [11].

Теорема 3. Уплощения нормальной индикатрисы кривой в R
3 соответствуют точкам, в

которых отношение Kn = ω2/ω1 угловых скоростей ω1 и ω2 критично.

Замечание. Другая очевидная интерпретация: уплощения нормальной индикатрисы соответ-
ствуют каспам второй каустики, т.е. каустике каустики.



ТЕОРИЯ ФРОНТОВ НА 2-СФЕРЕ И ТЕОРИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВЫХ 121

В разделе 2 напоминаются некоторые факты контактной геометрии,. Затем в разделе 3 форму-
лируются некоторые результаты о сферических кривых в общем контексте контактной геометрии,
лежандровых кривых и их фронтов.
Автор выражает благодарность В. И. Арнольду за полезные замечания после внимательного про-

чтения начальной версии этой статьи, а также М. Э. Казаряну за полезные обсуждения, вопросы
и замечания.

2. МНОГООБРАЗИЕ КОНТАКТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ, ЛЕЖАНДРОВЫ ПОДМНОГООБРАЗИЯ И ИХ ФРОНТЫ

Напомним некоторые основные факты контактной геометрии и лежандровых подмногообразий
с их фронтами [2]. Рассмотрим частный класс контактных многообразий, определенный ниже:
многообразие коориентированных контактных элементов данного многообразия Bn.
Гиперплоскость R

n−1 касательного пространства к n-мерному гладкому многообразию Bn на-
зывается контактным элементом Bn. Коориентацией контактного элемента называется выбор
одной из двух частей касательного пространства, на которые его делит эта гиперплоскость. Коори-
ентация контактного элемента риманова многообразия определяется выбором направления прямой,
нормальной к нему.
Множество коориентированных контактных элементов на данном n-мерном многообразии Bn

расслаивается над Bn: слой над точкой есть сферическое кокасательное пространство Bn в этой
точке, называемой точкой контакта. Таким образом, множество всех коориентированных кон-
тактных элементов Bn образует пространство расслоения E2n−1 гладкого расслоения

π : ST ∗Bn → Bn

со слоем S
n−1. Оно называется сферическим кокасательным расслоением ST ∗Bn над Bn.

Это расслоение E2n−1 снабжено естественным «тавтологическим» полем касательных гипер-
плоскостей. Гиперплоскость тавтологического поля в точке p расслоения E2n−1 есть прообраз при
отображении π∗ гиперплоскости в пространстве, касательном к Bn, которая представляется точкой
p многообразия E2n−1.
Тавтологическое поле гиперплоскостей на E2n−1 называется естественной контактной струк-

турой многообразия контактных элементов на Bn.

Замечание. Эту естественную контактную структуру можно также определить с помощью пра-
вила скольжения: для заданной кривой в пространстве E2n−1 коориентированных контактных
элементов ее вектор скорости принадлежит гиперплоскости контактной структуры, если скорость
точки контакта в базовом многообразии принадлежит контактному элементу.

Пример (см. [2]). Многообразие коориентированных контактных элементов двумерной сфе-
ры S

2 есть проективное пространство RP 3 = S
3/ ± 1. Естественная контактная структура

ST ∗
S

2 � S
3/± 1 получается из поля плоскостей, ортогональных слоям расслоения Хопфа S

3 → S
2

при проекции S
3 → S

3/± 1. Более точно, для заданного мнимого кватерниона u длины 1 умноже-
ние всех кватернионов на u справа дает комплексную структуру на пространстве кватернионов R

4,
зависящую от u. Для каждого кватерниона q оператор умножения на q слева в пространстве ква-
тернионов R

4 является u-комплекным. Рассмотрим расслоение Хопфа, соответствующее мнимому
кватерниону u длины 1:

πu : S
3 → S

2
u � CP 1,

связывая с каждой ненулевой точкой u-комплексной прямой, проходящей через 0, ее направление.
Слой этого главного S

1-расслоения есть окружность {z · eut : t ∈ R/(2πZ)}, где z ∈ S
3 — точка

слоя. На сфере S
3 кватернионов длины 1 имеется поле u, касательное к слоям расслоения πu:

u(z) = z · u =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(z · eut).

Поле плоскостей на S
3, ортогональных векторам поля u, задает на S

3 контактную структуру,
называемую u-структурой.
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Подмногообразие контактного многообразия E2n−1 называется интегральным, если его каса-
тельное пространство в каждой точке принадлежит контактной гиперплоскости.

Определение. Лежандровым подмногообразием контактного многообразия называется инте-
гральное многообразие максимальной размерности, равной n − 1 для (2n − 1)-мерного многооб-
разия. В частности, лежандровой кривой трехмерного многообразия E3, снабженного контактной
структурой, называется иммерсированная кривая в E3, касательная к которой в каждой точке
лежит в плоскости контактной структуры.

Пример. Каждая коориентированная кривая γ, иммерсированная в поверхность B2, определяет
лежандрову кривую в многообразии E3 = ST ∗B2 коориентированных контактных элементов B2.
Эта лежандрова кривая состоит из соответствующих коориентированных контактных элементов на
B2, касательных к γ. Точка на B2 также определяет лежандрову кривую в E3. Эта кривая состоит
из коориентированных контактных элементов B2 в (т.е. это слой сферического кокасательного
расслоения).

Определение. Фронтом лежандровой кривой L : S
1 → E3 многообразия коориентированных

контактных элементов поверхности B2 называется проекция π ◦ L(S1) ⊂ B2 этой лежандровой
кривой на поверхность B2.

Коориентированные контактные элементы, образующие исходную лежандрову кривую, опреде-
ляют коориентацию этого фронта.
В дальнейшем будем рассматривать многообразие ST ∗

S
2 коориентированных контактных эле-

ментов двумерной сферы, ее лежандровы кривые, а также их фронты.

Естественный трехгранник. Каждому коориентированному контактному элементу ориентирован-
ной двумерной сферы сопоставим его естественный трехгранник a, b, c следующим образом.
Точка контакта на S

2 определяет единичный вектор a. Обозначим через c коориентированный
нормальный единичный вектор; этот единичный вектор b, касательный к контактному элементу,
выбираем так, чтобы пара b, c задавала бы положительную ориентацию сферы.
Таким образом, сопоставляем естественный трехгранник волновому фронту путем выбора

естественного трехгранника коориентированного контактного элемента, касательного к фронту.
На самом деле, каждой точке лежандровой кривой сопоставляется соответствующий трехгранник.

3. ДВОЙСТВЕННЫЙ, ПРОИЗВОДНЫЙ ФРОНТЫ И КАУСТИКА СФЕРИЧЕСКОГО ФРОНТА

С каждой коориентированной кривой на двумерной сфере S
2 радиуса 1 В. И. Арнольд в [2]

связывал следующие три кривые.

Определение (см. [2]). Кривая, двойственная к заданной коориентированной кривой на сфе-
ре, есть кривая, полученная из исходной перемещением ее на расстояние π/2 вдоль нормалей в
сторону, определяемую коориентацией.

Это определение пригодно не только к гладко иммерсированным кривым, но и к волновым
фронтам, имеющим каспы (полулокального типа, или, более общо, типа xa = ya+1).
Двойственная кривая сама по себе естественно коориентирована и является волновым фронтом,

равноудаленным от исходного (лежащим на расстоянии π/2 от него).
Каспы исходного фронта соответствуют точкам сферического перегиба на двойственном фронте,

тогда как точки сферического перегиба исходного фронта соответствуют каспам двойственного.
Второй двойственный фронт антиподален исходному, а четвертый двойственный совпадает с

исходным.

Определение (см. [2]). Производной коориентированной кривой на стандартной ориентирован-
ной сфере S

2 называется кривая, полученная перемещением каждой ее точки на расстояние π/2
вдоль большой окружности, касательной к исходной кривой в этой точке. Направление движение
вдоль касательной выбирается так, что ориентация сферы, задаваемая направлением коориентиру-
ющей нормали, положительна.
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Это определение применимо также и к волновым фронтам.
Концевые точки единичных векторов a, b и c естественного трехгранника, ассоциированного

с коориентированными контактными элементами фронта, описывают, соответственно, три кривые
Γ, Γ′ и Γ∗ на сфере. Конечно, кривая Γ совпадает с исходным фронтом. Сравнивая определения
двойственного и производного для коориентированного фронта, видим очевидным образом, что
кривая −Γ′—производный фронт, а кривая Γ∗—двойственный для фронта Γ. В частности, Γ∗—
эквидистанта кривой Γ.

Теорема A (см. [2]). Производный волновой фронт совпадает с производным любой его эк-
видистанты и является гладкой иммерсированной кривой на S

2, даже если исходный фронт
имеет особенности общего положения.

Производный фронт замкнутого волнового фронта не является произвольной иммерсированной
кривой, а удовлетворяет топологическому условию квантования. В частности, из результатов [2]
вытекает следующая теорема Якоби (см. также [5]).

Теорема Якоби (см. [7]). Если производная кривая гладко иммерсированной замкнутой
кривой не имеет точек самопересечения, то она делит сферу на две части одинаковой пло-
щади.

Замечание. Параметризация лежандровой кривой определяет параметризацию ее фронта, а так-
же параметризацию ее естественного трехгранника (даже когда фронт вырождается в точку). По
теореме A производная семейства эквидистантных фронтов гладка и может быть быть парамет-
ризована длиной дуги. Эта параметризация производной индуцирует параметризацию на каждой
лежандровой кривой этого семейства, а потому и на ее естественном трехграннике. Такая пара-
метризация на лежандровой кривой, ее фронте и естественном трехграннике называется индуци-
рованной; параметр же называется натуральным.

Пусть σ—параметр-длина дуги производного фронта Γ′ фронта Γ на сфере. При этой парамет-
ризации естественные уравнения фронта (или его естественного трехгранника) принимают вид

da/dσ = cos θ · b
db/dσ = − cos θ · a + sin θ · c
dc/dσ = − sin θ · b,

а мгновенная ось вращения определяется вектором

r = sin θ · a + cos θ · c,
где θ = θ(σ)—отсчитываемый от c к r. Заметим, что эти натуральные уравнения корректны даже
тогда, когда фронт вырождается в точку.

Замечание (см. [2]). Эквидистанта ортогональна лучам, исходящим из исходного фронта. Эк-
видистанта, коориентированая этими лучами, есть фронт лежандровой кривой, диффеоморфной и
контактоморфной исходной.

Две лежандровы кривые эквидистантны, если их фронты эквидистантны.

Теорема 4. Пусть Lt — семейство эквидистантных лежандровых кривых. Жесткое движе-
ние, ассоциированное с Lt, при естественной параметризации не зависит от t и угловой
скорости.

Особая точка фронта— это критическое значение проекции соответствующей лежандровой кри-
вой. Особые точки фронтов общего положения являются полукубическими каспами.
Даже если данный коориентированный фронт на стандартной сфере не особый, то некоторые

его эквидистанты имеют особые точки.

Определение (см. [2]). Каустикой семейства эквидистантных фронтов называется кривая, об-
разованная их особыми точками.
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Замечание. Всякая гладкая кривая в пространстве трехгранников определяет жесткое движе-
ние с ассоциированной мгновенной осью вращения. Лежандровы кривые на ST ∗

S
2 определяют

специальные кривые на пространстве трехгранников. Теорема 4 утверждает, что для заданной па-
раметризованной лежандровой кривой все ее «эквидистантные» лежандровы кривые определяют
то же жесткое движение, а индикатриса вращения этого движения совпадает с каустикой системы
«эквидистантных» лежандровых кривых.

Замечание. Каустика системы эквидистантных фронтов имеет следующие характеризации:
1) она образована их центрами кривизны; 2) она является огибающей ее лучей (на самом деле
достаточно начать с фронта системы с тем, чтобы получить все лучи).

Теорема B (см. [2]). Производный фронт двойственен его каустике.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Доказательство основано на геометрии сферического фронта, определенного касательной ин-
дикатрисой. Пусть γt—однопараметрическое семейство кривых общего положения, имеющее пе-
рестройку перегиба при t = 0. Предположим, что два уплощения рождаются в процессе этой
перестройки. По лемме 1 из раздела 1 это означает, что сферические перегибы касательной инди-
катрисы Tt рождаются с помощью “γ − u” переноса (см. рис. 3).

TTT

t < 0 t = 0 t > 0

РИС. 3. Перенос “γ − u” касательной индикатрисы в течение перестройки перегиба.

Таким образом, до перестройки (t < 0) имеется m-D-вершина, обозначаемая через mt, для ко-
торой радиус сопркасающейся окружности Tt очень мал и стремится к нулю (в момент каспа).
Таким образом, в направлении вдоль кривой γt от точки mt и по одну сторону от нее радиус
соприкасающейся окружностиTt возрастает. После перестройки (t > 0) получаются два близких
сферических перегиба Tt. На коротком отрезке между ними есть точка Tt, в которой радиус со-
прикасающейся окружности имеет локальный минимум—m-D-вершина γt. По другую сторону от
этих сферических перегибов радиус соприкасающейся окружности Tt убывает. Однако до пере-
стройки в двух ветвях кривой Tt радиус соприкасающейся окружности возрастает. Перестройка
состоит в локальном переносе; отсюда следует, что по другую сторону и вблизи одного из этих
сферических перегибов имеется локальный минимум радиуса соприкасающейся окружности. Та-
ким образом, наряду с m-D-вершиной между новыми уплощениями γt (t > 0) имеем две новые
m-D-вершины.

5. ПЕРЕСТРОЙКА УПЛОЩЕНИЯ И ПЕРЕСТРОЙКИ ЛЕЖАНДРОВЫХ КРИВЫХ

Ортонормальные ориентированные реперы в R
3 (трехгранники) образуют контактное 3-мерное

многообразие ST ∗
S

2 коориентированных контактных элементов сферы. Касательный вектор к кри-
вой в этом пространстве реперов принадлежит контактной плоскости, если производная первого
вектора (или производная третьего вектора) репера линейно зависима со вторым его вектором.
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Кривая, заметаемая вектором Френе, ассоциированным с пространственной кривой, лежандро-
ва. Фронты Γ и Γ∨ этой лежандровой кривой при двух естественных лежандровых проекциях,
заданных первым и третьим вектором репера, соответственно, есть касательная и бинормальная
индикатрисы. Касательная и бинормальная индикатрисы есть эквидистантные фронты (один от
другого) на сфере. (Можно также фиксировать стандартную контактную структуру в ST ∗

S
2 и

рассмотреть лежандрову кривую, образованную контактными элементами, касательными к каса-
тельной индикатрисе, коориентированные бинормальным вектором. С помощью результатов [2]
доказывается, что существует лежандрова проекция этой лежандровой кривой на бинормальную
индикатрису).
В процессе перестройки перегиба, описанной в теореме 2, лежандрова кривая, ассоциированная

с репером Френе, подвергается глобальным топологическим бифуркациям 7. Такого рода бифур-
кации никогда не изучались ранее в теории особенностей.
В результате касательная индикатриса, бинормальная индикатриса, их каустика (т.е. индика-

триса Дарбу) и нормальная индикатриса претерпевают глобальные топологические бифуркации
(см. рис. 3–6).

Замечание. Тем не менее следует отметить, что О. Щербак [9] изучал перестройки фронта и
касательной развертки кривой в пространстве RP 3: фронтом является поверхность в двойственном
пространстве, образованная всеми плоскостями, касательными к кривой; касательная развертка—
это поверхность, образованная точками всех касательных линий к кривой. Щербак доказал, что
перестройка перегиба ребра возврата фронта и ребра возврата касательной развертки претерпевают
глобальную перестройку. Однако им не было изучено условие (не)существования перестройки
соответствующих лежандровых многообразий. В [8] Д. Монд (независимо и другими методами)
изучил бифуркацию касательной развертки кривой в RP 3 при перестройке перегиба.

Обычно при изучении лежандровых особенностей рассматриваются однопараметрические семей-
ства гладких лежандровых многообразий, гладко зависящих от параметра. В частности, все ле-
жандровы подмногообразия семейства лежандровых многообразий диффеоморфны (одно другому).
Рассматриваются также лежандровы проекции и изучаются бифуркации соответствующих однопа-
раметрических семейств фронтов. Тем не менее при изучении однопараметрических семейств кри-
вых общего положения в евклидовом трехмерном пространстве естественным образом получается
однопараметрическое семейство лежандровых кривых, обладающее перестройкой. Заметим, что
лежандрова кривая в ST ∗

S
2, ассоциированная с кривой в евклидовом трехмерном пространстве, —

особая (см. рис. 7, где буквами T, B и N обозначены касательная, нормальная и бинормальная ин-
дикатрисы соответственно). Это объясняет, почему «нестандартные» перестройки каустик (рис. 5)
и фронтов (рис. 3 и 4) в однопараметрических семействах возникают в этой ситуации. Нормальная
индикатриса замкнутой кривой в евклидовом трехмерном пространстве есть лагранжева кривая
сферы со стандартной симплектической структурой. При перестройке перегиба эти лагранжевы
кривые (т.е. нормальные индикатрисы) также подвергаются глобальной перестройке (рис. 6).
Рассмотрим репер Френе кривой в евклидовом трехмерном пространстве. Фронт, заданный пер-

вым вектором этого репера (т.е. касательная индикатриса), может иметь сферические перегибы в
общем положении, но не каспы. Фронт, заданный третьим вектором (т.е. бинормальная индика-
триса), может иметь каспы в общем положении, но не сферические перегибы.
Можно наложить условие, что лежандрова кривая в пространстве ортонормированных реперов

гладка и гладко зависит от параметра. Описанные выше нелокальные бифуркации в этом случае
невозможны. Вместо этого оба фронта (заданные первым и вторым векторами репера) могут иметь
каспы и перестройки перегиба в общем положении.
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