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АННОТАЦИЯ. Описываются автоморфизмы, дифференцирования и действия алгебр Хопфа на квантовой
плоскости и ее пополнении.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть k —основное поле и q = (qij) ∈ Mat(n, k)—фиксированная матрица, элементы qij ∈ k∗
которой называется мультипараметрами и удовлетворяют условиям qii = qijqji = 1 для всех i, j.
Кроме того, зафиксировано такое целое число r, что 0 � r � n. Через

Oq = kq[X±1
1 , . . . , X±1

r , Xr+1, . . . , Xn]

обозначается ассоциативная k-алгебра с единицей, порожденная элементами X1, . . . , Xn,
X−1

1 , . . . , X−1
r с определяющими соотношениями

XiXj = qijXjXi, 1 � i, j � n,

XiX
−1
i = X−1

i Xi = 1, 1 � i � r.
(1)

Алгебра Oq называется алгеброй квантовых многочленов. При n = 2 алгебра Oq называется
квантовой плоскостью. В этом случае матрица q имеет специальный вид(

1 q
q−1 1

)
, q = q12,

и поэтому она часто обозначается Oq.
Алгебра Oq при r = 0 является координатной алгеброй квантового пространства An

Q [2], а при
r = n—квантовым тором TnQ [13]. В настоящей работе мы объединяем оба эти случая и рассмат-
риваем в качестве r произвольное натуральное число с условием 0 � r � n. Тогда алгебра Oq

является координатной алгеброй прямого произведения TrQ × An−r
Q [13].

Алгебра Oq является нетеровой слева и справа областью с правым и левым телом частных F .
Алгебра Oq при r = n введена в [15], где изложен алгоритм для вычисления размерности Крулля

алгебры Oq в терминах мультипараметров. Отметим в связи с этим работу [12], где доказана
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4 В. А. АРТАМОНОВ

Теорема 1. Пусть d—размерность Крулля алгебры Oq с r = n. Тогда d равно глобальной
размерности алгебры Oq и равно максимальному числу коммутирующих одночленов в алге-
бре Oq, у которых мультииндексы независимы в Zn.

Всюду в работе мы будем предполагать, что алгебра Oq является общей алгеброй квантовых
многочленов, т. е. все мультипараметры qij , 1 � i < j � n, независимы в мультипликативной
группе k∗ поля k.

Отметим ряд полученных ранее результатов по изучению кольцевых свойств алгебры Oq и те-
ла F . В работе [8] описаны все нормирования тела F . Отметим, что эти нормирования связаны
с точками квантового пространства An

Q [3, 20]. Как показано в [8], каждое максимальное норми-
рование имеет следующий вид. В Zn рассматривается некоторый линейный порядок. Этот порядок
естественным образом индуцирует порядок на множестве одночленов от X1, . . . , Xn. Тогда для
любого ненулевого элемента f из Oq значение нормирования ν(f) равно (m1, . . . , mn) ∈ Zn, если
Xm1

1 . . . Xmn
n является минимальным одночленом, входящим в f . Отображение ν продолжается до

нормирования ν : F ∗ → Zn. Таким образом, максимальные нормирования классифицируются ли-
нейными порядками в Zn. Известно [4, глава 6], что каждый линейный порядок в Zn индуцирован
некоторым вложением Zn в лексикографически упорядоченное пространство Rn.

Для лексикографического порядка А. И. Мальцевым и Б. Нейманом построено тело лорановских
рядов F [1]. В работе [8] описаны автоморфизмы тела F и действия конечномерных точечных
алгебр Хопфа на F в предположении, что n � 3. Целью настоящей работы является рассмотрение
случая n = 2. Дается описание группы автоморфизмов алгебры Oq и тела F , исследованы алгебры
Ли их дифференцирований, а также дано описание действия точечных конечномерных алгебр
Хопфа на теле F . Кроме того, в первом разделе рассмотрен вопрос о сопряженности элементов в F .

Отметим, что автоморфизмы алгебры Oq и тел F , F изучались в [1, 6, 7, 10, 11, 18]. В [6] рас-
сматривались группа автоморфизмов AutOq и алгебры Ли дифференцирований DerOq при r = n.
Tе же вопросы для алгебры Oq при r = n изучены в [18, следствие 3.6]. В [11] дано полное опи-
сание групп автоморфизмов AutOq для алгебры общих квантовых многочленов Oq при любых r
и в случае, когда вместо k берется произвольное тело коэффициентов. Для точной формулировки
результатов нам необходимо ввести ряд определений.

Автоморфизм γ алгебры Oq назовем торическим, если

γ(Xj) = γjXj , j = 1, . . . , n, (2)

где γj ∈ k∗. Назовем автоморфизм γ алгебры Oq зеркальным, если

γ(Xj) = γjX
−1
j , w = 1, . . . , n.

где γj ∈ k∗. Заметим, что каждый зеркальный автоморфизм имеет порядок 2. Приведем соответ-
ствующий результат для группы автоморфизмов в окончательной форме, изложенной в [11].

Теорема 2. Пусть n � 3 и γ—инъективный эндоморфизм алгебры общих квантовых мно-
гочленов Oq. Тогда γ либо торический, либо зеркальный автоморфизм. Если r < n, то группа
автоморфизмов состоит только из торических автоморфизмов.
Если G—конечная подгруппа в группе автоморфизмов AutOq, то подалгебра инвариан-

тов OG
q является левым и правым нетеровым кольцом, причем Oq является конечно порожден-

ным левым и правым OG
q -модулем. Пусть I —ненулевой левый идеал в Oq. Тогда I ∩ OG

q �= 0.
В частности, FG является телом частных для OG

q .

Отметим работу [19], где показано, что если при r = n алгебра Oq (не обязательно общая)
проста, то каждый ее эндоморфизм является автоморфизмом. Если же алгебра Oq не является
простой, то эндоморфизм является автоморфизмом в том и только в том случае, если он отображает
центр изоморфно на себя.

Изучение групп автоморфизмов тела F в случае n = 2 предпринято в [10], а в случае n � 3—
в [1]. При n = 2 в теле F , помимо торических и зеркальных, всегда имеются следующие эле-
ментарные автоморфизмы. Если h—ненулевая рациональная функция от одной переменной, то
отображения X �→ h(Y )X, Y �→ Y и X �→ X, Y �→ h(X)Y задают автоморфизм тела F . Алев
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высказал гипотезу, что группа автоморфизмов тела F при n = 2 порождается элементарными, то-
рическими, зеркальными автоморфизмами и сопряжениями с помощью ненулевых элементов из F .
Частичное решение этой проблемы получено в [10].

Теорема 3 ([10]). Пусть n = 2 и ψ : Oq → F — гомоморфизм k-алгебр, причем X, Y /∈ kerψ.
Тогда существует такая последовательность элементарных, торических, зеркальных авто-
морфизмов и сопряжений с помощью некоторого ряда z вида

z = 1 +
∑
j>0

zjX
j ∈ k(Y )((X; α)), zj ∈ k(Y ),

что пара ψ(X), ψ(Y ) может быть переведена этими преобразованиями в пару Xm, Y m, где
m = ±1. Здесь α(X) = Y XY −1 = q−1X.

В случае n � 3 можно высказать аналогичную гипотезу о порождении группы Aut F торически-
ми, зеркальными автоморфизмами и сопряжениями. Доказательство этой гипотезы представляется
достаточно трудным. В [8] удается решить эту задачу для тела F и показать, что каждый авто-
морфизм тела F при n � 3 является композицией торического и зеркального автоморфизмов и
сопряжения. В настоящей работе в разделе 3 описаны группы автоморфизмов квантовых плоско-
стей, т. е. алгебры Oq при n = 2. Кроме того, в следующей главе описаны группы непрерывных
автоморфизмов тела F при n = 2.

В [8] найдены автоморфизмы и алгебры Ли непрерывных дифференцирований тела F при n � 3.
В настоящей работе в разделе 6 этот результат распространен на случай n = 2.

В некоммутативной геометрии [2, 13] алгебра квантовых многочленов Oq рассматривается как
алгебра функций на квантовом аффинном пространстве An

Q. К ней близка квантовая грассманова
алгебра Γ. Алгебра функций на матрицах размера n вводится в [2] как универсальная биалгебра,
кодействующая на паре алгебр Oq, Γ. Следуя этому подходу, в настоящей работе мы изучаем
действия конечномерных точечных алгебр Хопфа H на теле F при n � 2. Tем самым объединяются
действия автоморфизмов и дифференцирований в F . С геометрической точки зрения в настоящей
работе мы изучаем конечные квантовые группы, действующие на квантовой плоскости. Отметим,
что действия конечномерных точечных алгебр Хопфа на алгебре Oq при n � 3 описаны в [9].

Приведем основные результаты работы. В разделе 1 в теореме 4 при n = 2 описаны нормиро-
вания тела частных F . В теореме 5 из раздела 2 показано, что в F каждый ненулевой элемент
сопряжен ряду от одного одночлена. В теоремах 6 и 7 из раздела 3 описаны автоморфизмы и стро-
ение конечных групп автоморфизмов общих квантовых плоскостей. Тот же результат для тела F
получен в теоремах 8, 7 и 10 в разделе 4. В разделе 6 в теоремах 14, 15 и 16 описаны действия
точечных конечномерных алгебр Хопфа на теле F . Наконец, в теореме 17 из раздела 7 найдены
все (непрерывные) пуассоновы скобки на алгебре Oq и теле F .

Зафиксируем некоторые обозначения, которые будут использоваться в работе. Элементы из Zn

называются мультииндексами. Для любого мультииндекса u = (u1, . . . , un) полагаем

Xu = Xu1
1 . . . Xun

n ∈ Oq. (3)

Это произведение называется одночленом.

1. НОРМИРОВАНИЕ В КВАНТОВЫХ ПЛОСКОСТЯХ

В работе [8] описаны нормирования в теле F в предположении, что число переменных n не
меньше трёх. Сейчас мы рассмотрим оставшийся случай n = 2. Напомним

Определение 1. Пусть Γ—линейно упорядоченная аддитивная (не обязательно коммутативная)
группа. Предполагается, что порядок является артиновым. Γ-нормированием в F называется сюръ-
ективный групповой гомоморфизм ν из мультипликативной группы F ∗ тела F на группу Γ, для
которого выполнены следующие условия:

1) если a, b, a + b ∈ F ∗, то ν(a + b) � min[ν(a), ν(b)];
2) если a, b, a + b ∈ F ∗ и ν(a) �= ν(b), то ν(a + b) = min[ν(a), ν(b)].

Кроме того, мы предполагаем, что ν(k∗) = 0.
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Пусть G—мультипликативная подгруппа в F ∗, порожденная k∗ и неизвестными X, Y . Из опре-
деляющих соотношений (1) видно, что k∗�G и G/k∗ — свободная абелева группа с базой Xk∗, Y k∗.
Так как k∗ ⊆ ker ν, то гомоморфизм ν индуцирует гомоморфизм групп ν̄ : G/k∗ → Γ. Каждая заме-
на переменных Xk∗, Y k∗ поднимается до замены переменных X, Y в Oq. Поэтому, совершая, если
необходимо, замену переменных, можно считать, что ν(X), ν(Y ) � 0. Следующее утверждение при
n � 3 доказано в [8, предложение 2.2].

Предложение 1. Пусть f ∈ Oq и ν(f) > 0. Тогда в f входит одночлен с положительным
значением ν.

Доказательство. Пусть
f =

∑
m,d∈Z

λm,dX
mY d, λm,d ∈ k∗. (4)

Тогда
XfX−1 =

∑
m,d∈Z

λm,dq
dXmY d. (5)

Выберем один из одночленов λm0,d0X
m0Y d0 в f и рассмотрим элемент g = f − q−d0XfX−1. Если

g �= 0, то g содержит меньшее число одночленов. Поэтому в этом случае мы можем воспользоваться
индукционными соображениями, поскольку

ν(g) � min(ν(f), ν(−q−d0XfX−1)) = min[ν(f), ν(f)] = ν(f) > 0.

Предположим, что f = q−d0XfX−1. Из (4), (5) вытекает, что

f = h(X)Y d0 ,

поскольку q не является корнем из 1. В этом случае перейдем к рассмотрению элемента Y fY −1.
Снова либо можно уменьшить число одночленов, либо f = θXmY d.

Теорема 4. Группа Γ порождается элементами ν(X), ν(Y ) и потому является свободной
абелевой группой. Пусть, например, ν(X) > 0 и f из (4). Тогда ν(f) = min[mν(X) + dν(Y )].

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что Γ �= 0. По предложению 1 либо
ν(X) > 0, ν(Y ) � 0, либо наоборот.

Предположим сначала, что ν(X), ν(Y ) зависимы, т. е. ν(XmY n) = 0 для некоторой ненулевой
пары (m, n). Совершая замену переменных, можно предполагать, что ν(Y d) = dν(Y ) = 0 для
некоторого d > 0. Так как в линейно упорядоченной группе нет кручения, то ν(Y ) = 0. Таким
образом, если ν(X), ν(Y ) > 0, то можно дополнительно предполагать, что ν(X), ν(Y ) независимы.
Тогда в силу условий 1), 2) в определении 1 получаем требуемое утверждение, поскольку Γ—
свободная абелева группа с базой ν(X), ν(Y ).

Предположим, что ν(X) > 0, ν(Y ) = 0. Если f ∈ Oq \ 0, то f =
∑
i

Xihi(Y ), где hi(Y ) ∈ k[Y ±1].

По условиям 1) и 2) из определения 1 получаем, что ν(f) = min[mν(X) + ν(hi(Y ))] и при этом
ν(hi(Y )) � 0. Если бы выполнялось ν(hi(Y )) > 0, то ν(Y ) > 0 по предложению 1. Таким образом,
ν(hi(Y )) = 0 для всех i. Отсюда вытекает утверждение.

2. СОПРЯЖЕННОСТЬ В F
В этом разделе мы рассмотрим вопрос о сопряженности элементов в теле F . Напомним сначала

строение тела квантовых лорановских рядов F = kQ((X1, . . . , Xn)), n � 2, в смысле Мальцева—
Неймана. Элементами F являются все такие отображения f : Zn → k, что

supp f = {m ∈ Zn | f(m) �= 0}
является артиновым множеством относительно лексикографического порядка в Zn. Каждый эле-
мент f ∈ F , в том числе и нулевой, можно отождествить с рядом f =

∑
m∈Zn

f(m)Xm. Скажем,

что одночлен Xu из (3) входит (встречается) в f ∈ F , если f(u) �= 0. Через ν(f) обозначается
минимальный элемент из supp f . Нам потребуется
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Лемма 1 ([1]). Пусть ξXt—некоторый одночлен, ξ ∈ k∗. Если существует такое h ∈ Zn,
что t, h независимы в Zn, то найдется такой элемент ω ∈ k, что [ωXt−h, Xh] = ωXt−hXh −
− Xhωxt−h = ξXt.

Теорема 5. Пусть m = (m1, . . . , mn) ∈ Zn\0. Обозначим через d наибольший общий делитель
чисел m1, . . . , mn. Предположим, что z = ζXm + u ∈ F , где ζ ∈ k∗ и ν(u) > m = ν(z). Тогда
существует такой элемент w ∈ F , что ν(w) > 0 и (1−w)z(1−w)−1 = ζXm+v, где supp v ⊆ Zm

d

и ν(v) > m. Другими словами, ζXm + v является рядом от одной переменной X
m
d .

Доказательство. Можно считать, что supp u � Zm
d . Пусть ξXt0 —минимальный одночлен из u, не

лежащий в Zm
d . Тогда t0 и m

d , а следовательно, и t0−m, m независимы в Zn. По лемме 1 найдется
такой элемент ωt0X

t0−m, что [ωt0X
t0−m, ζXm] = ξXt0 . В силу выбора t0 имеем t0 � ν(u) > m.

Поэтому t0 − m > 0.
Пусть u = u′

t0 + u′′
t0 , где

supp u′
t0 ⊂ Z

m

d
, supp u′′

t0 ∩ Z
m

d
= ∅.

Тогда

(1 − ωt0X
t0−m)z(1 − ωt0X

t0−m)−1 = (1 − ωt0X
t0−m)z

∑
j�0

(ωt0X
t0−m)j =

= z + z
∑
j�1

(ωt0X
t0−m)j −

∑
j�0

ωt0X
t0−mz(ωt0x

t0−m)j = z − [ωt0X
t0−m, z]

∑
j�0

(ωt0X
t0−m)j =

= ζXm + u′
t0 + u′′

t0 − ζXt0 − [ωt0X
t0−m, z]

∑
j�1

(ωt0X
t0−m)j = ζXm + u′

t1 + u′′
t1 , (6)

где t1 —минимальный элемент из носителя элемента (6), не лежащий в Zm
d . При этом t1 = ν(u′′

t1)
и

supp u′
t1 ⊆ {supp u′

t0 ∪ [supp z + (1 + N)(t0 − m)]} ∩ Z
m

d
;

supp u′′
t1 ⊆ {(supp u′′

0 \ t0) ∪ [supp z + (1 + N)(t0 − m)]} ∩
(
Zn \ Z

m

d

)
.

Тогда
ν(u′′

t1) � min(supp u′′
0 \ t, m + 2(t0 − m)) > t0 = ν(u′

t0).
Продолжая этот процесс, получаем в Zn \Zm

d такие последовательность элементов t0 < t1 < . . ., а
в F последовательность элементов

u′
ts , u′′

ts , ν(u′′
ts) = ts, wts = ωtsX

ts−m, ωts ∈ k∗, s � 0,

supp(u′
ts+1

) ⊆ {supp u′
ts ∪ [supp zts + (1 + N)(ts − m)]} ∩ Z

m

d
;

supp(u′′
ts+1

) ⊆ {[suppu′′
ts \ ts)] ∪ [supp zts + (1 + N)(ts − m)]} ∩

(
Zn \ Z

m

d

)
,

что если zts = ζXm + u′
ts + u′′

ts , то zts+1 = (1 − wts)zts(1 − wts)−1. Кроме того,

supp(u′
ts+1

) ⊆ {supp u′
ts ∪ [supp zts + (1 + N)(ts − m)]} ∩ Z

m

d
;

supp(u′′
ts+1

) ⊆ {[suppu′′
ts − ν(u′′

ts)] ∪ [supp zts + (1 + N)(ts − m)]} ∩
(
Zn \ Z

m

d

)
.

Остается положить 1 − w =
∏
k

(1 − wtk) ∈ F .

Следствие 1 ([8, теорема 3.4]). Пусть γ ∈ AutF и n � 3. Тогда существуют такие элементы
γ1, . . . , γn ∈ k∗ и w ∈ F , ν(w) > 0, что

γ(Xi) = (1 − w)γiXi(1 − w)−1 (7)

для любого i = 1, . . . , n.
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Доказательство. По [1, теорема 2.2] в k существуют такие ненулевые элементы γ1, . . . , γn, что
γ(Xi) = γiX

ε
i + ui для любого i = 1, . . . , n, причем ε = ±1 не зависит от i. Кроме того,

ν(ul) > εν(Xl) (8)

для всех l = 1, . . . , n. Применяя автоморфизм Xl �→ γ−ε
l Xl, 1 � l � n, можно считать, что γi = 1

для всех i. Зафиксируем произвольный индекс i. По теореме 5, применяя сопряжение, можно
считать, что ui = ui(Xi). Тогда для любого индекса j �= i имеем

γ(XiXj) = γ(Xi)γ(Xj) = [Xε
i + ui(Xi)] [Xε

j + uj ] = qijγ(Xj)γ(Xi) = qij [Xε
j + uj ] [Xε

i + ui(Xi)].

Отсюда

ui(Xi)Xε
j + ui(Xi)uj + Xε

i uj = qijX
ε
jui(Xi) + qijujui(Xi) + qijujX

ε
i , (9)

где ν(ui) > εν(Xi), ν(uj) > εν(Xj). Пусть

ν(ui) + εν(Xj) = εν(Xi) + ν(uj) (10)

и младший член ui имеет вид θXs
i , s > ε. Тогда из (10) вытекает, что младший член uj имеет вид

τXs−ε
i Xε

j . Следовательно, в (9)

θXs
i X

ε
j + Xε

i τXs−ε
i Xε

j = qijX
ε
j θX

s
i + qijτXs−ε

i Xε
jX

ε
i ,

или θ + τ = q1−εs
ij + τ , т. е. θ = q1−εs

ij .
Так как n � 3, то существует индекс t, отличный от i, j. По аналогичным соображениям

получаем, что θ = q1−εs
it , что возможно только при 1 − εs = 0, поскольку мы рассматриваем

алгебры общих квантовых многочленов. Но ε = ±1. Отсюда s = ε < s, что невозможно.
Итак, предположение (10) неверно. Пусть

ν(ui) + εν(Xj) > εν(Xi) + ν(uj).

Тогда в (9) имеем Xε
i uj = qijujX

ε
i , откуда ν(uj) = εν(Xj), что невозможно в силу (8). Аналогично

рассматривается случай

ν(ui) + εν(Xj) < εν(Xi) + ν(uj).

Итак, ui = 0. Но тогда в (9) получаем Xε
i uj = qijujX

ε
i , т. е. uj = λXε

j , λ ∈ k, что противоречит (8),
если λ �= 0. Поэтому uj = 0 для любого j = 1, . . . , n.

Если ε = −1, то имеется автоморфизм ζ : F → F , при котором ζ(Xi) = X−1
i . Покажем, что это

невозможно. Пусть l —произвольное простое число. Рассмотрим ряд

f = l
√

1 + T = 1 +
∑
m�1

ωmTm ∈ Q[[T ]], ωm ∈ Q.

Так как f l = 1 + T , то

lωm +
∑

i1+...+iq=m
0�i1,...,iq<m

ωi1 . . . ωiq =

{
1, если m = 1,

0, если m > 1,
(11)

где ω0 = 1. Отсюда lω1 = 1. Индукцией по m с помощью (11) получаем, что для каждого m � 1
найдется такая степень d(m) числа l, что ld(m)ωm ∈ Z.

Возьмем теперь простое число l, отличное от характеристики основного поля k. В этом случае
найдется такой ряд f ∈ k[[Xi]] ⊂ F , что ν(f) = 0 и f l = 1 + Xi. Если автоморфизм τ в F
существует, то τ(f) ∈ F , причем τ(f)l = 1 + X−1

i . Таким образом, lν[τ(f)] = (−1, 0, . . . , 0) ∈ Zn,
что невозможно, ибо ν[τ(f)] ∈ Zn.
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3. АВТОМОРФИЗМЫ КВАНТОВЫХ ПЛОСКОСТЕЙ

В этом разделе мы рассмотрим строение группы автоморфизмов AutOq алгебры Oq при n = 2.
В алгебре Oq при данном предположении имеются две переменные X, Y , причем XY = qY X, где
q ∈ k∗ не является корнем из 1. Следующая теорема в случае, когда r = n = 2 и γ —автоморфизм
алгебры Oq, доказана в [18, следствие 3.5].

Теорема 6. Пусть γ—эндоморфизм алгебры Oq с n = 2. Если r = n = 2, то существуют
такие целые числа l, s, t, v и ненулевые коэффициенты β, ξ ∈ k, что

γ(X) = βX lY s, γ(Y ) = ξXtY v, (12)

lv − st = 1. (13)

В частности, γ является автоморфизмом.
Если r = 1 и γ(Y ) �= 0, то существует такие элемент h ∈ k[X±1] и коэффициент β ∈ k∗,

что
γ(X) = βX, γ(Y ) = h(X)Y. (14)

Если r = 0, то любой автоморфизм алгебры Oq является торическим.

Доказательство. Пусть r = 2. В этом случае группа обратимых элементов алгебры Oq состо-
ит из всех одночленов. Поэтому выполнено равенство (12). Как и в [11, с. 225], получаем, что
справедливо равенство (13).

Пусть r = 1. Тогда группа обратимых элементов алгебры Oq состоит из всех одночленов отно-
сительно X. Поэтому γ(X) = βX l, где l ∈ Z. Пусть ξXtY v —произвольный одночлен из γ(Y ). Из
тождества XY = qY X получаем равенство (13) с s = 0, т. е. lv = 1. Так как v � 0, то l = v = 1.
Отсюда вытекает (14).

Пусть, наконец, r = 0. Как показано в [13, пример II.1.2, c. 136, 137] главные идеалы OqX, OqY
являются единственными собственными первичными идеалами в Oq бесконечной коразмерности.
Поэтому если γ —автоморфизм Oq, то либо γ(OqX) = OqY , γ(OqY ) = OqX, либо γ(OqX) = OqX,
γ(OqY ) = OqY . В первом случае γ(X) = uY , γ(Y ) = Xv, где u, v ∈ Oq. Тогда γ−1(X) = u1Y ,
γ−1(Y ) = Xv1, где u1, v1 ∈ Oq. Следовательно, X = γ−1[γ(X)] = γ−1(u)Xv1, откуда u ∈ k∗.
Аналогично, v ∈ k∗. Но тогда

γ(XY ) = uvY X = uvq−1XY = γ(qY X) = quvXY,

что невозможно.
Пусть γ(X) = Xh, γ(Y ) = gY , где h, g ∈ Oq. Аналогично, γ−1(X) = Xh1, γ−1(Y ) = g1Y для

некоторых h1, g1 ∈ Oq. Отсюда

X = γ−1[γ(X)] = γ−1(Xh) = Xh1 · γ−1(h),

т. е. h1γ(h) = 1 и h1, h ∈ k∗. По тем же соображениям g ∈ k∗, т. е. γ является торическим
автоморфизмом.

Как уже отмечалось выше, в работе [19] показано, что если r = n и алгебра Oq (не обязательно
общая) проста, то в ней любой эндоморфизм является автоморфизмом. Кроме того, заметим, что
при r = 1 в Oq любой эндоморфизм, отображающий Y в нуль, имеет вид X �→ βXm, Y �→ 0, где
m ∈ Z и β ∈ k.

При r = 2 сопоставим каждому автоморфизму γ из теоремы 6 матрицу

π(γ) =
(

l s
t v

)
∈ SL(2, Z). (15)

Предложение 2. Отображение π : AutOq → SL(2, Z) из (15) является эпиморфизмом.

Доказательство. Пусть γ из (12) и φ ∈ AutOq, где

φ(X) = ζXuY d, φ(Y ) = ωXwY r, ζ, ω ∈ k∗,
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причем ur − dw = 1. Тогда

γφ(X) = β(ζXuY d)l(ωXwY r)s = ηX lu+swY ld+sr;

γφ(Y ) = ξ(ζXuY d)t(ωXwY r)v = ω′Xtu+vwY td+vr,

где η, ω′ ∈ k∗. При этом

π(γφ) =
(

lu + sw ld + sr
tu + vw td + vr

)
=
(

l s
t v

)(
u d
w r

)
= π(γ)π(φ).

Опишем теперь строение конечных подгрупп G в группе AutOq. Следующее утверждение хо-
рошо известно.

Предложение 3 ([5, § 13]). Пусть G—конечная подгруппа в группе AutOq при r = 2. Тогда
π(G)—циклическая группа порядка 1, 2, 3, 4, 6.

Рассмотрим теперь конкретные случаи. Если r = 0, то в силу теоремы 6 торический автомор-
физм γ из (2) с γ1 = β, γ2 = ξ имеет конечный порядок d в том и только в том случае, когда
β, ξ ∈ k являются корнями степени d из 1.

Пусть r = 1 и γ из (14). При любом натуральном числе m имеем

γm(X) = βmX, γm(Y ) = h(βm−1X) . . . h(βX)h(X)Y.

Следовательно, если порядок γ равен d, то h = ξ ∈ k и βd = ξd = 1.
Рассмотрим теперь случай, когда r = 2.

Предложение 4. Пусть матрица A ∈ SL(2, Z) имеет порядок 2. Тогда A = −E.

Доказательство. Заметим, что X−1AX = −E для некоторой комплексной матрицы X. Отсюда
A = X(−E)X−1 = −E.

Следствие 2. Пусть γ—автоморфизм алгебры Oq, причем r = 2. Если π(γ) ∈ SL(2, Z) имеет
порядок 2, то γ является зеркальным автоморфизмом порядка 2.

Предложение 5. Пусть A ∈ SL(2, Z) имеет порядок 4. Существуют такие матрица C ∈
∈ SL(2, Z) и число ε = ±1, что

CAC−1 =
(

0 ε
−ε 0

)
. (16)

Доказательство. По предложению 4 получаем A2 + E = 0. Следовательно, минимальный мно-
гочлен матрицы A равен T 2 + 1 ∈ Z[T ]. Таким образом, Z2 является модулем над евклидовым
кольцом Z[i] � Z[T ]/(T 2 + 1). Следовательно, Z2 является прямой суммой циклических Z[i]-мо-
дулей. Ясно, что таких модулей не может быть два, т. е. Z2 является свободным Z[i]-модулем.
Остается в Z2 = Z[i] взять базис 1, i свободной абелевой группы.

Следствие 3. Пусть γ—автоморфизм алгебры Oq, где r = 2, причем порядок матрицы
π(γ) ∈ SL(2, Z) равен 4. Тогда в Oq существует такая замена переменных

X ′ = Xm11Y m12 , Y ′ = Xm21Y m22 , (17)

C =
(

m11 m12

m21 m22

)
∈ SL(2, Z),

что
γ(X ′) = β(Y ′)ε, γ(Y ′) = ξ(X ′)−ε, (18)

где β, ξ ∈ k. При этом автоморфизм γ имеет порядок 4.

Доказательство. Пусть γ имеет вид (12), где по (13)

A =
(

l s
t v

)
∈ SL(2, Z).
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По предложению 5 существует такая матрица C ∈ SL(2, Z), что CAC−1 имеет вид (16). Поэтому,
совершив замену переменных с помощью матрицы C, как указано выше, мы получаем, что в новых
переменных X ′, Y ′ автоморфизм γ имеет требуемый вид (18).

Заметим, что

γ2(X ′) = β[ξ(X ′)−ε]ε = βξε(X ′)−1;

γ2(Y ′) = ξ[β(Y ′)ε]−ε = ξβ−ε(Y ′)−1.

Поэтому при любых ξ, β автоморфизм γ из (18) имеет порядок 4.

Предложение 6. Пусть A ∈ SL(2, Z) имеет порядок 3 или 6. Существуют такие матрица
C ∈ SL(2, Z) и число ω = ±1, что

CAC−1 =




(
0 ω

−ω −1

)
, если порядок A равен 3,

(
0 ω

−ω 1

)
, если порядок A равен 6.

Доказательство. Минимальный многочлен матрицы A над C и над Z имеет вид T 2−εT +1 ∈ Z[T ],
где ε = trA ∈ Z. Но этот многочлен должен делить либо T 3 − 1, либо T 6 − 1. Поэтому ε = ±1.
Таким образом, как и в предложении 5, имеется изоморфизм модулей

Z2 � Z

[
exp

2π

3

]
� Z[T ]/(T 2 − εT + 1)

над кольцом главных идеалов Z[exp 2π
3 ]. Поэтому в Z2 � Z[exp 2π

3 ] выбираем базис 1, exp 2π
3 сво-

бодной абелевой группы.

Следствие 4. Пусть γ—автоморфизм алгебры Oq, причем порядок матрицы π(γ) ∈ SL(2, Z)
равен либо 3, либо 6. Тогда в Oq существует такая замена переменных вида (17), что

γ(X ′) = β(Y ′)ω, γ(Y ′) = ξ(X ′)−ω(Y ′)ε,

где β, ξ ∈ k∗, ω = ±1 и

ε =

{
−1, если порядок π(γ) равен 3,

1, если порядок π(γ) равен 6.

Во всех случаях порядок γ равен порядку π(γ).

Доказательство. Нам нужно проверить лишь последнее утверждение. Пусть ε = −1 и порядок
π(γ) равен 3. Тогда

γ2(X) = β
[
ξX−ωY −1

]ω =

{
βξX−1Y −1 при ω = 1,

βξ−1Y X−1 = βξ−1qX−1Y при ω = −1.

Отсюда при ω = 1 получаем

γ3(X) = βξγ(X)−1 = βξβ−1ξ−1Y −1(X−1Y −1)−1 = X.

При ω = −1 получаем

γ3(X) = βξ−1qγ(X)−1γ(Y ) = βξ−1q(βY −1)−1(ξXY −1) = βξ−1qβ−1ξY XY −1 = X.

Аналогично

γ2(Y ) = ξ(βY ω)−ω(ξX−ωY −1)−1 = ξβ−ωξ−1Y −1Y X−ω = β−ωX−ωX−ω.

Отсюда γ3(Y ) = β−ω(βXω)ω = X. Таким образом, при ε = −1 порядки π(γ) и γ равны 3.
Если порядок π(γ) равен 6, то по доказанному порядки π(γ2) и γ2 совпадают и равны 3. Следо-

вательно, порядок γ равен 6.

Подведем итоги. Мы доказали, что справедлива
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Теорема 7. Пусть G—конечная группа автоморфизмов алгебры Oq = kq[X±1, Y ±1] (т. е.
r = n = 2). Тогда π(G) = 〈τ〉 является циклической группой порядка 1, 2, 3, 4, 6, причем
порядок τ совпадает с порядком π(G). Если G+ —подгруппа всех торических автоморфизмов
из G, то G+�G и группа G является полупрямым произведением G = G+�〈τ〉. В зависимости
от порядка τ в Oq можно выбрать согласованную систему неизвестных X, Y , указанную
в следствиях 2, 3, 4.

4. АВТОМОРФИЗМЫ МАЛЬЦЕВСКИХ РЯДОВ

В этом разделе мы рассмотрим непрерывные автоморфизмы тела F при любом n � 2. Напомним,
что автоморфизм γ тела F непрерывен, если он однозначно определяется своими значениями γ(Xi),
1 � i � n.

Теорема 8. Пусть γ—непрерывный эндоморфизм тела F . Тогда существуют такие эле-
менты w ∈ F и β, ξ ∈ k∗, что ν(w) > 0 и

γ(X) = (1 − w)βXY s(1 − w)−1, γ(Y ) = (1 − w)ξY (1 − w)−1 (19)

для некоторого s ∈ Z.

Доказательство. Предположим, что βX lY s, ξXtY v —младшие члены γ(X) и γ(Y ) соответствен-
но относительно лексикографического порядка в Z2. Как и в теореме 6, получаем (13). Из (13)
следует, что (t, v) /∈ Z(l, s) в Z2. Применяя, если необходимо, сопряжение с помощью некоторого
элемента из F , в силу теоремы 5 можно считать, что supp γ(X) ⊂ Z(l, s). Представим γ(Y ) в виде
AXtY v + B, где supp A ⊂ Z(l, s) и

supp B ∩ [(t, v) + Z(l, s)] = ∅.

Тогда

0 = γ(XY − qY X) = γ(X)(AXtY v + B) − q(AXtY v + B)γ(X) =

= [γ(X)AXtY v − qAXtY vγ(X)] + [γ(X)B − qBγ(X)]. (20)

Так как supp γ(X), supp A ∈ Z(l, s), то

supp[γ(X)AXtY v − qAXtY vγ(X)] ⊂ (t, v) + Z(l, s),

supp[γ(X)B − qBγ(X)] ∩ [(t, v) + Z(l, s)] = ∅.

Следовательно, (20) влечет
γ(X)B − qBγ(X) = 0. (21)

Предположим, что B �= 0 и ζXaY b—минимальный одночлен из B. Сравнивая минимальные члены
из (21), как и в теореме 6, получаем, что lb − as = 1, т. е.

(a, b) ∈ (t, v) + Z(l, s),

что невозможно. Итак, B = 0 и supp γ(Y ) ⊂ (t, v)+Z(l, s). В частности, supp γ(Y )∩Z(t, v) = (t, v).
Поэтому по теореме 5, применяя, если необходимо, сопряжение, мы можем считать, что γ(Y ) =
= ξXtY v. При этом изменится γ(X), но минимальный член βX lY s в γ(X) не изменится.

Из условия
0 = γ(XY − qY X) = γ(X)ξXtY v − qξXtY vγ(X)

вытекает, что для любого одночлена µXaY b из γ(X) имеем

(µXaY b)(ξXtY v) − q(ξXtY v)(µXaY b) = 0,

откуда av − bt = 1 и, следовательно, (a, b) ∈ (l, s) + Z(t, v). Итак,

supp γ(X) ⊂ (l, s) + Z(t, v). (22)

Заметим, что (1 − Y )−1 =
∑
j�0

Y j . Поэтому

[1 − γ(Y )]−1 =
∑
j�0

γ(Y )j =
∑
j�0

(ξXtY v)j ∈ F .
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Из этого следует, что t � 0, причем если t = 0, то v > 0. Кроме того, для любого целого числа b
имеем

(1 − XY b)−1 =
∑
j�0

(XY b)j .

Отсюда
γ[(1 − XY b)−1] =

∑
j�0

[γ(X)(ξXtY v)b]j ∈ F . (23)

Рассмотрим
supp[γ(X)(ξXtY v)b]j ∩ supp[γ(X)(ξXtY v)b]j

′
.

Если это пересечение непусто, то по (22) найдутся такие целые числа p, p′, что

(l, s)j + (t, v)p = (l, s)j′ + (t, v)p′,

откуда
(l, s)(j − j′) = (t, v)(p′ − p).

В силу (13) это влечет j = j′, p′ = p. Следовательно, в (23) нет сокращений, и поэтому
в γ(X)(ξXtY v)b показатель при X должен быть неотрицательным при любом целом b. Отсюда
следует, что t = 0, и тогда, как отмечено выше, v > 0. Таким образом, условие (13) имеет вид
1 = lv, откуда l = v = 1.

Итак, γ(X) = Xf(Y ), γ(Y ) = ξY . При этом f(Y ) = Y sg(Y ), где

g(Y ) =
∑
i�0

βiY
i, βi ∈ k, β0 �= 0.

Лемма 2. Существует такой ряд

d(Y ) = 1 +
∑
j�1

δjY
j ∈ k[[Y ]], δi ∈ k,

что g(Y ) = β0d(q−1Y )d(Y )−1.

Доказательство. Имеем g(Y )d(Y ) = β0d(q−1Y ). Поэтому

g(Y )d(Y ) = (βiY i)
(

1 +
∑
j�1

δjY
j

)
= β0 +

∑
m�1

β0(δm + β1δm−1 + . . . + βm−1δ1 + βm)Y m =

= β0d(q−1Y ) = β0 +
∑
m�1

β0δmq−mY m.

Отсюда для любого m � 1 получаем

δm = (q−m − 1)−1(β1δm−1 + . . . + βm−1δ1 + βm),

что позволяет по индукции найти d(Y ).

По доказанной лемме

Xf(Y ) = XY sg(Y ) = βXY sd(q−1Y )d(Y )−1 = d(Y )(βXY s)d(Y )−1.

Отсюда вытекает утверждение теоремы.

Следствие 5. Каждый непрерывный эндоморфизма тела F является автоморфизмом.

Если z ∈ F , то через Ad z обозначим автоморфизм сопряжения с помощью элемента z в F ,
т. е. (Ad z)u = zuz−1 для всех u ∈ F .

Далее мы будем предполагать, что n � 2. Рассмотрим непрерывный автоморфизм γ тела F . По
следствию 1 при n � 3 автоморфизм γ имеет вид (7), а при n = 2 автоморфизм γ имеет вид (19).
Тогда γ = Ad(1 − w) · ψ, где при n � 3 автоморфизм ψ имеет вид ψ(Xi) = γiXi, 1 � i � n, а при
n = 2 автоморфизм ψ имеет вид ψ(X) = βXY s, ψ(Y ) = ξY . Во всех случаях положим z = 1 − w.

Лемма 3. Справедливо равенство ψ Ad z = [Adψ(z)]ψ.
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Доказательство. Для произвольного элемента a ∈ F получаем

[ψ(Ad z)]a = ψ(zaz−1) = ψ(z)ψ(a)ψ(z)−1 = [Adψ(z)]ψ(a).

Лемма 4. Если d � 1, то γd = [Ad[z · ψ(z) . . . ψd−1(z)]]ψd.

Доказательство. Достаточно применить индукцию по d и лемму 3.

Лемма 5. Если γ имеет конечный порядок d, то s = 0 в (19), ψ является торическим
автоморфизмом, ψd = 1 и

(1 − w)[1 − ψ(w)] . . . [1 − ψd−1(w)] = 1.

Доказательство. По лемме 4, (19) и (7) для i � 2 имеем

Xi = {Ad[(1 − w)[1 − ψ(w)] . . . [1 − ψd−1(w)]]}γdi Xi,

где γ2 = ξ, если n = 2. Из условия ν(w) > 0 вытекает, что γdi = 1. Кроме того, элемент

A = (1 − w)[1 − ψ(w)] . . . [1 − ψd−1(w)]

перестановочен с Xi, т. е. A ∈ k[[Xi]]. Следовательно, если n � 3, то A ∈ k[[X2]] ∩ k[[X3]] = k. Но
ν(w) > 0, и поэтому A = 1. Итак, в случае n � 3 утверждение доказано.

Пусть n = 2. Тогда a = A(Y ) ∈ k[[Y ]] и A ≡ 1 mod Y . По лемме 4 получаем

X = Aψd(X)A−1 = AβdXY s(ξY )s . . . (ξd−1Y )sA−1 = Aβdξs+...+s(d−1)XY dsA−1.

Отсюда s = 0 и βd = 1. Таким образом, ψ — торический автоморфизм, ψd = 1.

Предположим, что char k = p > 0 делит порядок d элемента γ из (7). Без ограничения общности
можно считать в этом случае, что d = p и ψp = 1. Так как автоморфизм ψ торический, то ψ = 1.
Отсюда γ = Ad(1 − w), причем (1 − w)p = 1 − wp = 1 по лемме 5. Поэтому w = 0 и γ = 1. Итак,
доказана

Лемма 6. Порядок автоморфизма γ из (7) взаимно прост с характеристикой поля k.

Пусть ωXu—наименьший член w в (7), где u ∈ Zn, u > 0 и ω ∈ k∗.

Лемма 7. Справедливо неравенство ψ(ωXu) �= ωXu.

Доказательство. Если ψ(ωXu) = ωXu, то по лемме 5 получаем

1 = (1 − w)[1 − ψ(w)] . . . [1 − ψd−1(w)] = 1 − dωXu + . . . ,

где . . .— сумма одночленов, больших чем ωXu. Таким образом, dωXu = 0, что невозможно, ибо
ω �= 0 и d взаимно просто с характеристикой поля k по лемме 6.

Итак, ψ(ωXu) = ηωXu, где η ∈ k∗, η �= 1. Отсюда ψ(Xu) = ηXu. Положим Gu = ω
η−1Xu. Тогда

Gu − ψ(Gu) =
ω

η − 1
(Xu − ηXu) = −ωXu.

Следовательно,

(1 − Gu)(1 − w)[1 − ψ(Gu)]−1 = 1 − Gu − w + ψ(Gu) + . . . = 1 + . . . ,

где . . .— сумма одночленов, больших ωXu. Рассмотрим в F автоморфизм

Ad(1 − Gu)γ Ad(1 − Gu)−1 =

= Ad(1 − Gu) Ad(1 − w)ψ Ad(1 − Gu)−1 =

= Ad(1 − Gu) Ad(1 − w) Ad[1 − ψ(Gu)]−1ψ =

= Ad{(1 − Gu)(1 − w)[1 − ψ(Gu)]−1}ψ = Ad(1 − w1)ψ,

где ν(w1) > ν(w). Он имеет тот же порядок d, что и γ. Поэтому, повторяя эту процедуру, как и
в [1], получаем, что доказана следующая
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Теорема 9. Пусть непрерывный автоморфизм γ тела F имеет конечный порядок. Тогда
Ad(1 − v)γ Ad(1 − v)−1 = ψ для некоторого элемента v ∈ F , где ν(v) > 0.

Положим
Yi = Ad(1 − v)−1(Xi), 1 � i � n. (24)

Так как γ = Ad(1 − v)−1ψ Ad(1 − v) в силу теоремы 9, то

γ(Yi) = Ad(1 − v)−1ψ Ad(1 − v)(Yi) = Ad(1 − v)−1ψ Ad(1 − v) Ad(1 − v)−1(Xi) =

= Ad(1 − v)−1ψ(Xi) = Ad(1 − v)−1γi(Xi) = γi[Ad(1 − v)−1](Xi) = γiYi. (25)

Итак, мы выбрали такую новую систему переменных Y1, . . . , Yn в F , что автоморфизм γ конечного
порядка из (7) имеет вид (25). Пользуясь теоремой 9 и применяя соображения из [8, теорема 3.10],
получаем, что справедлива

Теорема 10. Пусть G—конечная группа непрерывных автоморфизмов тела F . Тогда
Ad(1−v)G Ad(1−v)−1 для некоторого v ∈ F , ν(v) > 0, состоит из торических автоморфизмов.
Если Yi, 1 � i � n, — новая система неизвестных из (24), то выполнены равенства (25).

5. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В КВАНТОВЫХ ПЛОСКОСТЯХ

В этом разделе мы опишем такие линейные операторы d в F , что

d(ab) = d(a)b + γ(a)d(b) +
∑
s

θsαs(a)βs(b) (26)

для всех a, b ∈ F , где θs ∈ k и γ, αs, βs—элементы конечной группы G автоморфизмов тела F .
В этом разделе мы будем предполагать, что n � 2. Если θs = 0 для всех s в (26), то оператор d
называется γ-дифференцированием. Если дополнительно автоморфизм γ тождествен, то опера-
тор d является дифференцированием тела F . Внутреннее γ-дифференцирование adγ u задается
по правилу [adγ u](a) = ua − γ(a)u для всех a ∈ Oq.

В силу теоремы 10, переходя, если необходимо, к новой системе неизвестных X1, . . . , Xn, можно
считать, что каждый автоморфизм из G является торическим. Положим ui = d(Xi), 1 � i � n. Так
как XiXj = qijXjXi, то (26) влечет

uiXj + γ(Xi)uj − qij [ujXi + γ(Xj)ui] +

+
∑
s

θs[αs(Xi)βs(Xj) − qijαs(Xj)βs(Xi)] = d(XiXj) − qijd(XjXi) = 0.

Отсюда
[uiXj − qijγ(Xj)ui] + [γ(Xi)uj − qijujXi] + θijXiXj = 0, (27)

где θij ∈ k. Следующее предложение легко проверяется.

Предложение 7. Если набор элементов ui, 1 � i � n, удовлетворяет (27), то и набор
ui − (adγ z)Xi, 1 � i � n, также удовлетворяет (27) для любого z ∈ F .

Следующая лемма обобщает лемму 1.

Лемма 8. Пусть γ(Xi) = βiXi для некоторого i, где βi ∈ k∗, и задан одночлен v =
= αXm1

1 . . . Xmn
n , где α ∈ k∗ и mj ∈ Z, причем либо ms �= 0 для некоторого s �= i, либо

βi �= 1. Тогда существует такой одночлен ωvX−1
i , что [adγ(ωvX−1

i )]Xi = v.

Доказательство. Заметим, что из условия XiXsX
−1
i = qisXs вытекает XivX−1

i =
[∏
s

qms
is

]
v.

Следовательно,

(adγ ωvX−1
i )Xi = ω[v − γ(Xi)vX−1

i ] = ω

(
1 − βi

∏
s

qms
is

)
v.

Предположим, что
1 = βi

∏
s

qms
is . (28)
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По условию автоморфизм γ имеет конечный порядок d. Поэтому βdi = 1, откуда 1 =
∏
s

qdms
is . Из

независимости мультипараметров qis, s �= i, вытекает, что ms = 0 при всех s �= i. Таким образом,
(28) влечет βi = 1. Отсюда вытекает утверждение.

Теорема 11. Пусть элементы ui ∈ F , 1 � i � n, удовлетворяют равенствам (27). Если βi �= 1
для некоторого i, то существует такой элемент w ∈ F , что

ui = (adγ w)Xi, uj =
θij

1 − βi
Xj + (adγ w)Xj , j �= i.

Если βi = 1, для всех i = 1, . . . , n, то θij = 0 и существуют такие элементы w ∈ F , λi ∈ k, что
ui = λiXi + (ad w)Xi.

Доказательство. Предположим сначала, что βi �= 1. По лемме 8 найдется такой элемент w ∈ F ,
что ui = (adγ w)Xi. Поэтому, заменяя каждый элемент uj , 1 � j � n, на uj − (adγ w)Xj , можно
считать, что ui = 0. Тогда (27) имеет вид γ(Xi)uj − qijujXi + θijXiXj = 0. Домножая справа
на X−1

i , получаем
βiXiujX

−1
i − qijuj + θijqijXj = 0. (29)

Если v = ρXm1
1 . . . Xmn

n —одночлен из uj , j �= i, то из (29) вытекает, что

ρ

[
βi
∏
l

qml
il − qij

]
Xm1

1 . . . Xmn
n =

{
0, если ms �= δjs для некоторого s,

−θijqijXj в остальных случаях.
(30)

Если ms �= δjs для некоторого s, то

βi
∏
l

qml
il = qij . (31)

Но βi является корнем из 1, поскольку γ имеет конечный порядок d. Поэтому из (31) вытекает,
что

∏
l

qdml
il = qdij . В силу независимости мультипараметров qil, l �= i, получаем, что ml = δjl при

l �= i. Но тогда в (31) получаем βi = 1, что неверно.
Итак, uj = λjXj , λj ∈ k, и λj(βi − 1) = −θij по (30) при j �= i. Учитывая условие ui = 0,

получаем, что если βi �= 1 для некоторого i, то теорема доказана.
Предположим теперь, что βi = 1 для всех i. Тогда (27) имеет вид

[uiXj − qijXjui] + [Xiuj − qijujXi] + θijXiXj = 0. (32)

Зафиксируем индекс i. По леммам 8 и 1 можно считать, что ui = fi(Xi)Xi, где fi(Xi) ∈ k((Xi)).
Из (32) вытекает, что

XiujX
−1
i − qijuj = −uiXjX

−1
i + qijXjuiX

−1
i − θijqijXj ∈ k((Xi))Xj .

Если v = ρXm1
1 . . . Xmn

n —произвольный одночлен из uj , ρ ∈ k∗, то

XivX−1
i − qijv = ρ

[∏
s

qms
is − qij

]
v ∈ k((Xi))Xj .

Если ∏
s

qms
is = qij ,

то ms = δjs при s �= i, откуда v = ρXmi
i Xj для всех j �= i. Если же∏

s

qms
is − qij �= 0,

то снова v имеет такой же вид. Итак, uj = fj(Xi)Xj для любого j, где fj(Xi) ∈ k((Xi)).
Зафиксируем j �= i. По лемме 1 найдется такой элемент

w ∈ k((Xi)) ⊂ F ,

что
uj − (ad w)Xj = λjXj , λj ∈ k.
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Возьмем l �= j. Тогда (32) имеет вид

0 = [fl(Xi)XlXj−qljXjfl(Xi)Xl]+λj [XlXj−qljXjXl]+θljXlXj = [fl(Xi)−fl(qjiXi)]XlXj+θljXlXj ,

откуда
fl(Xi) − fl(qjiXi) + θij = 0,

и поэтому fl(Xi) = λl ∈ k и θlj = 0. Аналогично θjl = 0.

Дословно повторяя это доказательство, получаем новое доказательство следующего результата
из [18, следствие 2.6].

Теорема 12. Пусть ∂—дифференцирование алгебры Oq. Тогда существуют такие элемент
w ∈ Oq и коэффициенты λi ∈ k, что ∂(Xi) = λiXi + (ad w)Xi.

6. ДЕЙСТВИЯ ТОЧЕЧНЫХ АЛГЕБР ХОПФА

Применим результаты предыдущего раздела для описания алгебр Ли непрерывных дифферен-
цирований тела F при n � 2 и действий точечных конечномерных алгебр Хопфа на F . Назовем
дифференцирование ∂ тела F непрерывным, если оно однозначно определяется значениями ∂(Xi),
1 � i � n.

Предложение 8. Пусть ∂—непрерывное дифференцирование тела F . Тогда существуют
такой элемент w ∈ F и такие элементы λi ∈ k, что ∂(Xi) = λiX + (ad w)Xi при всех
i = 1, . . . , n.

Доказательство. Действительно, так как γ = 1, то βi = 1. Поэтому нужно применить теорему 11,
где θij = 0.

Рассмотрим непрерывное дифференцирование ∂i тела F , при котором ∂i(Xj) = δijXj , где
1 � j � n.

Предложение 9. Справедливы равенства [∂i, ∂j ] = 0, [∂i, ad w] = ad∂i(w). Если char k = p > 0,
то ∂pi = ∂i.

Доказательство. Имеем [∂i, ∂j ](Xs) = ∂i∂j(Xs) − ∂j∂i(Xs) = 0. Кроме того, ∂pi является непре-
рывном дифференцированием тела F , причем ∂pi =

∑
j

λj∂j + adw для некоторых λi ∈ k и w ∈ F
по предложению 8. Но ∂pi (Xs) = δisXs = λsXs + (ad w)Xs для любого индекса s. Поэтому

(ad w)Xs = (δis − λs)Xs. (33)

Если v = σXm1
1 . . . Xmn

n —одночлен из w, то

[(ad v)Xs]X−1
s = v − XsvX−1

s =
[
1 −

∏
l

qml
sl

]
v.

При этом по (33) этот одночлен должен либо иметь вид δis − λs, либо равняться нулю. Таким
образом, либо v ∈ k, либо 1 =

∏
l

qml
sl , т. е. ml = 0 для всех l �= s. Итак, либо ad w = 0, либо

w = σXm
s . Беря другую переменную Xj , j �= s, получаем, что всегда adw = 0.

Следствие 6. Алгебра Ли DerF всех непрерывных дифференцирований тела F имеет вид

DerF = (k∂1 ⊕ . . . ⊕ k∂n) ⊕ DerintF ,

где DerintF —идеал Ли внутренних дифференцирований. При этом L = k∂1⊕. . .⊕k∂n является
абелевой подалгеброй Ли в DerF . Более того, если γ—непрерывный торический автоморфизм
тела F , то γ∂i = ∂iγ для любого i.

Доказательство. Нужно проверить лишь последнее утверждение. Если γ из (2), то для любого j
имеем ∂iγ(Xj) = γjδijXj = γ∂i(Xj).
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Применим полученные результаты к изучению действий точечных алгебр Хопфа на теле F . Го-
ворят, что алгебра Хопфа H действует на ассоциативной алгебре A, если A является левым H-мо-
дулем, причем для любого h ∈ H и любых a, b ∈ A выполнено равенство h(ab) =

∑
h

h(1)(a)h(2)(b),

где ∆(h) =
∑
h

h(1)⊗h(2) ∈ H⊗H. В этом случае также говорят, что A является левой H-модульной

алгеброй. Алгебра Хопфа H действует непрерывно на теле F , если действие каждого элемента
h ∈ H на F однозначно определяется значениями h(Xi), 1 � i � n.

Алгебра Хопфа H над полем k точечна, если в ней все простые коподалгебры одномерны.
Следующая теорема принадлежит Тафту и Вильсону [16, теорема 5.4.1].

Теорема 13. Пусть H —точечная алгебра Хопфа. Тогда существует такая хопфова филь-
трация H0 ⊆ H1 ⊆ . . . на H, что

1) H0 = kG, где G— группа, состоящая из всех групповых элементов в H;
2) если x ∈ Hm, m � 1, то x =

∑
h,f∈G

xh,f , причем

∆(xh,f ) = xh,f ⊗ f + h ⊗ xh,f + w ∈ H ⊗ H, (34)

где w ∈ Hm−1 ⊗ Hm−1.

Обозначим через P
(m)
h,f подпространство всех элементов xh,f ∈ Hm, удовлетворяющих усло-

вию (34).

Предложение 10. Если x ∈ P
(m)
h,f , то xf−1 ∈ P

(m)
gf−1,1

.

Доказательство. Действительно,

∆(xf−1) = ∆(x)∆f−1 = ∆(x)(f−1 ⊗ f−1) =

= (x ⊗ f + h ⊗ x + w)(f−1 ⊗ f−1) = xf−1 ⊗ 1 + hf−1 ⊗ xf−1 + w(f−1 ⊗ f−1).

Зафиксируем теперь конечномерную точечную алгебру Хопфа H, действующую непрерывно на
теле F . Как отмечено выше, H0 = kG, причем группа G имеет конечный порядок M , поскольку
различные групповые элементы алгебры Хопфа независимы [16]. Переходя, если необходимо, по
теореме 10 к новой системе переменных, можно считать, что

g(Xi) = χ(g, Xi)Xi, i = 1, . . . n, (35)

для любого g ∈ G, где χ(g, Xi) ∈ k∗, 1 � i � n. В частности, каждый одночлен XMr1
1 . . . XMrn

n

инвариантен относительно G для любых целых чисел r1, . . . , rn ∈ Z. Положим

p =

{
1, если char k = 0,

char k в противном случае.

Утверждение 1. Если a—произвольный одночлен из F и h ∈ Ht, то ha = χ(h, a)a, где
χ(−, a) ∈ H∗. Если

a = XMptr1
1 . . . XMptrn

n , ri ∈ Z, (36)
то χ(−, g) = ε—коединица H.

Наша цель— показать, что утверждение 1 верно для всех элементов h ∈ Ht для любого t.
Отметим, что оно справедливо для t = 0. Пусть оно верно для некоторого t = m−1 � 0 и u ∈ Pm

γ,1.
Тогда

∆(u) = u ⊗ 1 + γ ⊗ u +
∑
j

φj ⊗ ψj , (37)

где φj , ψj ∈ Hm−1. Без ограничения общности можно предполагать, что ε(u) = 0, т. е. u ∈ H+ =
= ker ε. Тогда в (37) получаем

1 ⊗ u = (ε ⊗ 1)∆(u) = ε(γ) ⊗ u +
t∑

j=1

ε(φj) ⊗ ψj = 1 ⊗ u +
t∑

j=1

ε(φj) ⊗ ψj .
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Отсюда
t∑

j=1
ε(φj) ⊗ ψj = 0. Таким образом,

∆(u) = u ⊗ 1 + γ ⊗ u +
t∑

j=1

[φj − ε(φj)] ⊗ ψj .

Рассматривая аналогично (1 ⊗ ε)∆(u), получаем, что
t∑

j=1

[φj − ε(φj)] ⊗ ε(ψj) = 0.

Следовательно, в (37) можно считать, что u, φj , ψj ∈ H+. По (37) получаем, что

u(XiXj) = u(Xi)Xj + ξiXiu(Xj) + θ′XiXj ,

где
θ′ =

∑
s

χ(φs, Xi)χ(ψs, Xj) ∈ k.

Но XiXj = qijXjXi. Поэтому выполняются равенства (27), в которых ui = u(Xi), uj = u(Xj).
Применив теорему 11, получаем, что

u(Xi) = λiXi + (adγ w)Xi, i = 1, . . . , n,

где λi ∈ k и w ∈ F . При этом без ограничения общности можно дополнительно предполагать,
что 0 /∈ supp w. Предположим, что w �= 0. По условию алгебра Хопфа H конечномерна. Поэтому
найдется такой многочлен

F (T ) = F d + αd−1T
d−1 + . . . + α1T + α0 ∈ k[T ], (38)

что F (u)g = 0 для всех g ∈ F .

Предложение 11. Справедливо неравенство ν(w) > 0.

Доказательство. Выберем такой ненулевой элемент g ∈ F , чтобы элементы ν(g), ν(w) ∈ Zn не
были бы пропорциональными. В этом случае младшие члены g и w не коммутируют. Поэтому
ν[(adγ w)g] = ν(g) + ν(w). Таким образом, элементы ν(g) + ν(w), ν(w) ∈ Zn снова не пропорцио-
нальны. Индукцией по s � 1 проверяем, что ν[(adγ w)s(g)] = ν(g) + sν(w).

Предположим, что ν(w) < 0. Тогда ν[(adγ w)g] = ν(g) + ν(w) < ν(g). Отсюда ν(u(g)) =
= ν[(adγ w)g], и по индукции для любого натурального числа s получаем, что ν[us(g)] =
= ν[(adγ)s(g)] = ν(g) + sν(w). Как было отмечено выше F (u)g = 0, где F из (38). Следовательно,
ud(g) = − αd−1u

d−1(g) − . . . − α1u(g) − α0g, и поэтому

ν(g) + dν(w) � ν(g) + min[0, ν(w), . . . , (d − 1)ν(w)],

что невозможно, поскольку ν(w) < 0. Итак, ν(w) � 0. По предположению ν(w) �= 0. Отсюда
вытекает утверждение.

Положим f = u − adγ w. Из (37) вытекает, что

∆(f) = ∆(u) − ∆(adγ w) = f ⊗ 1 + γ ⊗ f +
t∑

j=1

φj ⊗ ψj , (39)

причем f(Xi) = λiXi для всех i, где λi ∈ k. Поэтому из индукционного предположения следует

Предложение 12. Если z—одночлен, то

f(z) = χ(f, z)z, χ(f, z) ∈ k. (40)

В частности, supp f(z) ⊆ supp z для любого элемента z ∈ F . Кроме того, если β ∈ Ht−1, то
[f, β]z = 0 для любого z ∈ F .
Предложение 13. Если β ∈ Hj, 0 � j � m − 1, то β(w) = ε(β)w.
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Доказательство. Предположим сначала, что j = 0 и β ∈ G. В этом случае для любого одночлена
a ∈ F в силу предложения 12 получаем

[u, β]a = [adγ w + f, β]a = [adγ w, β]a = wβ(a) − γβ(a)w − β[wa − γ(a)w] =

= [w − b(w)]β(a) − γβ(a)[w − β(w)] = adγ [w − β(w)] β(a).

Таким образом, [u, β] ≡ adγ [w − β(w)]β по модулю ядра действия H на F . Следовательно, для
любого натурального числа l получаем, что [u, β]l ≡ {adγ [w−β(w)]β}l. Предположим, что w �= β(w)
и Xs, s ∈ Zn, — младший одночлен из w − β(w). Выберем одночлен z = Xs′ , где s′, s независимы
в Zn. Как и в лемме 1, младший одночлен в

{adγ [w − β(w)]β}l (41)

равен X ls+s′ . Поскольку алгебра H конечномерна, то все элементы (41) зависимы. Это невозможно,
ибо у них разные младшие одночлены. Следовательно, w = β(w), т. е. для j = 0 утверждение
доказано.

Пусть для 0 � j − 1 утверждение верно и β ∈ H+ ∩ P j
δ,1. Предположим, что

∆(β) = β ⊗ 1 + δ ⊗ β +
∑
i

φ′
i ⊗ ψ′

i,

где φ′
i, ψ

′
i ∈ H+ ∩ Hj−1. В силу (37), предложения 12 и предположения индукции для любого

одночлена a получаем

[u, β]a = [adγ w, β]a = wβ(a) − γβ(a)w − β[wa − γ(a)w] =

= wβ(a) − γβ(a)w − β(w)a − δ(w)β(a) −
∑
i

φ′
i(w)ψ′

i(a) +

+ βγ(a)w + δγ(a)β(w) +
∑
i

φ′
iγ(a)ψ′

i(w) = − adδγ [β(w)]a.

Таким образом, можно считать, что adδγ [β(w)] ∈ H. Применяя соображения с младшим одночле-
ном, как и выше, в силу конечномерности H получаем, что β(w) = 0.

Предложение 14. Если z—одночлен, то χ(f, z) из (40) является корнем многочлена F (T )
из (38).

Доказательство. Поскольку F (u)z = 0 и ν(w) > 0, то по (40)

0 = fd(z) + αd−1f
d−1(z) + . . . + α0z = F [χ(f, z)]z.

Таким образом, число χ(f, z) является корнем F (T ).

Обозначим через H ′ подалгебру в H, порожденную Hm−1. Тогда H ′ является подалгеброй Хопфа
в H с дуальной алгеброй Хопфа H ′∗, в которой имеется конволютивное умножение χ ∗ χ′. По
предположению действие H ′ в Oq полупросто (см. утверждение 1). Поэтому имеется конечная
H ′∗-градуировка F =

⊕
χ∈H′∗

Fχ, где Fχ состоит из всех таких a ∈ F , что h(a) = χ(h)a для любого

h ∈ H ′. В силу утверждения 1 каждое Fχ является линейной оболочкой некоторых одночленов.

Предложение 15. Пусть χ, χ′ ∈ H ′∗. Тогда FχFχ′ ⊆ Fχ∗χ′ . В частности, Fε является подте-
лом в F , а каждое Fχ является Fε-бимодулем. Отображение f является дифференцированием
в Fε. Кроме того, w ∈ Fε.
Доказательство. Предположим, что a ∈ Fχ, b ∈ Fχ′ и ω ∈ H ′. Тогда

∆(ω) =
∑

ω(1) ⊗ ω(2) ∈ H ′ ⊗ H ′,

откуда

ω(ab) =
∑

ω(1)(a)ω(2)(b) =
∑

χ(ω(1))aχ′(ω(2))b = ab
∑

χ(w(1))χ
′(w(2)) = [(χ ∗ χ′)(ω)](ab).
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Следовательно, FχFχ′ ⊆ Fχ∗χ′ . Если a ∈ Fε и a−1 =
∑

χ∈H′∗
bχ, где bχ ∈ Fχ, то 1 =

∑
χ

abχ, причем

abχ ∈ FεFχ ⊆ Fχ. Отсюда abχ = 0 и bχ = 0 при χ �= ε. Поэтому a−1 ∈ Fε, и значит, Fε является
подтелом.

Если a, b ∈ Fε, то по (39) получаем

f(ab) = f(a)b + γ(a)f(b) +
∑

φj(a)ψj(b) = f(a)b + af(b).

Последнее утверждение вытекает из предложения 13.

Отметим, что в силу утверждениия 1 каждый одночлен вида (36) лежит в Fε.
Предложение 16. Выполняется тождество w = 0.

Доказательство. Пусть a—одночлен из Fε. По предложению 14 число значений χ(f,−) из пред-
ложения 12 конечно. С другой стороны, по предложению 15 для любого l � 1 элемент al принад-
лежит Fε. Применяя (39) и предложение 15, получаем, что

χ(f, al)al = f(al) =
l−1∑
s=0

asf(a)al−s−1 = lχ(f, a)al.

Таким образом, если характеристика поля равна нулю, то χ(f, a) = 0. В частности, f(w) = 0.
Поэтому если F (T ) из (38), то для любого z ∈ Fε имеем

0 = F (u)z =
∑
i

αi(adγ w + f)iz =
∑
i

(adγ)iz. (42)

Пусть w �= 0 и Xr, r ∈ Zn, — младший одночлен в w. Выберем одночлен вида (36), не перестано-
вочный с Xt. Как и выше, получается противоречие с (42).

Пусть теперь char k = p > 0. Предположим, что w �= 0 и w0 —наименьший ненулевой одночлен
из w. По теореме 5 существует такой элемент v ∈ F , что ν(v) > 0 и в w′ = (1 − v)w(1 − v)−1 все
одночлены перестановочны с w0 и между собой. Из доказательства этой теоремы видно, что каж-
дый одночлен из v является произведением одночленов из w и обратных к ним. Поэтому v, w′ ∈ Fε
по предложению 15. Следовательно, можно перейти в F к новым переменным (1 − v)Xi(1 − v)−1,
1 � i � n, и считать, что w = w′, т. е. все одночлены из w перестановочны между собой. Действи-
тельно, для любого g ∈ G имеем

g[(1 − v)Xi(1 − v)−1] = [(1 − g(v)]g(Xi)[1 − g(v)]−1 = (1 − v)χ(g, Xi)Xi(1 − v)−1

по (35) с учетом того, что v ∈ Fε и ε(g) = 1. Но тогда в силу предложения 12 и все элементы
f i(w), f j(w), где i, j � 0, также перестановочны.

На Fε элемент adγ w действует как ad w, причем [f, ad w] = ad f(w). Таким образом, по форму-
лам Джекобсона и в силу условия w ∈ Fε получаем, что

up = adwp + fp +
p−1∑
i=1

si(ad w, f),

где isi(x, y)—коэффициент при ζi−1 в adp−1(ζx + y)x. В силу коммутативности f i(w), f j(w)
получаем, что si(ad w, f) = 0 для всех i = 2, . . . , p−1. Таким образом, up = ad wp+fp+ad fp−1(w).

Лемма 9. Для любого j � 1 имеем upj = ad wpj + fpj + ad fpj−1(w).

Доказательство. Случай j = 1 уже разобран. Пусть утверждение верно для некоторого j. Тогда

up
j+1

= [adwpj + fp
j
+ ad fpj−1(w)]p = {ad[wpj + fp

j−1(w)] + fp
j}p =

= ad[wpj + fp
j−1(w)]p + fp

j+1
+ ad fp

j(p−1)[wpj
+ fp

j−1(w)] =

= ad[wpj+1
+ f (pj−1)p(w)] + fp

j+1
+ ad[fp

j(p−1)(wpj
) + fp

j(p−1)+pj−1(w)] =

= adwpj+1
+ fp

j+1
+ ad[fp

j+1
(w)],

поскольку f(wpj ) = 0 по предложению 15.
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Элементы up
j
, j � 0, линейно зависимы, и поэтому существует такой многочлен F (T ) =

=
∑
j

αjT
pj ∈ k[T ], что для любого одночлена z ∈ Fε

0 = F (u)z =
∑
j�0

αju
pj

(z) =
∑
j�1

αj [adwpj
+ fp

j
+ ad fp

j−1(w)]z + α0(ad w + f)z =

= F (ad w)z + F (f)z +
[∑
j�1

αj ad fp
j−1(w)

]
z = F (ad w)z + F (f)z + ad

[∑
j�1

αjf
pj−1(w)

]
z. (43)

По предложениям 12 и 14 получаем, что F (f)z = 0. Пусть w — сумма одночленов ws. Тогда∑
j�1

αjf
pj−1(w) =

∑
s

∑
j�1

αjχ(f, ws)p
j−1(ws).

Если χ(f, ws) = 0, то ∑
j�1

αjχ(f, ws)p
j−1(ws) = 0,

так как p � 2. Пусть χ(f, ws) �= 0. Тогда∑
j�1

αjχ(f, ws)p
j−1(ws) = χ(f, ws)−1[F (χ(f, ws)) − α0χ(f, ws)] = −α0.

Следовательно, во всех случаях ad
[ ∑
j�1

αjχ(f, ws)p
j−1ws

]
z = 0, и следовательно,

ad
[∑
j�1

αjf
pj−1(w)

]
z =

∑
s

ad
[∑
j�1

αjχ(f, ws)p
j−1ws

]
z = 0.

Поэтому в (43) получаем, что

0 = F (ad w)z =
∑
j�0

αj(ad wpj
)z = ad

[∑
j�0

αjw
pj

]
z. (44)

Выберем такой одночлен z ∈ Fε вида (36), чтобы каждый одночлен из w не коммутировал с z. Это
возможно по утверждениию 1. Сравнивая младшие одночлены в (44), получаем, что αj = 0 для
всех j � 0, т. е. F (T ) = 0, что противоречит предположению. Следовательно, w = 0.

Итак, u = f . Если g из (36) и t = m, то g ∈ Fε. Поэтому по предложениям 12, 15 получаем, что

u(g) =
n∑
j=1

XMpmr1
1 . . . X

Mpmri−1

i−1 u(XMpmri
i )XMpmri+1

i+1 . . . XMpmrn
n ,

причем
u(XMpmri

i ) = MpmriX
Mpmri
i = 0.

В силу последнего предложения мы можем совершить индукционный шаг. Таким образом, нами
доказана

Теорема 14. Пусть конечномерная точечная алгебра Хопфа H действует непрерывно на F .
Существует такая система неизвестных вида (24), что для любого одночлена v ∈ F от новых
переменных и любого h ∈ H имеем h(v) = χ(h, v)v, где χ(−, v) ∈ H∗.

Следствие 7. Пусть char k = p > 0. Тогда групповой элемент порядка p действует тожде-
ственно в F .
Доказательство. Пусть g ∈ G(H) имеет порядок p и v —произвольный одночлен. Тогда gv =
= χ(g, v)v, причем v = gpv = χ(g, v)pv, откуда χ(g, v)p = 1, и потому χ(g, v) = 1.

Рассмотрим множество FH всех инвариантов действия конечномерной точечной алгебры Хоп-
фа H на теле F . Напомним, что FH состоит из всех таких элементов f ∈ F , что h(f) = ε(h)f для
любого h ∈ H.
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Теорема 15. FH является подтелом в F , причем F имеет конечную правую и левую раз-
мерности над FH .

Доказательство. Несложно проверить, что F является подалгеброй в F . Предположим, что
f ∈ FH и f �= 0. Тогда 1 = f · f−1. Если h ∈ H и

∆(h) =
∑
h

h(1) ⊗ h(2) ∈ H ⊗ H,

то

ε(h) = h(1) =
∑
h

[h(1)(f)][h(2)(f
−1)] =

∑
h

[ε(h(1))f ][h(2)(f
−1)] = f

[∑
h

ε(h(1))h(2)

]
(f−1) = f ·h(f−1).

Поэтому h(f−1) = ε(h)f−1, т. е. f−1 ∈ FH .
Пусть H = Hm в теореме 13. В силу теоремы 14, переходя, если необходимо, к новой системе

неизвестных, получаем, что каждый элемент из (36) с t = m лежит в FH . Следовательно,

F =
∑

0�si<Mpm

FHXs1
1 . . . Y sn

n .

Приведем теперь характеризацию действия алгебры Хопфа H на F в других терминах. Для
любого m ∈ Zn в теореме 14 положим χ(−, m) = χ(−, Xm). Заметим, что отображение h → χ(h, m)
мультипликативно, т. е. каждое χ(−, m) является характером. В силу конечномерности алгебры
Хопфа H имеется конечное число различных, и потому независимых, характеров

χ(−, m1), . . . , χ(−, ms). (45)

Для любых m, m′ ∈ Zn справедливы равенства

χ(h, m + m′)Xm+m′
= [χ(−, m) ∗ χ(−, m′)](h)Xm+m′

. (46)

Таким образом, χ(−, m + m′) = χ(−, m) ∗ χ(−, m′).
Пусть U —подмножество всех таких m ∈ Zn, что χ(h, m) = ε(h) для всех h ∈ H. В силу

(46) и (45) U является подгруппой конечного индекса в Zn, причем Zn/U = {m1 +U, . . . , ms +U}.
Обозначим через Γ групповую k-алгебру группы Zn/U . Зададим действие дуальной алгебры

Хопфа Γ∗ на Oq, полагая χ(Xm) = χ(m)Xm для любого χ ∈ Γ∗ и любого m ∈ Zm. Здесь
X1, . . . , Xn—новая система неизвестных из теоремы 14.

Предложение 17. Зададим отображение π : H → Γ∗ по правилу: если h ∈ H и m ∈ Zn, то
[π(h)](m) = χ(h, m). Это отображение является сюръективным гомоморфизмом алгебр Хопфа.

Доказательство. Для любого m ∈ Zn (см. [16]) имеем

[π(h1h2)](m) = χ(h1h2, m) = χ(h1, m)χ(h2, m) = [π(h1) ∗ π(h2)](m).

Предположим, что ∆(h) =
∑
h

h(1) ⊗ h(2) ∈ H ⊗ H. Тогда для любых m′, m′′ ∈ Zn по (46) и [16]

имеем

[∆π(h)](m′, m′′) = [π(h)](m′ + m′′) = χ(h, m′ + m′′) =

= (χ(−, m′) ∗ χ(−, m′′))(h) =
∑
h

χ(h(1), m
′)χ(h(2), m

′′) = [(π ⊗ π)∆(h)](m′, m′′).

Аналогично
ε[π(h)] = χ(h, 0) = π[ε(h)], [Sπ(h)](m) = χ(h,−m) = π(Sh).

Сюръективность π вытекает из того, что dim Γ∗ = |Zn/U | = s.

Заметим, что композиция гомоморфизма π и действия Γ∗ на F совпадает с исходным действи-
ем H на F . Итак, справедлива

Теорема 16. Каждое непрерывное действие конечномерной точечной алгебры Хопфа H на F
является композицией гомоморфизма π и действия Γ∗ на F . При этом алгебра Хопфа Γ∗
коммутативна, кокоммутативна и точечна.
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7. ПУАССОНОВЫ СКОБКИ

Пуассоновой скобкой на ассоциативной k-алгебре A называется k-билинейное умножение
{, } : A ⊗ A → A, причём выполнены следующие условия:

1) A является алгеброй Ли относительно умножения {x, y};
2) {xy, z} = {x, z}y + x{y, z} для всех x, y, z ∈ A.

Алгебра A с пуассоновой скобкой называется пуассоновой алгеброй.
Пуассоновы алгебры рассматриваются, например, в [14]. В [17] при некоторых предположениях

на мультипараметры показано, что для алгебры Oq с r = 0, n существует такая пуассонова алге-
бра Oq′ , что топологическое пространство примитивных (первичных) идеалов в Oq и пространство
симплектических (первичных пуассоновых) идеалов в Oq′ гомеоморфны.

В этом разделе мы опишем все пуассоновы скобки на общей алгебре Oq и на теле F . При этом
в случае тела F мы будет предполагать, что пуассонова скобка непрерывна, т. е. она однозначно
определяется элементами {Xi, Xj} для всех i, j. По свойству 2) отображение x �→ {y, x} является
дифференцированием алгебры Oq. Поэтому по теореме 12 и следствию 12 получаем, что

{b, a} =
n∑
i=1

αi(b)∂i(a) + [adw(b)]a, (47)

где α1, . . . , αn являются линейными функционалами на Oq (на F). Кроме того, w(b) ∈ Oq (соответ-
ственно w(b) ∈ F). Без ограничения общности можно считать, что у w(y) ненулевой постоянный
член. Так как пуассонова скобка антикоммутативна, то

0 = {a, a} =
∑
i

αi(x)∂i(a) + [adw(b)]a.

Полагая a = Xi, мы получаем
αi(Xi)Xi + [adw(Xi)]Xi = 0. (48)

Пусть

w(Xi) =
∑

m1,...,mn∈Z

ηm1,...,mnXm1
1 . . . Xmn

n ,

где ηm1,...,mn ∈ k. По [9, предложение 1.5] в (48) получаем

0 = αi(Xi)Xi + [adw(Xi)]Xi =

= αi(Xi)Xi +
∑

m1,...,mn∈Z

ηm1,...,mn

[∏
t>i

qmt
ti −

∏
i>t

qmt
it

]
Xm1

1 . . . X
mi−1

i−1 Xmi+1
i X

mi+1

i+1 . . . Xmn
n . (49)

Пусть ∏
t>i

qmt
ti −

∏
i>t

qmt
it (50)

отлично от нуля. Тогда из (49) получаем, что

m1 = . . . = mi−1 = mi+1 = . . . = mn = 0, αi(Xi) = 0. (51)

Если же (50) равно нулю, то в силу независимости мультипараметров qli, l �= i, снова получаем
условие (51). Итак, во всех случаях w(xi) ∈ k[X±1

i ], αi(Xi) = 0 для любого i.
Предположим, что 1 � i < j � n и w(Xi) =

∑
r∈Z\0

ξirX
r
i . В силу антикоммутативности пуассоно-

вой скобки из (47) вытекает, что

0 = {Xi, Xj} + {Xj , Xi} = αi(Xj)Xi + αj(Xi)Xj + [adw(Xj)]Xi + [adw(Xi)]Xj =

= αi(Xj)Xi + αj(Xi)Xj +
∑
r

ξir(qrji − 1)XiX
r
j +

∑
r

ξjr(1 − qrji)X
r
i Xj .

Поэтому ξis = ξjs = 0 при s �= 1 и αj(Xi) = αi(Xj) = 0. Более того, ξi1 = ξj1 = ξ ∈ k. Таким
образом, w(Xi) = ξXi, где ξ ∈ k.
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Следовательно, для любого одночлена a и любого индекса 1 � i � n получаем

0 = {Xi, a} + {a, Xi} = ξ(ad Xi)a +
n∑
j=1

αj(a)∂jXi + (ad w(a))Xi = αi(a)Xi + [ad(w(a) − ξa)]Xi.

Поэтому αi(a) = 0 и w(a) − ξa ∈ k[X±1
i ] для любого i. Следовательно, w(a) = ξa.

Теорема 17. Пусть на общей алгебре квантовых многочленов Oq (на теле F) задана пуас-
сонова скобка {x, y}. Тогда существует такой элемент ξ ∈ k, что {a, b} = ξ[a, b] для всех
a, b.

Доказательство. Мы уже показали, что {a, b} = ξ[ad w(a)]b = ξ[a, b] для любого одночлена a.
Это соотношение распространяется на любой элемент из Oq (из F).

Работа частично поддержана грантами РФФИ 03-01-00167, INTAS-00-566, НШ-1910.2003.1.
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АННОТАЦИЯ. Работа представляет собой обзор результатов, связанных с T -пространствами и их при-
ложениями. Доказана конечная базируемость широкого класса T-пространств над полем нулевой ха-
рактеристики, откуда следует положительное решение локальной проблемы Шпехта. Показано, что
в случае, когда характеристика основного поля больше нуля, аналоги полученных результатов места
не имеют. Получено отрицательное решение проблемы Мальцева о конечной базируемости тождеств
ассоциативных колец.
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ВВЕДЕНИЕ

Понятие T-пространства появилось сравнительно недавно (около 15 лет назад) у одного из авто-
ров настоящей работы в связи со следующими обстоятельствами. Одним из наиболее значительных
событий в теории PI-алгебр в 80-е годы стало положительное решение А. Р. Кемером проблемы
Шпехта (см. [15]). Работая над той же проблематикой, этот автор заметил, что при доказательстве
конечной базируемости систем обобщенных многочленов определенного типа (см. [7]) по существу
использовались только линейные действия и подстановки (умножения оказались не нужны), что
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привело к понятию T-пространства в алгебре обобщенных многочленов. Представляет интерес изу-
чение аналогичных объектов в свободной (относительно свободной) ассоциативной алгебре. Они,
как показано в работе, имеют важные приложения к теории PI-алгебр, в частности к вопросам ко-
нечной базируемости T-идеалов. Рост интереса к T-пространствам, как представляется, произошел
в связи с тем, что в конце 1997 года одним из авторов настоящей работы было доказано, что над
полем характеристики 2 T-пространство, порожденное многочленами x2

1 . . . x2
n, не имеет конечного

базиса (как T-пространство) даже по модулю очень простого тождества, как бы близкого к ком-
мутативности. В то время весьма серьезные математики занимались доказательством результата
в положительном направлении, поэтому первый контрпример был достаточно неожиданным. По-
явилось даже мнение, что ситуация в характеристике 2 является исключительной. Однако автор
первого примера высказал уверенность, что подобные конструкции имеются в любой характери-
стике p > 0. Результаты второго автора это полностью подтвердили. Основываясь на построенных
не конечно базируемых T-пространствах, практически одновременно сразу три автора построили
не конечно базируемые T-идеалы (см. [1, 9, 10, 22]). Читатель при желании может сам их срав-
нить и выбрать наиболее подходящий вариант. К понятию T-пространства приводят и некоторые
дополнительные соображения (см. ниже), так что, возможно, оно появлялось неявно и у других ав-
торов. Отметим также, что все основные понятия и задачи, связанные с T-пространствами, можно
рассматривать и в неассоциативном случае (см. [6, 11]).
Основные цели данной работы следующие.
1. Дать определение T-пространства (абстрактного T-пространства) и некоторых связанных с

этим понятием объектов, а также указать некоторые из предполагаемых направлений дальнейших
исследований (введение).
2. Доказать конечную базируемость широкого класса T-пространств над полем нулевой ха-

рактеристики (откуда следует положительное решение локальной проблемы Шпехта), а также
рассмотреть Z2-градуированные T-пространства, которым посвящено дополнение к главе 1. В [24]
показано, что с использованием Z2-градуированных T-пространств можно получить положитель-
ное решение проблемы конечной базируемости для T-пространств без каких-либо ограничений на
порождающие.
3. Показать, что в случае, когда характеристика p основного поля больше нуля (см. главы

2 и 3), аналоги результатов главы 1 места не имеют. Хотя в некоторых частных случаях, например
в коммутативном, любое T-подпространство относительно свободной алгебры конечно базируемо.
Заметим, что в главе 2 рассмотрен только случай p = 2, в то время как в главе 3 характеристика
ограничена лишь условием p > 0. Это может быть объяснено, во-первых, тем, что исторически
техника главы 2 возникла задолго до доказательства результатов главы 3, и, во-вторых, тем, что
в главе 2 используется интересный аналог Φ2 алгебры Грассмана, который, по-видимому, возможен
только в случае характеристики 2. С другой стороны, в главе 3 построено достаточно много не
конечно базируемых T-пространств. Например, в разделах 3.2 и 3.3 построены не конечно базиру-
емые T-пространства, порожденные многочленами, зависящими от конечного числа (двух и более)
переменных. В силу результатов работы [16] для T-идеалов не существует аналогов таких приме-
ров. В разделе 3.4 построены не конечно базируемые T-пространства, порожденные многочленами
ограниченной степени по каждой переменной. Эти T-пространства оказываются очень полезными
при построении не конечно базируемых T-идеалов. Все не конечно базируемые T-пространства раз-
делов 3.1—3.4 не конечно базируемы по модулю T-идеала, порожденного многочленом [x1, [x2, x3]],
и все вычисления производятся по модулю этого же T-идеала. Оставшиеся разделы главы 3 по-
священы построению не конечно базируемых T-идеалов. Например, показано, что мономиальные
контрпримеры существуют над всеми полями произвольной положительной характеристики. Так
же приведена общая схема, позволяющая строить не конечно базируемые T-идеалы из не конеч-
но базируемых T-пространств, удовлетворяющих некоторым достаточно слабым условиям. Более
того, если исходное T-пространство не конечно базируемо по модулю некоторого T-идеала Γ, то
получившийся T-идеал будет не конечно базируем по модулю некоторой степени Γ.
Наконец, результаты данного обзора дают отрицательное решение проблемы Мальцева о конеч-

ной базируемости тождеств ассоциативных колец (см. [25]).
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Итак, пусть F = k〈x1, . . . , xi, . . .〉— свободная счетно порожденная ассоциативная алгебра над
полем k и T—полугруппа эндоморфизмов (подстановок) алгебры F .
Эндоморфизм τ алгебры F , определяемый соответствием xi �→ gi, где gi ∈ F , будем называть

подстановкой типа (x1, . . . , xi, . . .) �→ (g1, . . . , gi, . . .). Обозначим через f τ образ многочлена f из
алгебры F относительно подстановки τ .
Подстановка τ называется регулярной, если она имеет тип (x1, . . . , xi, . . .) �→ (x1h1, . . . , xihi, . . .),

где hi—многочлены из алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉. Ясно, что множество T∗ регулярных подстано-
вок является подполугруппой полугруппы T.
Следуя [7] и [8], назовем векторное подпространство V алгебры F T-пространством, если

V замкнуто относительно подстановок (т. е. из f ∈ V и τ ∈ T следует, что f τ ∈ V ). Обозначим
через ST T-пространство, порожденное подмножеством S некоторого T-пространства. Другими
словами, ST есть минимальное T-пространство, содержащее S.
Аналогично определяются T∗-пространства алгебры F . Через ST∗

обозначим T∗-пространство,
порожденное множеством S. Назовем T-пространство (T∗-пространство) конечно порожденным,
если для некоторого его конечного подмножества S оно совпадает с ST (соответственно с ST∗

).
По определению T-идеал (T∗-идеал) алгебры F —это ее идеал, являющийся одновременно и

T-пространством (T∗-пространством).
Очевидным образом определяется правое действие полугрупп T и T∗ на любой относительно

свободной алгебре, на которой, следовательно, также можно ввести понятия T-пространства и
T∗-пространства.
Если k—коммутативное кольцо с единицей, то аналогичным образом можно ввести понятие

T-модуля (T-группы, если k = Z).
Ясно, что любое T-пространство в относительно свободной алгебре естественным образом наде-

ляется структурой унитарного правого kT-модуля (kT—полугрупповая k-алгебра). Это приводит
к следующему определению, существенно обобщающему предыдущее определение T-пространства.
Назовем T-пространством (абстрактным) над полем k любой унитарный правый kT-модуль.

Соответственно, морфизмами T-пространств являются гомоморфизмы их как kT-модулей. Через
ST будем обозначать T-пространство, порожденное подмножеством S в некотором T-пространстве.
Аналогичным образом можно ввести понятие абстрактного T∗-пространства.
Пусть I —произвольный T-идеал алгебры F (возможно, нулевой). Относительно свободная алге-

бра F/I является, очевидно, циклическим kT-модулем, порожденным любой из своих переменных.
Согласно результатам первой главы, если k—поле нулевой характеристики, а идеал I содержит
многочлен Капелли, то этот циклический модуль нетеров. В качестве следствия получается ко-
нечная базируемость любого T-идеала, содержащего многочлен Капелли. На самом деле, соглас-
но [24], всякие условия на T-идеал I можно отбросить, т. е. F = xkT1 —нетеров kT-модуль. Пусть
C—класс kT-модулей, порожденный циклическим модулем F и замкнутый относительно взятия
подмодулей, фактор-модулей и конечных прямых сумм. Назовем C классом комбинаторных моду-
лей. Из сказанного выше следует, что в случае поля нулевой характеристики любой комбинатор-
ный модуль нетеров. В характеристике p > 0 это не так. Построение общей теории комбинаторных
модулей, как представляется, еще впереди. Они определенным образом связаны с некоторыми пра-
выми идеалами алгебры kT. Было бы интересно описать радикал этой алгебры и фактор по нему.
Отметим, что все T-пространства, встречающиеся в работе, являются комбинаторными модулями.
Еще один круг вопросов, связанных с T-пространствами, представляет, на наш взгляд, опреде-

ленный интерес. Пусть A—произвольная k-алгебра и L—линейное подпространство алгебры A.
Подпространство V (L) свободной алгебры F , состоящее из многочленов f(x1, . . . , xn), для ко-

торых выполнено условие: для любых a1, . . . , an из алгебры A элемент f(a1, . . . , an) принадле-
жит L, является, очевидно, T-пространством (ассоциированным с L). Если L—идеал алгебры A,
то V (L)— T-идеал алгебры F , в частности, если L—нулевое подпространство, то V (L)—идеал
тождеств алгебры A, если L—центр алгебры A, то V (L)— T-пространство центральных много-
членов алгебры A. Возникает вопрос: может ли центр быть ненулевым, а T-пространство, ассо-
циированное с ним, совпадать с T-идеалом тождеств алгебры A. В связи с этим вопросом можно
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поставить следующую общую задачу. Скажем, что два подпространства L1 и L2 алгебры A являют-
ся T-эквивалентными, если V (L1) = V (L2). Нетрудно заметить, что это действительно отношение
эквивалентности, дающее некоторую классификацию подпространств алгебры A. Что из себя пред-
ставляет множество классов для конкретных алгебр? Например, для алгебры матриц над полем
нулевой характеристики, как можно показать, имеется всего четыре класса.
Следующая задача. Пусть теперь A—алгебра (r×r)-матриц над полем нулевой характеристики.

Если L—подпространство матриц с нулевым следом, то {[x1, x2]}T ⊂ V (L). Согласно результатам
главы 1 это T-пространство конечно порождено. Было бы интересно найти систему его порожда-
ющих. Легко видеть, что {[x1, x2]}T + V (0) = V (L). Если L—подпространство скалярных матриц
(центр алгебры A), то V (L)— T-пространство центральных многочленов алгебры матриц, кото-
рое, согласно результатам первой главы, конечно порождено. Было бы весьма интересно найти
систему порождающих этого T-пространства для конкретных небольших r (например, r = 2, 3).
При r = 2, согласно результатам Ю. П. Размыслова, T-идеал V (0) порожден стандартным тожде-
ством степени 4 и тождеством Холла. Достаточно правдоподобным кажется предположение о том,
что в данном случае T-пространство центральных многочленов порождено квадратом коммутатора
и указанными тождествами. И действительно, в работе [37] C. В. Охитин доказал, что в случае
r = 2 T-пространство центральных многочленов порождено квадратом коммутатора и многочленом
x1St4, где St4— стандартный многочлен степени 4, зависящий от x2, . . . , x5 (см. также [28]).
Наконец, сделаем еще несколько замечаний по поводу структуры данного обзора. Результаты

двух авторов обзора распределены по тексту следующим образом: главы 1 и 2 написаны А. В. Гри-
шиным; дополнение к главе 1 и глава 3 написаны В. В. Щиголевым. Обозначения этих частей
независимы и авторы почти не цитируют друг друга, за исключением нескольких случаев. Это
объясняется тем, что каждый из авторов получил свои результаты независимо. Во введении ис-
пользованы обозначения и терминология А. В. Гришина. Система обозначений второго автора
описана в разделе 3.1. Однако разница между обозначениями и терминологией авторов не так
велика, чтобы запутать читателя.

ГЛАВА 1

КОНЕЧНАЯ БАЗИРУЕМОСТЬ T -ПРОСТРАНСТВ

НАД ПОЛЕМ НУЛЕВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ

В настоящей главе для весьма широкого класса T-пространств над полем нулевой характеристики
доказывается их конечная порожденность как kT-модулей. Предварительно рассматривается ряд
важных примеров.

Теорема 1.1. Пусть F/I —относительно свободная алгебра, причем T-идеал I содержит
некоторый стандартный многочлен (или, что равносильно, многочлен Капелли). Тогда F/I —
нетеров kT-модуль.

Из этой теоремы следует конечная базируемость T-идеалов, содержащих многочлен Капелли,
а также многих других конкретных T-пространств, например T-пространства многочленов из алге-
бры F , принимающих значения в центре некоторой алгебры, удовлетворяющей тождеству Капел-
ли. Ясно, что утверждение теоремы равносильно утверждению о конечной базируемости любого
T-пространства в алгебре F/I.

1.1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ПРИМЕРЫ

I. Матричные T-пространства. Пусть kr —алгебра (r× r)-матриц, Mr — T-идеал тождеств ал-
гебры kr в алгебре F и GM(r, X) ∼= F/Mr —алгебра общих (r × r)-матриц, обычным образом
вложенная в алгебру k[X]r, т. е. алгебру (r× r)-матриц над кольцом (с единицей) коммутативных
многочленов k[X] от счетного множества переменных X = {x(α,β)

i | 1 � α, β � r, i = 1, 2, . . .},
x̄i =

∑
x

(α,β)
i eαβ , где eαβ —матричные единицы алгебры kr, x̄i—образ переменной xi (см. [7]).
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Рассмотрим в алгебре k[X] подалгебру Tr(r, X) = k[tr(GM(r, X))], порожденную единицей и сле-
дами всех общих матриц, а в алгебре k[X]r —подалгебру TrGM(r, X), порожденную алгебрами
GM(r, X), Tr(r, X) и единичной матрицей. Алгебра TrGM(r, X) естественным образом наделяется
структурой T-пространства. Отметим, что M1—это T-идеал, порожденный коммутатором, а M0—
T-идеал, порожденный одной переменной, т. е. M0 = F = (x1, . . . , xi, . . .). Кроме того, при r = 1
алгебры TrGM(1, X), Tr(1, X) и GM(1, X) совпадают.
Пусть теперь имеется s натуральных чисел r1, . . . , rs (не обязательно различных) и s счетных

множеств коммутативных переменных X1, . . . , Xs, причем Xi ∩ Xj = ∅, если i 
= j. Рассмот-

рим алгебры Tr(ri, Xi) и порожденную ими всеми подалгебру R в алгебре k[X], где X =
s⋃
i=1

Xi.

Алгебры TrGM(ri, Xi) можно рассматривать как подалгебры в алгебрах матриц k[X]ri . Пусть
Φi = R GM(ri, Xi)—алгебра, порожденная алгебрами R и TrGM(ri, Xi). Ясно, что на алгебре Φi

корректно вводится T-структура, превращающая алгебры GM(ri, Xi) и TrGM(ri, Xi) в T-подпро-
странства в алгебре Φi.
В дальнейшем будет использоваться следующая R-алгебра, наделенная T-структурой:

Φ(r1, . . . , rs) = Φ1 ⊕ . . . ⊕ Φs.

II. Алгебра квазимногочленов. Пусть F̄ = F e
1 ⊕· · ·⊕F e

s —прямая сумма алгебр F e
i = Fi+kei, где

Fi—относительно свободная алгебра, ei—формально присоединенная к алгебре Fi единица, если
Fi не является алгеброй общих матриц, или соответствующая единичная матрица в противном
случае, x̄i = x

(1)
i + . . . + x

(s)
i , где x

(α)
i —образ переменной xi в алгебре Fi, k〈θ1, . . . , θi, . . .〉—

свободная счетно порожденная ассоциативная алгебра.
Назовем алгеброй F̄ -квазимногочленов с коэффициентами в поле k следующее свободное

произведение над k:
Q(F̄ ) = F̄ ∗k k〈θ1, . . . , θi, . . .〉.

В алгебре Q(F̄ ) каждый элемент (квазимногочлен) является линейной комбинацией выражений
следующего вида (квазиодночленов):

u0θi1u1 . . . θinun, (1.1)

где ui—одночлен из одной из алгебр F1, . . . , Fs или одна из единиц e1, . . . , es. Число n назовем

θ-степенью квазиодночлена (1.1), а число n +
n∑
i=0

deg ui— степенью этого квазиодночлена. Очевид-

ным образом определяются θ-степень и степень любого квазимногочлена из Q(F̄ ).
Скажем, что переменная xi входит в квазиодночлен (1.1) в степени m = p + q, если суммарная

степень вхождения образов переменной xi в одночлены u0, . . . , un равна p, а среди элементов
θi1 , . . . , θin ровно q совпадают с θi. В силу однородности по каждой переменной соотношений
в алгебре Q(F̄ ) это определение корректно переносится на любые ненулевые квазимногочлены,
однородные по xi.
Обозначим через Θ(F̄ ) идеал алгебры Q(F̄ ), порожденный всеми элементами θi. Пространство,

порожденное всеми одночленами θ-степени n, очевидным образом отождествляется с фактор-ал-
геброй Qn(F̄ ) = Θ(F̄ )n/Θ(F̄ )n+1; при этом Θ(F̄ )0 = Q(F̄ ), Q0(F̄ ) = F̄ .
Положим xi = x̄i + θi. Ясно, что элементы xi порождают свободную ассоциативную алгебру,

являющуюся подалгеброй алгебры Q(F̄ ), и мы имеем вложение алгебры F = k〈x1, . . . , xi, . . .〉 в ал-
гебру Q(F̄ ). Введем действие полугруппы T на алгебре Q(F̄ ) таким образом, чтобы оно продолжало
уже имеющееся действие этой полугруппы на алгебрах F и F̄ . Ясно, что достаточно определить
это действие на элементах θi. Пусть τ —подстановка типа xi �→ gi. Положим

θτi = xτi − x̄τi = gi(x1, . . . , xd) − gi(x̄1, . . . , x̄d),

т. е. θτi —это gi(x1, . . . , xd) без компоненты θ-степени нуль. Из этого определения действия полу-
группы T следует, что идеал Θ(F̄ ) и все его степени являются T-идеалами алгебры Q(F̄ ).
III. Алгебра матричных квазимногочленов. Рассмотрим теперь алгебру Φ(r1, . . . , rs)-квазимно-

гочленов с коэффициентами в поле k, обозначаемую через Q(Φ(r1, . . . , rs)), с действием полугруп-
пы T, аналогичным введенному выше: θτi = xτi − x̄τi .
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Имеется аналогичное разложение квазимногочленов из Q(Φ(r1, . . . , rs)) на квазиодночлены (1.1)
и вводятся понятия степени, θ-степени и степени вхождения переменной xi в квазиодно-
член (1.1), идеалов (Θ(Φ(r1, . . . , rs)))m и T-пространств Qn(Φ(r1, . . . , rs)). Ясно, что при F̄ =
= GM(r1, X1)e ⊕ . . . ⊕ GM(rs, Xs)e алгебра квазимногочленов Q(F̄ ) является T-подалгеброй
в Q(Φ(r1, . . . , rs)), причем объекты типа Θm, Qn первой алгебры являются T-подпространства-
ми аналогичных объектов второй алгебры.
Особую роль играет алгебра квазимногочленов Q(GM(r, X)e), которая, по сути дела, и рас-

сматривалась в [7] и [8], где доказано следующее утверждение, связанное с включением F̄ ⊂
⊂ Q(GM(r, X)e).

Предложение 1.1. F ∩ (Θ(GM(r, X)e))m = Mm
r .

Доказательство в разделе 1.2.

Следствие 1.1. F/Mm
r —T-подпространство в Q(GM(r, X)e)/(Θ(GM(r, X)e))m.

Следствие 1.2. Mn
r /Mn+1

r —T-подпространство в Qn(GM(r, X)e).

IV. Алгебра матричных квазимногочленов со следом. Пусть теперь

R = k[Tr(r1, X1), . . . ,Tr(rs, Xs)]—

введенная выше алгебра следов. Рассмотрим R-алгебру

QR(Φ(r1, . . . , rs)) = Φ(r1, . . . , rs) ∗ RR〈θ1, . . . , θi, . . .〉,
на которой аналогично предыдущему вводятся понятия степени, θ-степени, действие полугруппы T,
T-пространства ΘR(Φ(r1, . . . , rs))m, QR

n (Φ(r1, . . . , rs)). Отличие алгебры Q(Φ(r1, . . . , rs)) от алгебры
QR(Φ(r1, . . . , rs)) состоит в том, что в последней следы коммутируют с элементами θi.
Сопоставим каждому квазимногочлену первой алгебры точно такое же полиномиальное выра-

жение от элементов x
(j)
i , θi и следов из алгебры R, но рассматриваемое уже во второй алгебре.

Ясно, что такое сопоставление задает сюръективный гомоморфизм

π : Q(Φ(r1, . . . , rs)) → QR(Φ(r1, . . . , rs)).

V. Полное пространство квазимногочленов θ-степени n. Пусть F̄ = F (1) ⊕ F (2), где F (1) =

=
p⊕
i=1

F e
i , F

(2) =
q⊕
i=1

F e
p+i, a Fi—относительно свободные алгебры. Произвольный элемент из T-про-

странства Qn(F (1)) является линейной комбинацией выражений (1.1), где ui—одночлен одной из
алгебр F e

1 , . . . , F e
p . Но точно такие же линейные комбинации образуют, очевидно, T-подпростран-

ство в пространстве Qn(F̄ ). Таким образом, можно говорить о вложении в качестве T-подпро-
странств Qn(F (1)) и Qn(F (2)) в T-пространство Qn(F̄ ). Это позволяет рассмотреть T-пространство

Qn = lim−→Qn(F̄ ), где индуктивный предел берется по всем конечным прямым суммам
s⊕
i=1

F e
i . Все

рассматриваемые ниже T-пространства Qn(F̄ ) удобно считать погруженными в Qn.

VI. Элементарные пространства. Пусть F e
i0

, . . . , F e
in
—алгебры из числа прямых слагаемых

F e
1 , . . . , F e

s , составляющих алгебру F̄ (числа i0, . . . , in не обязательно попарно различны, и не
обязательно среди них есть все натуральные числа от 1 до s). Назовем блочным пространством
следующее T-подпространство пространства Qn(F̄ ):

Qn〈F e
i0 , . . . , F

e
in〉 =

⊕
(j1,...,jn)

F e
i0θj1F

e
i1 . . . θjnF e

in .

Из определения следует, что Qn(F̄ ) является конечной прямой суммой блочных пространств,
т. е.

Qn(F̄ ) =
⊕

(i0,...,in)

Qn〈F e
i0 , . . . , F

e
in〉.
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Пусть Vi0 , . . . , Vin — T-идеалы в алгебрах F e
i0

, . . . , F e
in
(возможно, совпадающие с Fiα или F e

iα
).

Ясно, что пространство

Qn〈Vi0 , . . . , Vin〉 =
⊕

(j1,...,jn)

Vi0θj1Vi1 . . . θjnVin ,

которое мы назовем элементарным, является T-подпространством соответствующего блочного
пространства. Всякое блочное пространство по определению является элементарным. Обозначим
через Qn〈F e

i0
, . . . , F e

in
〉(d) линейное подпространство в Qn〈F e

i0
, . . . , F e

in
〉, порожденное квазиодночле-

нами, зависящими только от переменных x1, . . . , xd. Аналогичным образом определяются линейные
подпространства Qn〈Vi0 , . . . , Vin〉(d). Идеалы Viα будем называть компонентами элементарного
пространства Qn〈Vi0 , . . . , Vin〉.
Дословно так же вводятся блочные пространства Qn(Φi0 , . . . ,Φin) и QR

n (Φi0 , . . . ,Φin) и их под-
пространства

V = Qn〈GM(ri0 , Xi0)
e, . . . ,GM(rin , Xin)e〉

и
V R = QR

n 〈GM(ri0 , Xi0)
e, . . . ,GM(rin , Xin)e〉,

а также их аналоги типа V (d), V R(d).
Назовем элементарным матричным пространством элементарное пространство вида

V = Qn〈GM(r0, X0)e, . . . ,GM(rn, Xn)e〉,
где GM(r, X) при r � 2—алгебра общих матриц, при r = 1—алгебра коммутативных многочленов,
а при r = 0—одна из алгебр с нулевым умножением вида

(x1, . . . , xi, . . .)m/(x1, . . . , xi, . . .)m+1,

вложенная произвольным образом в алгебру F/F 2. Это вложение нужно только для того, чтобы
находиться в рамках основного определения: все идеалы Vα лежат в соответствующих относитель-
но свободных алгебрах (согласовывать умножения не нужно: они нулевые).
Отметим, что GM(0, X)(d)—конечномерная алгебра вида

(x1, . . . , xd)m/(x1, . . . , xd)m+1

и фактор-алгебра k〈x1, . . . , xd〉/(x1, . . . , xd)l фильтруется идеалами

(x1, . . . , xd)m/(x1, . . . , xd)l,

где 0 � m < l, причем ассоциированные с этой фильтрацией факторы имеют вид GM(0, X)(d).
Напомним, что сложностью r(Fiα) относительно свободной алгебры Fiα называется сложность

многообразия Var(Fiα), которая является таким числом r, что kr ∈ Var(Fiα), но kr+1 /∈ Var(Fiα).
Сложность нильпотентной алгебры по определению равна нулю. Назовем сложностью блочного
пространства W максимум r(W ) всех сложностей r(Fiα) составляющих это пространство компо-
нент.
Назовем сложностью элементарного матричного пространства V = Qn〈GM(ri0 , Xi0), . . . ,

GM(rin , Xin)〉 число r(V ), равное максимуму всех чисел riα .
Назовем T-подпространство в Qn(F ) ограниченным, если оно порождено системой квазимно-

гочленов от конечного набора переменных x1, . . . , xd (которые могут реализовываться как x̄i или
как θi).
В силу того что T-идеал I, фигурирующий в формулировке основного результата, содержит

стандартный многочлен (или многочлен Капелли), он, как хорошо известно, содержит идеал Mm
r

для некоторых m и r. По тем же причинам любое T-пространство в алгебре F/I порождается
многочленами от конечного множества переменных x1, . . . , xd.
Так как T-пространство Qn(GM(r, X)), содержащее T-подпространство Mn

r /Mn+1
r (см. предло-

жение 1.1 и следствие 1.2), является элементарным, то для доказательства основного результата
достаточно доказать, что любое ограниченное T-подпространство в элементарном матричном про-
странстве конечно базируемо.
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Предложение 1.2. Если множества Xi1 , . . . , Xin попарно различны, то ограничение отобра-
жения π (см. п. IV) на T-пространство V является изоморфизмом T-пространств V и V R.

Доказательство в разделе 1.2.

Предложение 1.2 позволяет использовать следующую схему для доказательства конечной ба-
зируемости T-пространств. Ясно, что достаточно доказать конечную базируемость любого T-про-
странства в V = Qn〈GM(ri0 , Xi0)

e, . . . ,GM(rin , Xin)e〉, где Xiα 
= Xiβ при α 
= β, так как имеется
сюръективный морфизм его на аналогичное T-пространство с повторяющимися множествами Xiα .
Согласно предложению 1.2 это T-пространство изоморфно соответствующему T-пространству V R,
которое лежит в QR

n 〈Φi0 , . . . ,Φin〉. В последнем уже можно эффективно использовать технику
следов.

Предложение 1.3. Пусть x̄1, . . . , x̄r2 , ȳ —образы переменных x1, . . . , xr2 , y алгебры F в алгебре
общих матриц GM(r, X). Тогда

tr ȳ tr x̄1 . . . tr x̄r2 ∈ {tr x̄1, tr x̄1 tr x̄2, . . . , tr x̄1 . . . tr x̄r2}T.

Доказательство этого предложения (см. раздел 1.2) основано на одном важном свойстве много-
членов Капелли cn, т. е. многочленов из алгебры F вида

cn(x1, . . . , xn, y0, . . . , yn) =
∑

σ∈Sym(n)

(−1)σy0xσ(1)y1 . . . xσ(n)yn.

Хорошо известно (см. [39, с. 25]) следующее свойство многочленов Капелли: в алгебре
TrGM(r, X) имеет место соотношение

r2∑
i=1

cr2(x̄1, . . . , x̄iz̄, . . . , x̄r2 , ȳ0, . . . , ȳr2) = r tr z̄cr2(x̄1, . . . , x̄r2 , ȳ0, . . . , ȳr2). (1.2)

Следствие 1.3. T-пространство k[tr(GM(r, X))] порождается элементами

tr x̄1, tr x̄1 tr x̄2, . . . , tr x̄1 . . . tr x̄r2 .

VII. Пространства Капелли. Пусть r � 2 и C(r, X)— T-идеал в алгебре GM(r, X), порожден-
ный многочленом Капелли cr2 (идеал Капелли). Хорошо известно (см. [39]), что этот идеал отличен
от нуля и относительно свободная алгебра GM(r, X)/C(r, X) накрывается (в силу нильпотентности
ее радикала, доказанной в [27]) алгеброй F/Mm

r−1 для некоторого m. Назовем пространством Ка-
пелли в элементарном пространстве Qn〈GM(ri0 , Xi0)

e, . . . ,GM(rin , Xin)e〉 его T-подпространство,
имеющее вид V = Qn〈V0, . . . , Vn〉, где Vα—это T-идеал C(riα , Xiα) алгебры GM(riα , Xiα) (в случае
riα � 2) или алгебра GM(riα , Xiα)e. Заметим, что элементарное пространство является частным
случаем пространства Капелли (когда все Vα совпадают с алгебрами GM(riα , Xiα)e).
VIII. Пространства Размыслова. В [21] Ю. П. Размыслов построил центральный многочлен λr

алгебры GM(r, X), который обладает свойством, аналогичным свойству (1.2):

r2∑
i=1

λr(x̄1, . . . , x̄iz̄, . . . , x̄r2 , ȳ1, . . . , ȳr2−1) = r tr z̄λr(x̄1, . . . , x̄r2 , ȳ1, . . . , ȳr2−1). (1.3)

Пусть r � 2 и P (r, X)— T-идеал алгебры GM(r, X), порожденный многочленом Размыслова λr
(T-идеал Размыслова). Для дальнейших целей этот T-идеал более удобен, чем T-идеал Капелли,
так как в силу (1.3) имеет место включение

Tr(r, X)λr ⊂ Tr(r, T ) ∩ P (r, X).

При r = 1 в качестве λ1 можно взять любую переменную xi, и тогда P (1, X)—идеал в алгебре
коммутативных многочленов, порожденный всеми переменными.
Рассмотрим теперь элементарное пространство

V = Qn〈GM(ri0 , Xi0)
e, . . . ,GM(rin , Xin)e〉,



34 А. В. ГРИШИН, В. В. ЩИГОЛЕВ

и кольцо R, которое можно считать порожденным только кольцами Tr(riα , Xiα), отвечающими
компонентам пространства V , где rα � 1.
Ясно, что при надлежащей перенумерации достаточно рассмотреть элементарное пространство

вида

V = Qn〈GM(r0, X0)e, . . . ,GM(rn, Xn)e〉,
где Xi 
= Xj при i 
= j. Учитывая, что все множества Xi попарно различны, можно считать, что
V — T-подпространство в QR

n (Φ(r0, . . . , rn)).
Назовем пространством Размыслова с кратностями µi T-подпространство в V , имеющее вид

P = Qn(V0, . . . , Vn), где либо Vi—это T-идеал Pµi(ri, Xi) алгебры GM(ri, Xi) (в случае ri � 1),
либо Vi = GM(0, Xi).
В силу соотношений (1.2) и (1.3) пространства C и P устойчивы относительно умножения на

элементы кольца R. Так же, как и в случае идеала Капелли, и по аналогичным причинам идеал
Размыслова обладает следующим свойством: для любого натурального µ относительно свободная
алгебра GM(r, X)/Pµ(r, X) накрывается относительно свободной алгеброй F/Mm

r−1 для некоторо-
го m.
Пусть V̄ —блочное пространство, отличающееся от V тем, что на некоторых выделенных

компонентах, для которых ri—положительные числа, вместо алгебр GM(ri, Xi) стоят алгебры
GM(ri, Xi)/Pµi(ri, Xi). Обозначим через ∆ подмножество в {0, 1, . . . , n}, состоящее из номеров
этих выделенных компонент.
Рассмотрим морфизм T-пространств ϕ : V → V̄ , индуцированный каноническими гомоморфиз-

мами алгебр

ϕi : GM(ri, Xi) → GM(ri, Xi)/Pµi(ri, Xi).

Ясно, что

Kerϕ =
∑

Qn〈GM(r0, X0)e, . . . , Pµi(ri, Xi), . . . ,GM(rn, Xn)e〉,
где суммирование ведется по всем i из ∆.
С другой стороны, в силу наличия сюръективных гомоморфизмов относительно свободных ал-

гебр

ψi : F e/Mmi
si

→ GM(ri, Xi)e/Pµi
(ri, Xi),

где si = ri − 1, если ri � 1, m0, . . . , mn—некоторые натуральные числа, имеется сюръективный
морфизм T-пространств

ψ : V ′ = Qn〈F e/I0, . . . , F
e/In〉 → V̄ ,

где Iα совпадает с Mmα
sα
, если α ∈ ∆, и Iα = Mmα

sα
в противном случае.

Заметим, что вопросы о конечной базируемости T-пространств в V ′ очевидным образом с по-
мощью рассмотрения факторов M i

sα
/M i+1

sα
сводятся к аналогичным вопросам в конечном наборе

элементарных матричных пространств, связанных с V ′, имеющих на выделенных компонентах
сложность, меньшую сложности исходных выделенных компонент. Это обстоятельство являет-
ся весьма существенным в доказательстве основного результата, где используется, в частности,
индукция по так называемому типу τ(V ). Индукция проводится с помощью введенного выше
морфизма ϕ, называемого понижающим морфизмом по набору выделенных компонент с крат-
ностями µi.

IX. Лемма Артина—Риса. Будем отождествлять пространства V и V R (согласно предложе-
нию 1.2) и рассматривать V = Qn〈GM(ri0 , Xi0)

e, . . . ,GM(rin , Xin)e〉 как T-подпространство T-про-
странства RV . Зафиксируем некоторое натуральное число d, для которого любое T-пространство,
фигурирующее в формулировке основного результата, порождено многочленами от d перемен-
ных. Обозначим через R(d) подалгебру алгебры R, порожденную следами, зависящими только от
x1, . . . , xd. Для любой алгебры GM(ri, Xi), где ri � 1, рассмотрим идеал pi алгебры R(d) вида
pi = P (ri, Xi) ∩ R(d).
Пусть p1, . . . , pk —все такие идеалы (здесь k � n + 1). Будем называть их коммутативными

идеалами Размыслова алгебры R(d), ассоциированными с пространством V .
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Рассмотрим нетеров R(d)-модуль E = R(d)V (d) (его нетеровость следует из стандартных сооб-
ражений, использующих тождества типа Гамильтона—Кэли и теорему Ширшова о высоте), неко-
торый его подмодуль M и идеал I алгебры R(d). Согласно лемме Артина—Риса (см. [26]) для всех
натуральных чисел m, начиная с некоторого, имеет место равенство

Im+1E ∩ M = I(ImE) ∩ M).

Наименьшее из натуральных чисел, начиная с которого справедливо это равенство, будем на-
зывать показателем Артина—Риса пары (I, M).
В разделе 1.3 в качестве идеала I рассматривается p = p1, . . . , pk.

X. Унитарный принцип. В дальнейшем будет использоваться следующий факт, называемый
нами унитарным принципом.

Пусть S —некоторое множество квазимногочленов, зависящих от переменных x1, . . . , xd,
и g —квазимногочлен из T∗-пространства ST∗

, в который входят еще и дополнительные
переменные xd+1, . . . , xd+c. Тогда квазимногочлен g|xd+1=...=xd+c=1 принадлежит T∗-простран-
ству ST.
Специализация переменной xi = x̄i + θi в единицу означает замену x̄i на e, а θi на 0.

1.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЙ 1.1—1.3

I. Доказательство предложения 1.1. Ясно, что без ограничений общности можно считать,
что k—алгебраически замкнутое поле бесконечной степени трансцендентности над Q (например,
k = C). Согласно результатам Левина [36] алгебра F/Mm

r представима и многообразие, заданное
T-идеалом Mm

r , порождается конечномерной алгеброй A вида

A = (kr ⊕ . . . ⊕ kr) + N,

где N —нильпотентный идеал: Nm = 0. Пусть k[{x(j)
i , y

(j)
i }]—алгебра коммутативных многочленов

от счетного множества переменных {x(j)
i , y

(j)
i } и A∗ = k({x(j)

i , y
(j)
i })⊗k A—конечномерная алгебра

над полем k({x(j)
i , y

(j)
i }), имеющая, очевидно, те же тождества над k, что и алгебра A. Рассмотрим

в алгебре A∗ подалгебру общих элементов вида

x∗
i =

∑
x

(j)
i ⊗ ej +

∑
y

(j)
i ⊗ τj ,

где ej —базис над k пространства kr⊕. . .⊕kr, τj —базис пространства N , k〈x∗
1, . . . , x

∗
i . . .〉 = F/Mm

r .

Пусть L = k〈{∑x
(j)
i ⊗ ej}, {

∑
y

(j)
i ⊗ τj}〉—подалгебра в A∗, порожденная первым и вторым

слагаемыми элементов x∗
i , и

ϕ : Q(GM(r, X))/(Θ(GM(r, X)))m → L—

сюръективный гомоморфизм алгебр, задаваемый соответствием x̄i →
∑

x
(j)
i ⊗ ej , θi →

∑
y

(j)
i ⊗ τj .

Пусть f ∈ F ∩ (Θ(GM(r, X)))m. Тогда образ f относительно композиции канонического гомо-
морфизма и гомоморфизма ϕ равен нулю. Следовательно, f = 0— тождество алгебры A. Но по
самому выбору алгебры A в нуль на ней обращаются те и только те многочлены из алгебры F ,
которые лежат в Mm

r . Следовательно, F ∩ (Θ(GM(r, X)))m ⊂ Mm
r . Обратное включение очевидно.

Предложение доказано.

II. Доказательство предложения 1.2. Обозначим алгебру TrGM(riα , Xiα) через Φ̃iα (напомним,
что Φi = R GM(ri, Xi), см. раздел 1.1, п. I). Морфизм π индуцирует морфизмы T-пространств

π : Qn〈Φi0 , . . . ,Φin〉 → QR
n 〈Φi0 , . . . ,Φin〉,

π̃ : Qn〈Φ̃i0 , . . . , Φ̃in〉 → QR
n 〈Φi0 , . . . ,Φin〉.

Ясно, что достаточно доказать, что π̃—инъективный морфизм T-пространств, т. е. что Ker π̃ =
= Kerπ∩Qn〈Φ̃i0 , . . . , Φ̃in〉 = 0, а этот вопрос сводится к аналогичному вопросу для подпространств
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Φ̃i0θj1Φ̃i1 . . . θjnΦ̃in в T-пространствах Qn〈Φ̃i0 , . . . , Φ̃in〉 и QR
n 〈Φ̃i0 , . . . , Φ̃in〉 соответственно (не явля-

ющихся, очевидно, T-подпространствами). Интерпретируя рассматриваемые подпространства как
тензорные произведения, получаем k-линейное отображение

π : Φi0 ⊗k . . . ⊗k Φin → Φi0 ⊗R . . . ⊗R Φin

и его ограничение
π̃ : Φ̃i0 ⊗k . . . ⊗k Φ̃in → Φi0 ⊗R . . . ⊗R Φin .

Нужно доказать, что Kerπ ∩ Φ̃i0 ⊗k . . . ⊗k Φ̃in = 0.
Для удобства доказательства введем следующую терминологию. Элемент f0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fn из

пространства Φi0 ⊗k Φi1 ⊗k . . .⊗k Φin будем называть правильным по α-й компоненте тензорного
произведения, если при β 
= α элемент fβ не зависит от переменных множества Xiα . Линейные
комбинации над полем k таких элементов также будем называть правильными по α-й компоненте.
Правильные по всем компонентам элементы и только они, очевидно, составляют пространство
Φ̃i0 ⊗k . . . ⊗k Φ̃in .
Подпространство Kerπ в пространстве Φi0 ⊗k . . . ⊗k Φin , как нетрудно заметить, порождается

над полем k элементами следующих n + 1 типов:

b0 = a00f0 ⊗ a01f1 ⊗ . . . ⊗ a0nfn − a00a01 . . . a0nf0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fn,

где a00, a01, . . . , a0n—однородные элементы из алгебры Tr(ri0 , Xi0) = k[tr(GM(ri0 , Xi0))],
f0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fn—правильный по 0-й компоненте элемент, а первое слагаемое элемента b0 не
является правильным по 0-й компоненте тензорного произведения (хотя бы один из элементов
a00, a01, . . . , a0n не является константой из поля k);

b1 = a10f0 ⊗ a11f1 ⊗ . . . ⊗ a1nfn − f0 ⊗ a10a11 . . . a1nf1 ⊗ . . . ⊗ fn,

где a10, a11, . . . , a1n—однородные элементы из алгебры Tr(ri1 , Xi1), f0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fn—правиль-
ный по 0-й, 1-й компоненте элемент, b1—правильный по 0-й компоненте элемент, а его первое
слагаемое не является правильным по 1-й компоненте;

. . .

bα = aα0f0 ⊗ aα1f1 ⊗ . . . ⊗ aααfα ⊗ aαnfn − f0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ aα1 . . . aαnfα ⊗ . . . ⊗ fn, (1.4)

где aα0, . . . , aαn—элементы из алгебры Tr(riα , Xiα), f0⊗f1⊗ . . .⊗fn—правильный по 0-й, 1-й,. . . ,
α-й компонентам элемент, bα—правильный по 0-й, 1-й,. . . , (α − 1)-й компонентам элемент, а его
первое слагаемое не является правильным по α-й компоненте;

. . .

bn = an0f0 ⊗ an1f1 ⊗ . . . ⊗ annfn − f0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ an0 . . . annfn,

где an0, an1, . . . , ann—элементы из алгебры Tr(rin , Xin), f0 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fn—правильный по всем
компонентам элемент, bn—правильный по 0-й, 1-й,. . . , (n−1)-й компонентам элемент, а его первое
слагаемое не является правильным по n-й компоненте.
В самом деле, ясно, что элементы типов b0, . . . , bn лежат в пространстве Ker π. С другой сторо-

ны, очевидно, что любая «переброска следов» через элементы θi (а именно такими «перебросками»
порождается пространство Kerπ) может быть получена как сумма «перебросок следов» типов
b0, . . . , bn (по модулю этих соотношений любой элемент сравним с правильным по всем компонен-
там элементом).
Первые слагаемые элементов bα обозначим через p(bα), а вторые— через c(bα). Заметим, что

если некоторая линейная комбинация элементов типов b0, b1, . . . , bn лежит в Φ̃i0 ⊗k . . . ⊗k Φ̃in ,
то ее часть, составленная только из элементов типа b0, равна нулю. Действительно, пусть
λ1b

(1)
0 + . . .+λsb

(s)
0 —рассматриваемая часть линейной комбинации. Тогда ясно, что λ1p(b(1)

0 )+ . . . +
+ λsp(b(s)

0 ) = 0, так как остальные элементы линейной комбинации являются правильными

по 0-й компоненте и, следовательно, не могут «уничтожить» элементы p(b(i)
0 ). Но тогда в си-

лу самой конструкции элементов bk имеет место равенство λ1c(b
(1)
0 ) + . . . + λsc(b

(s)
0 ) = 0, т. е.

λ1b
(1)
0 + . . . + λsb

(s)
0 = 0.
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Точно так же последовательно показывается, что элементы типа b1, типа b2,. . . , типа bn могут
давать только нулевой вклад в рассматриваемую линейную комбинацию. Отсюда следует, что
Kerπ ∩ Φ̃i0 ⊗k . . . ⊗k Φ̃in = 0. Предложение доказано.
III. Доказательство предложения 1.3. Основным инструментом, используемым в доказатель-

стве, служит соотношение (1.2) из раздела 1.1. Из него очевидным образом следует, что многочлен
tr z̄1 . . . tr z̄nc̄r2 с точностью до множителя из поля k совпадает с многочленом

Pn(z1, . . . , zn) =
∑
u∈U

∑
σ∈Sym(r2)

cr2(x̄1uσ(1), . . . , x̄r2uσ(r2), ȳ0, . . . , ȳr2), (1.5)

где U —множество наборов u = (u1, . . . , ur2), в которых ui—одночлен от переменных из множества
{z̄1, . . . , z̄n}, причем
1) элемент ui равен произведению z̄i1 . . . z̄im , где 1 � i1 < . . . < im, или ui = 1;
2) неединичные одночлены из набора зависят от непересекающихся множеств переменных;

3)
r2∑
i=1

deg ui = n.

В левой части равенства (1.5) отмечена зависимость только от переменных z1, . . . , zn. Дело
в том, что в приводимых ниже рассуждениях существенную роль играют только переменные z̄, z̄i,
и поэтому на зависимость рассматриваемых многочленов от остальных переменных мы не будем
обращать внимания.
Пусть теперь u = (u1, . . . , ur2)—произвольный набор одночленов от переменных z̄1, . . . , z̄n (неко-

торые из ui могут быть равны единице). Положим

S(u) =
∑

σ∈Sym(r2)

cr2(x̄1uσ(1), . . . x̄r2uσ(r2), ȳ0, . . . , ȳr2).

Тогда (1.5) можно переписать в виде

Pn(z1, . . . , zn) =
∑
u∈U

S(u). (1.6)

Обозначим через Vn подпространство в алгебре GM(r, X), порожденное всевозможными мно-
гочленами S(u), в которых набор u = (u1, . . . , ur2) удовлетворяет условию: элемент ui равен про-
изведению zi1 . . . zim (не требуется, чтобы i1 < . . . < im) или единице, а также условиям 2) и 3),
приведенным выше.

Рангом набора u назовем количество ρ(u) его неединичных компонент. Ясно, что 1 � ρ(u) � r2.
Для любого натурального числа l обозначим через Vn,l подпространство в Vn, порожденное

многочленами S(u), у которых ρ(u) � l. Легко видеть, что если 2 � l � r2, ρ(u) = l и
u1, . . . , ul—неединичные одночлены набора u, то многочлен S(u) − Pl(u1, . . . , ul) лежит в под-
пространстве Vn,l−1. Это соображение и будет использовано ниже.
Пусть Pr2+1(z1, . . . , zr2 , z)—многочлен из алгебры GM(r, X), задаваемый формулой (1.5) и с точ-

ностью до множителя из поля k совпадающий с многочленом tr z̄1 . . . tr z̄r2 tr z̄c̄r2 . В силу (1.6) его
можно представить в виде

Pr2+1(z1, . . . , zr2 , z) =
∑

ρ(u)=r2

S(u) + ∆1,

где ∆1—линейная комбинация многочленов S(u), в которых ρ(u) � r2 − 1. Таким образом,
в силу сказанного выше для подходящих одночленов uij разность d1 = Pr2+1(z1, . . . , zr2 , z) −
− ∑

i
Pr2(ui1, . . . , uir2) лежит в пространстве Vr2+1,r2−1. Многочлен d1 опять имеет вид

d1 =
∑
ρ(u)=l

αuS(u) + ∆2,

где αu ∈ k, l � r2 − 1, а ∆2—линейная комбинация многочленов S(u), в которых ρ(u) � l − 1.
После этого можно составить аналогичную разность d2 многочлена d1 и подходящей линейной
комбинации выражений Pl(ui1, . . . , uil), которая уже лежит в Vr2+1,r2−2.
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Продолжая таким образом процесс понижения ранга, в итоге получим, что многочлен
Pr2+1(z1, . . . , zr2 , z) есть линейная комбинация выражений Pn(u1, . . . , un), где ui—одночлены от
z̄1, . . . , z̄r2 , z̄, 1 � n � r2.
Таким образом, многочлен со следом tr z̄1 . . . tr z̄r2 tr z̄c̄r2 получается из многочлена со следом

tr z̄1 . . . tr z̄r2 c̄r2 с помощью подстановок вместо переменных z̄i единицы или одночленов от пере-
менных z̄1, . . . , z̄r2 , z̄ и линейных действий. Учитывая, что многочлен c̄r2 в алгебре TrGM(r, X) не
является делителем нуля, после сокращения получаем утверждение предложения 1.3.

Замечание 1.1. В доказательстве предложения 1.3 использовался многочлен Капелли cr2 , не
связанный непосредственно с формулировкой предложения. Читатель, возможно, найдет более
простое доказательство этого предложения, не использующее свойств многочлена cr2 .

1.3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

I. Символическая степень. В [7] и [8] было введено понятие символической степени квазим-
ногочлена. Оно без труда переносится и на более общую ситуацию, рассматриваемую в настоящей
работе.
Пусть f(x1, . . . , xd)—произвольный однородный степени не меньше t квазимногочлен, зави-

сящий от переменных x1, . . . , xd, т. е. в его квазиодночлены входят элементы x
(j)
i , θi и следы от

многочленов, содержащих элементы x
(j)
i , где i = 1, . . . , d. Подстановку f(g1, . . . , gd) будем понимать

в смысле уже введенной на алгебре квазимногочленов T-структуры. Пусть z1, . . . , zt—переменные
алгебры F , отличные от x1, . . . , xd.
Обозначим через Sf(x1, . . . , xd, z1, . . . , zt) квазимногочлен, являющийся (z1, . . . , zt)-полилиней-

ной частью квазимногочлена

f(x1(1 + z1 + . . . + zt), . . . , xd(1 + z1 + . . . + zt))

(все zi входят в Sf в первой степени). Пусть h1, . . . , ht—произвольные многочлены из алгебры F .
Положим

f (h1,...,ht) = Sf(x1, . . . , xd, h1, . . . , ht)

и назовем квазимногочлен f (h1,...,ht) символической степенью квазимногочлена f .
Символическая степень обладает рядом очевидных свойств, отмеченных в [7]. Наиболее важным

из них является то, что она, очевидно, не выводит за пределы T∗-пространства.
Символическая степень f (h1,...,ht) может быть введена еще и с помощью так называемых α-вста-

вок.
Элементы x

(j)
i и θi назовем Q-специализациями переменных xi в алгебре квазимногочленов.

Ясно, что всякий квазиодночлен есть произведение в некотором порядке Q-специализаций пе-
ременных xi и еще, в некоторых местах между ними, следов от произведений элементов x

(j)
i

(представление в виде суммы таких произведений может быть не единственным).
Пусть u—квазиодночлен степени s > 0, представленный некоторым фиксированным

образом в виде такого произведения, h1, . . . , ht—набор многочленов из алгебры F и
α : {1, . . . , t} → {1, . . . , s}—некоторое инъективное отображение (t � s).
Назовем α-вставкой в квазиодночлен u набора (h1, . . . , ht) квазимногочлен u(α,h1,...,ht), опре-

деляемый следующим образом. Пусть в представлении квазиодночлена u на местах с номерами
α(1), . . . , α(t) стоят Q-специализации переменных xi1 , . . . , xit , возможно под знаком следа. Тогда
квазимногочлен u(α,h1,...,ht) есть результат замены этих t элементов по следующему правилу: если
эта Q-специализация имеет вид x

(j)
ik
, то происходит замена на x

(j)
ik

g
(j)
k , если же она имеет вид θik ,

то происходит замена на xikgk − x̄ik ḡk; остальные s − t элементов этого квазиодночлена остаются
без изменения. Ясно, что

u(h1,...,ht) =
∑
α

u(α,h1,...,ht),

где суммирование ведется по всем α-вставкам. По линейности это определение можно распростра-
нить на любые квазимногочлены.
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Замечания 1.2.
1. Ясно, что α-вставка, вообще говоря, зависит от способа записи квазимногочлена. Однако

символическая степень, как это видно из первого определения, является корректно заданной опе-
рацией. Для конкретных вычислений второй подход к определению символической степени бывает
более удобным.
2. Символическую степень можно рассматривать и относительно части переменных, т. е.

рассматривать однородный степени не меньше t по переменным x1, . . . , xd квазимногочлен
f(x1, . . . , xd, y1, . . . , ys), по нему строить квазимногочлен Sf(x1, . . . , xd, y1, . . . , ys, z1, . . . , zt), явля-
ющийся (z1, . . . , zt)-полилинейной частью квазимногочлена

f(x1(1 + z1 + . . . + zt), . . . , xd(1 + z1 + . . . + zt), y1, . . . , ys)

и т. д. В этом случае можно использовать обозначение f (h1,...,ht)G , где G = {x1, . . . , xd}.
II. Некоторые технические понятия и конструкции в элементарном матричном простран-

стве. Всюду ниже рассматривается символическая степень f �→ f (h) длины 1 по множеству пере-
менных x1, . . . , xd. Скажем, что система однородных квазимногочленов S от переменных x1, . . . , xd
из V = Qn〈GM(r0, X0)e, . . . ,GM(rn, Xn)e〉 регулярно конечно базируема, если в ней существует
такая конечная подсистема, что все элементы из S получаются из этой подсистемы с помощью
действий в векторном пространстве V , символических степеней f �→ f (h) и подстановок вместо
переменных, не входящих в множество x1, . . . , xd, единицы. Указанные действия будем называть
регулярными. Обозначим через Sreg подпространство, получающееся из S с помощью регулярных
действий. Скажем, что T-пространство квазимногочленов регулярно конечно базируемо, если оно
порождается регулярно базируемой системой квазимногочленов.
Основной результат будет доказываться в следующем существенно обобщенном виде.

Теорема 1.2. Всякая система S из V (d) (и следовательно, всякое ограниченное T-подпро-
странство элементарного матричного пространства V = Qn〈GM(r0, X0)e, . . . ,GM(rn, Xn)e〉)
регулярно конечно базируема.

Для удобства дальнейших рассуждений и обозначений примем следующее соглашение. Будем
считать (если противное не оговорено), что все числа ri положительны. Как будет видно из даль-
нейшего, это нисколько не ограничивает общности рассмотрений, так как на компонентах нулевой
сложности символическая степень действует тривиально, а сами эти компоненты конечномерны,
т. е. не существенны при решении вопроса о конечной базируемости. Другими словами, во всех
дальнейших рассуждениях, конструкциях и обозначениях на компоненты сложности 0 мы не будем
обращать внимания (исключение составляет тривиальная лемма 1.2).
Прежде чем переходить к доказательству теоремы 1.2, рассмотрим следующий модельный при-

мер работы с символическими степенями и главными частями при доказательстве основного ре-
зультата.
Пусть S — система однородных квазимногочленов из пространства V (d) сложности 1, лежащего

в Q1, и по модулю Θ2 пространство V (d) является суммой пространств вида

k[x(0)
1 , . . . , x

(0)
d ]θik[x(1)

1 , . . . , x
(1)
d ], i = 1, . . . , d.

Покажем, что система S конечно базируема относительно линейных действий, действий f �→ f (h),
где рассматривается символическая степень длины 1 по множеству переменных {x1, . . . , xd}, и
специализаций переменных, отличных от x1, . . . , xd в 1. Если f —однородный квазимногочлен
из V (d), являющийся линейной комбинацией квазиодночленов и uθiv, и y—некоторая переменная
из алгебры F , отличная от x1, . . . , xd (обозначается для удобства другой буквой), то f (y)— точно
такая же линейная комбинация выражений

u(y)θiv + u(θiv)(y).

Таким образом, V (d)(y) ⊂ V1 + V2, где V2 порождено одночленами вида uθiv
∗ и uθv, где v∗

содержит y, y = ȳ + θ, а пространство V1 порождено одночленами вида u∗θiv, где u∗ содержит y.
Заметим, что при подстановке y �→ yg, где g—многочлен от переменных x1, . . . , xd, элементы u∗θiv
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и uθiv
∗ переходят в u∗gθiv и uθiv

∗g, а элементы uθv переходят в uθgv плюс некоторый элемент
из V1.
Покажем теперь, что любая система S2 из V2 конечно базируема относительно линейных дей-

ствий и действий y �→ yg, f �→ f (h) с точностью до элементов из V1. Для этого заметим, что
произвольный элемент f из V2 можно представить в виде f = p2(f) + g, где p2(f) состоит из
квазиодночленов вида uθiv

∗ и uθv, у которых одночлен u имеет наивысшую степень (по совокуп-
ности переменных {x1, . . . , xd}, а g = 0 или состоит из одночленов с меньшей степенью u. Эту
наивысшую степень назовем шириной b2(f) (по первой компоненте) квазимногочлена f .
Ясно, что если b2(f) � 1, то p2(f (h)) является линейной комбинацией одночленов вида u(h)θiv

∗

и u(h)θv. Если же b2(f) = 0, операцию f (h) рассматривать не имеет смысла: на системе таких
квазимногочленов достаточно действия y �→ yg.
Рассмотрим подпространство I в V , порожденное системой S2 и замкнутое относительно опера-

ций f �→ f (h) и y �→ yg. Ясно, что если b2(f) � 1, то p2(f (h)) с точностью до константы совпадает
с hf , а при подстановке y �→ yg элемент f с точностью до пространства V1 переходит в fg. В силу
нетеровости получившегося модуля над алгеброй k[x(0)

1 , . . . , x
(0)
d ] ⊗ [x(1)

1 , . . . , x
(1)
d ] система главных

частей p2(S2) конечно базируема относительно рассмотренных действий с точностью до V1.
Таким образом, в пространстве I есть конечная подсистема B, из которой с помощью указанных

действий и с точностью до элементов из V1 можно получить квазимногочлен, совпадающий на
главных частях с любым наперед заданным квазимногочленом из I. Составляя соответствующую
разность, получаем элемент меньшей ширины. Применяя к этой разности те же действия, мы за
конечное число шагов получим нулевую разность, т. е. подсистема B порождает пространство I
(так называемая процедура уменьшения ширины) с точностью до элементов из V1.
Для того чтобы найти конечный базис системы S(y), нужно рассмотреть в ней такую конечную

подсистему B2, что ее проекция на V2 дает конечный базис системы S2, являющийся проекцией S(y)

на V2. Затем, составляя соответствующие разности элементов из S(y) и элементов, получающихся
из подсистемы B2, получаем подсистему S1 в V1. Применяя к системе S1 действия, аналогич-
ные вышеизложенным, относительно ширины b1(f) (по второй компоненте v), найдем конечный
базис B1 системы S1. Ясно, что B1 ∪ B2—базис системы S(y), а его специализация при y �→ 1
является конечным базисом системы S.
Перейдем теперь к общему случаю.
Пусть n—некоторое натуральное число. Назовем расстановкой набор попарно различных це-

лых неотрицательных чисел σ = (j1, . . . , jq), каждое из которых не превосходит n. Имеет смысл
рассматривать также и пустую расстановку (q = 0). Числа j1, . . . , jq будем называть активными
позициями квазимногочлена, состоящего из квазиодночленов

u = u0θi1u1 . . . θinun,

а числа из множества {0, 1, . . . , n} \ {j1, . . . , jq}— пассивными позициями этого квазимногочлена.
Назовем рангом расстановки σ число ρ(σ) = n+1−q (число пассивных позиций расстановки σ).

Пустая расстановка имеет ранг n + 1. Расстановка, у которой все позиции активны, имеет ранг 0.
Скажем, что расстановка σ1 предшествует расстановке σ2 (обозначение: σ1 ≺ σ2), если на-

бор σ1 является проекцией набора σ2 на первые l компонент, где l—длина набора σ1.
Каждый квазиодночлен u можно представить в виде u = u∗

0u
∗
1 . . . u∗

n, где u∗
0 = u0, u∗

1 = θi1u1,. . . ,
u∗
n = θinun. Квазиодночлены u∗

j1
, . . . , u∗

jq
, отвечающие активным позициям, будем называть актив-

ными сомножителями относительно расстановки σ. Остальные u∗
j будем называть пассивными

сомножителями относительно σ.
Пусть ρ(σ) � 1. Назовем шириной квазиодночлена u относительно расстановки σ сумму степе-

ней всех его пассивных сомножителей u∗
i . В случае пустой расстановки ширина квазиодночлена

совпадает со степенью этого одночлена. Для расстановок нулевого ранга ширина не определяется.
Шириной квазимногочлена f назовем число bσ(f), равное максимальной из ширин составляю-

щих его одночленов.
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Главной частью квазимногочлена f относительно расстановки σ назовем такой квазимногочлен
pσ(f), что

f = pσ(f) + f0,

где pσ(f)— сумма квазиодночленов ширины bσ(f), а f0— сумма одночленов, имеющих меньшую
ширину, или нуль. Если σ—пустая расстановка и f —однородный квазимногочлен, то pσ(f) = f .
Если же σ—расстановка ранга 0, главная часть не определяется.
Назовем квазимногочлен f σ-однородным, если pσ(f) = f .
Всюду ниже будут рассматриваться символические степени длины 1 по множеству переменных

x1, . . . , xd. Соответствующие действия на элементах f из пространства V будут записываться
в виде f �→ f (h), где h—некоторый элемент из алгебры F . Действие такой символической степени
на любой квазимногочлен определяется через его действие на квазиодночлены, на которых оно,
очевидно, имеет вид

u(h) =
n∑
i=0

u∗
0 . . . (u∗

i )
(h) . . . u∗

n,

где u
(h)
0 = 0, если u0—константа.

Определим теперь действие символической степени относительно данной расстановки σ. Пусть
Aσ —множество всех активных, а Πσ —множество всех пассивных позиций относительно расста-
новки σ. При bσ(u) � 1 положим

u(h)σ =
∑
j∈Πσ

u∗
0 . . . u

∗(h)σ

j . . . u∗
n, (1.7)

где u
(h)σ

0 = u
(h)
0 , если 0 ∈ Πσ, u

∗(h)σ

j = (θiju)(h), если j − 1, j ∈ Πσ, и u
∗(h)σ

j = θijhuj + θiju
(h)
j , если

j ∈ Πσ, а j−1 ∈ Aσ. Если σ—расстановка ранга 0, то символическая степень не определена. Если
Πσ = {0} и bσ(u) = 0, т. е. u0—константа, то u(h)σ = 0.
Для любого набора g = (g0, . . . , gn), где gi(x1, . . . , xd)—элемент из центра Z GM(ri, Xi) алгебры

общих матриц GM(ri, Xi), положим

u[g]σ = u
∗[g]σ
0 . . . u

∗[g]σ
j . . . u∗[g]σ

n ,

где u
∗[g]σ
j = u∗

j , если j ∈ Πσ, u
∗[g]σ
j = u∗

jgj , если j ∈ Aσ.

По линейности действия f �→ f (h)σ , f �→ f [g]σ распространяются на все σ-однородные квазимно-
гочлены из пространства V .
Пусть σ—непустая расстановка ρ(σ) > 0. Назовем σ-регулярными действиями на простран-

стве V следующие действия: f �→ f (h)σ , f �→ f [g]σ , линейные действия и подстановки вместо
переменных, отличных от x1, . . . , xd, единицы.
Если ρ(σ) = 0, то в определении σ-регулярных действий отсутствует операция f �→ f (h)σ .

Если σ—пустая расстановка, то определения σ-регулярных и регулярных действий совпадают
(отсутствует операция f �→ f [g]σ).
Пусть Sσreg—подпространство в V , порожденное системой σ-однородных квазимногочленов S

из V (d), замкнутое относительно σ-регулярных действий, W = Sσreg ∩ V (d) и W y —подпростран-
ство в Sσreg, порожденное однородными квазимногочленами вида f (yh)σ , где f ∈ W , а h = 1 или
h ∈ F (d) = k〈x1, . . . , xd〉. ПодпространствоW y, очевидно, замкнуто относительно действия y �→ yh,
где h ∈ F (d). Согласно формуле (1.7) имеет место вложение

W y ⊂ V1 ⊕ . . . ⊕ Vl,

где Πσ = {γ1, . . . , γl}, γ1 < . . . < γl, Vi—подпространство в V , порожденное квазиодночлена-
ми, у которых все пассивные сомножители, кроме стоящего на позиции с номером γi, содержат
только переменные x1, . . . , xd (может быть, и с нулевой кратностью), а пассивный сомножитель
с номером γi, помимо этих переменных, содержит переменную y в степени 1. Положим

Ui = (V1 ⊕ . . . ⊕ Vi) ∩ W y,

где i = 1, . . . , l, и рассмотрим проекции πi : Ui → Vi. Пусть Wi = π(Ui).
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Рассмотрим расстановку σi = (σ, γi), непосредственно следующую за расстановкой σ (т. е. σ ≺ σi
и ρ(σ) = ρ(σi)+1), подпространство pσi(Wi) в Vi, порожденное главными частями относительно σi
однородных элементов из Wi, и Wσi —подпространство в V (d), получающееся из pσi(Wi) специа-
лизацией y �→ 1. Назовем pσi(Wi) и Wσi пространствами главных частей.
Легко видеть, что с точностью до элементов из пространства V1⊕ . . .⊕Vi−1 действие y �→ yh, где

h—прообраз в алгебре F элемента из алгебры Z GM(rγi , Xγi), на главных частях относительно σ1

элементов f из пространства Ui равносильно умножению на h справа пассивных сомножителей
с номером γi во всех квазиодночленах, составляющих эти главные части. Другими словами, имеет
место соотношение

pσi(f
[g]σi ) = pσi(f

[g]σ |y=ygi) + v, (1.8)

где v ∈ V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1, gi—прообраз в алгебре F элемента из Z GM(rγi , Xγi). Отсюда следует,
что с точностью до этого подпространства действие f �→ f [g]σi можно выразить через действия
f �→ f [g]σ и y �→ ygi. Таким образом, пространство Ui с точностью до V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1 замкнуто
относительно действия f �→ f [g]σi , если gi зависит только от x1, . . . , xd. Следовательно, то же самое
можно сказать о пространствах Wi, pσi(Wi) и Wσi .
Кроме того, на σ-однородных элементах f из пространства Wi, как нетрудно заметить, имеет

место следующее соотношение:

pσi(f
(h)σ) = (pσi(f))(h)σi , если (pσi(f))(h)σi 
= 0. (1.9)

Из (1.9) следует, что пространства pσi(Wi) и Wσi замкнуты относительно операций f �→ f (h)σi ,
если h ∈ F (d).
Из вышесказанного и соотношений (1.6) и (1.9) следует

Лемма 1.1. Пространства pσi(Wi) и Wσi замкнуты относительно действий f �→ f [g]σi и
f �→ f (h)σi , где g и h зависят от x1, . . . , xd, причем эти действия индуцируются аналогичными
действиями относительно расстановки σ на пространстве Wi с помощью формул (1.6) и (1.9)
с точностью до элементов из пространства V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1.

III. Пространства главных частей. Построим теперь по произвольной системе S однородных
квазимногочленов из V (d) систему пространств главных частей, лежащих в V (d).
Если σ—пустая расстановка, т. е. ρ(σ) = n + 1, то Sσreg = Sreg, Wσ = W = Sreg ∩ V (d). По

пространству W согласно рассмотренной ранее конструкции строятся n + 1 пространств главных
частей Wσ0 , . . . , Wσn , соответствующих пространствам W0, . . . , Wn, где ρ(σi) = n.
Пусть Wσ уже построено для всех расстановок σ ранга l (и большего). Для каждой из таких

расстановок имеется l непосредственно следующих за ней σ1, . . . , σl. Рассмотрим в качестве W
пространство Wσ = (Wσ)σreg ∩ V (d). По нему согласно рассмотренной ранее конструкции строят-
ся пространства Wσ1 = (Wσ)σ1 , . . . , Wσl

= (Wσ)σl
главных частей соответствующих пространств

W1, . . . , Wl.
Продолжая этот процесс до расстановок нулевого ранга, получаем (n+1)! подпространств глав-

ных частей Wσi (вообще говоря, различных при разных расстановках).
Таким образом по исходной системе S строится система, состоящая из 1+(n+1)+(n+1)n+. . . +

+ (n + 1)! подпространств, отвечающих всевозможным расстановкам рангов от n + 1 до 0.
IV. Леммы о конечной базируемости. В этом пункте рассматривается общий случай, т. е.

предполагается, что хотя бы одна компонента имеет сложность не меньше 1.
Пусть G и H —две системы σ-однородных квазимногочленов из V . Скажем, что система G

порождает систему H относительно расстановки σ, если Gσ
reg ⊃ H. Скажем, что система G

конечно порождает систему H относительно расстановки σ, если в G найдется такая конечная
подсистема B, что Bσ

reg ⊃ H. Эти понятия очевидным образом переносятся и на пространства,
порожденные системами B, G и H.
Пусть S —произвольная система однородных квазимногочленов из V (d), W = Sreg ∩ V (d) и

Wσ1 , . . . , Wσ(n+1)!
—пространства главных частей пространства W , отвечающие всем расстановкам

нулевого ранга.
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Пусть E = R(d)V (d)—нетеров R(d)-модуль, рассмотренный в конце раздела 1.1, I = p1 . . . pk —
произведение всех коммутативных идеалов Размыслова по компонентам сложности не меньше 1.
Рассмотрим R(d)-модули

M1 = R(d)Wσ1 , . . . , M(n+1)! = R(d)Wσ(n+1)!

и идеал I алгебры R(d). Пусть µ—максимум показателей Артина—Риса пар (I, M1); . . . ;
(I, M(n+1)!). Тогда (см. раздел 1.1) для любого натурального m пространство ImE является пе-
ресечением пространства Размыслова и V (d) и имеют место равенства

Iµ+1E ∩ Mi = I((IµE) ∩ Mi) = Iµ+1E ∩ Wσi . (1.10)

Следовательно, на пространстве Iµ+1E ∩ Wσi умножение на элементы из алгебры R(d) можно
осуществить с помощью соответствующих действий f �→ f [g]σi на элементах f из пространства
Wσi .
Следует отметить, что для любой расстановки σ (не обязательно нулевого ранга) пространство

Iµ+1E ∩ Wσ замкнуто относительно σ-регулярных действий, не выводящих за пределы E. Отме-
тим еще, что если σ—некоторая расстановка и σi—одна из непосредственно следующих за ней
расстановок, то имеет место следующее очевидное включение:

(Wσ ∩ Iµ+1E)σi ⊂ Wσi ∩ Iµ+1E.

Лемма 1.2. Теорема 1.2 верна при r(V ) = 0.

Доказательство. В этом случае V (d)—конечномерное векторное пространство. Откуда очевид-
ным образом и следует утверждение леммы.

Лемма 1.3. Пусть ρ(σ) = 0 и H —произвольная система квазимногочленов из Iµ+1E ∩ Wσ.
Тогда Wσ конечно порождает H относительно расстановки σ.

Доказательство прямо следует из нетеровости получившегося модуля и из возможности в силу
соотношений (1.10) умножать на следы с помощью σ-регулярных действий.
В дальнейших рассмотрениях, не теряя общности, можно считать, что квазиодночлены, состав-

ляющие элементы из пространства W , на всех своих компонентах содержат одночлены ui степени
не меньше 1. В самом деле, если это не так, то для наших целей достаточно заменить W на
IE ∩ W , в котором это условие, очевидно, выполнено.

Лемма 1.4. Пусть σ —некоторая расстановка и H — система однородных относительно σ
квазимногочленов из Iµ+1E ∩ Wσ. Тогда Wσ конечно порождает H относительно расстанов-
ки σ.

Доказательство. Индукция по ρ(σ). Основанием индукции служит лемма 1.3 (ρ(σ) = 0). Рас-
смотрим теперь пространство W y

σ (аналогичное рассмотренному ранее пространству W y), по-
рожденное квазимногочленами вида f (yh)σ , где f ∈ Wσ, h ∈ F (d) или h = 1. С ним, как
и выше, связаны пространства U1, . . . , Ul, отвечающие всем пассивным позициям расстанов-
ки σ.
Пусть U —подпространство в V , состоящее из квазимногочленов, обращающихся в нуль при

специализации y �→ 1. Покажем сначала, что по модулю U система W y
σ конечно порождает систе-

му Hy относительно σ-регулярных действий и подстановок y �→ yh. Для этого, очевидно, достаточ-
но доказать, что пространство W y

σ по модулю U конечно порождает пространство (Iµ+1E ∩ Wσ)y

относительно этих действий, что в свою очередь будет следовать из конечной порожденности всех
Iµ+1V ∩ Ui по модулю (V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1) + U (здесь i = 1, . . . , l, а пространство V0 по опреде-
лению нулевое) пространствами Ui. Ясно, что для этого достаточно доказать аналогичный факт
для проекций Wi = πi(Ui) и πi(Iµ+1V ∩ Ui), отвечающих всем пассивным позициям расстанов-
ки σ.
Рассмотрим пространство главных частей pσi(Wi). На нем, согласно лемме 1.1, с точно-

стью до V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1 σi-регулярные действия можно реализовать с помощью подстано-
вок y �→ yh и σ-регулярных действий на пространстве Wi. С другой стороны, по индук-
тивному предположению пространство Wσi конечно порождает относительно σi пространство
Iµ+1E ∩ Wσi .
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Следовательно, с точностью до подпространства (V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1) + U пространство глав-
ных частей pσi(Wi) конечно порождает пространство (Iµ+1V ) ∩ pσi(Wi). Рассматривая прообра-
зы главных частей и применяя к ним процедуру уменьшения ширины (см. разобранный в на-
чале пункта II пример), получаем, что пространство Wi конечно порождает (Iµ+1V ) ∩ Wi по
модулю (V1 ⊕ . . . ⊕ Vi−1) + U . Из этого и сказанного выше следует, что пространство W y

σ по
модулю пространства U конечно порождает пространство (Iµ+1E ∩ Wσ)y и, следовательно, систе-
му Hy.
Так как H состоит из σ-однородных элементов, то после специализации y �→ 1 все элементы из

H(y) ⊂ Hy умножатся на некоторые натуральные числа. Следовательно, Wσ конечно порождает
систему H. Лемма доказана.

Лемма 1.5. Пусть H — система однородных квазимногочленов из пространства Iµ+1E∩W .
Тогда W конечно порождает H.

Доказательство— применение леммы 1.4 к пустой расстановке.

V. Доказательство теоремы 1.2. Для доказательства теоремы введем на элементарных мат-
ричных пространствах следующую характеристику.
Пусть r— сложность элементарного пространства V . Рассмотрим набор τ(V ) = (n1, . . . , nr+1)

длины r +1, состоящий из целых неотрицательных чисел, у которого на первом месте стоит коли-
чество n1 компонент пространства V максимальной сложности r, на втором месте — количество n2

компонент сложности r − 1,. . . , на последнем— количество nr компонент сложности 0 (числа
n2, . . . , nr+1 могут быть, вообще говоря, и нулями). Такой набор τ(V ) будем называть типом
пространства V .
Два типа τ(V1) и τ(V2) сравниваются следующим образом. Бо́льшим считается тип, имеющий

бо́льшую длину. Если длины типов равны, то они сравниваются лексикографически.
Таким образом на множестве типов вводится отношение линейного порядка. Утверждение лем-

мы 1.2 означает, что теорема верна для элементарных матричных пространств, у которых длина
типа равна 1.
Проведем теперь индукцию по типу пространства V . Для любых пространств, тип которых

имеет длину 1, утверждение леммы 1.2 дает основание индукции. Ниже будем предполагать, что
r(V ) > 0 и утверждение теоремы 1.2 справедливо для любых элементарных матричных пространств
типа, меньшего чем τ(V ).
Пусть, как и выше, W = Sreg ∩ V (d). Согласно лемме 1.5 пространство W конечно порождает

Iµ+1E ∩ W . Покажем, что W конечно порождено по модулю Iµ+1E ∩ W , что и завершит доказа-
тельство теоремы. Для этого рассмотрим цепочку подпространств

Iµ+1V (d) =

= pµ+1
1 . . . pµ+1

k V (d) ⊂ . . . ⊂ pµ+1
1 . . . pµ+1

i V (d) ⊂ pµ+1
1 . . . pµ+1

i−1 V (d) ⊂ . . . ⊂ pµ+1
1 V (d) ⊂ V (d).

Нетрудно проверить, что

pµ+1
1 . . . pµ+1

i V = (pµ+1
1 . . . pµ+1

i−1 V ) ∩ pµ+1
i V

и, следовательно, каждое из фактор-пространств

pµ+1
1 . . . pµ+1

i−1 V/pµ+1
1 . . . pµ+1

i V = pµ+1
1 . . . pµ+1

i−1 V/(pµ+1
1 . . . pµ+1

i−1 V ) ∩ pµ+1
i V,

ассоциированных с этой цепочкой, является T-подпространством пространства V/pµ+1
i V .

Таким образом, достаточно показать, что любое ограниченное T-пространство в пространстве
V/pµ+1

i V регулярно конечно базируемо. Для этого заметим, что это пространство, с одной стороны,
является образом пространства V относительно понижающего морфизма (см. раздел 1.1), а с другой
стороны, накрывается блочным пространством вида

V ′ = Qn〈GM(r0, X0)e, . . . , F/Mm
s , . . . ,GM(rn, Xn)e〉,

совпадающим с V на всех компонентах, кроме i-й, на которой стоит алгебра F/Mm
s , где s < ri.
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Рассматривая фильтрации алгебры F/Mm
s степенями идеала Ms/M

m
s , если s � 1, или идеала

(x1, . . . , xi, . . .)/(x1, . . . , xi, . . .)m, если s = 0, получаем на i-й компоненте либо нулевую сложность,
либо вложение пространства

Qn〈GM(r0, X0)e, . . . , M l−1
s /M l

s, . . . ,GM(rn, Xn)e〉
в элементарное матричное пространство, у которого на месте пространства M l−1

s /M l
s стоит эле-

ментарное матричное пространство сложности s < ri. В любом случае мы приходим к конечному
множеству элементарных матричных пространств, тип которых меньше чем τ(V ). Но для таких
пространств утверждение верно по индуктивному предположению. Теорема доказана.
Как уже отмечалось, теорема 1.1 является прямым следствием доказанной выше теоремы 1.2.

Из теоремы 1.2 и унитарного принципа получаем

Следствие 1.4. Любая ограниченная (т. е. зависящая от конечного набора переменных) си-
стема многочленов из F/I порождает конечно базируемое T∗-пространство.

Учитывая известную связь между блочными пространствами и элементарными матричными про-
странствами, получаем

Следствие 1.5. Любая ограниченная система квазимногочленов из блочного пространства,
все компоненты которого удовлетворяют некоторому тождеству Капелли, порождает ко-
нечно базируемое T∗-пространство.

Замечания 1.3.
1. Нетеровость kT-модуля F/I позволяет в формулировке теоремы 1.1 заменить основное поле k

на произвольную коммутативную k-алгебру конечного типа.
2. Приведенные в этой главе методы и результаты существенно дополняют работу [7], относя-

щуюся к конечной базируемости систем обобщенных многочленов (см. также [12]).
3. Используя методы, аналогичные вышеизложенным, можно доказать нетеровость тензорного

произведения над полем k конечного числа алгебр F/I как модуля над kT . Интересным, на наш
взгляд, следствием из этого факта и предложения 1.3 является конечная базируемость любого
T-пространства в алгебре TrGM(r, X). В самом деле, как следует из предложения 1.3, эта алгебра
как kT-модуль порождается следующим конечным набором своих элементов:

tr x1, . . . , tr x1 . . . tr xr2 , (tr x1)y, . . . , (tr x1 . . . tr xr2)y, y,

где xi, y—образы переменных из алгебры F .
4. Полученные результаты позволяют положительно решить вопрос о представимости алгебры

F/I, после чего с помощью результатов из работы [5] может быть вычислен показатель роста
многообразия, порожденного этой алгеброй.
5. Отметим, что (как будет видно из содержания следующей главы) в доказанных результатах

существенна характеристика 0. Однако если T-идеал I содержит коммутатор, то, как показано
в [29], имеется полный аналог доказанной теоремы для случая бесконечного поля произвольной
характеристики (см. также следующую главу).
6. Используя технику, изложенную в дополнении к главе 1, можно устранить необходимость рас-

смотрения T-пространств по модулю тождества Капелли (см. также [24]), т. е. доказать конечную
базируемость любого T-пространства в абсолютно свободной счетно порожденной ассоциативной
алгебре над полем нулевой характеристики.

ДОПОЛНЕНИЕ К ГЛАВЕ 1

1.4. T -ПРОСТРАНСТВА, НЕ СОДЕРЖАЩИЕ НЕНУЛЕВЫХ T -ИДЕАЛОВ

Для полилинейного многочлена f любой свободной ассоциативной алгебры через vr(f) обозна-
чим множество переменных, от которых зависит f . В частности, vr(0) = ∅. Заметим следующий
факт, полезный для дальнейшего: если f1, . . . , fk —многочлены некоторой свободной ассоциатив-
ной алгебры над областью и многочлен f1 . . . fk ненулевой полилинейный, то многочлены f1, . . . , fk
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полилинейные и vr(f1)� . . .�vr(fk) = vr(f1 . . . fk). Для любого натурального n через Sn обозначим
симметрическую группу степени n.
Пусть K —поле, X = {x1, . . . , xn, . . .}, Y = {y1, . . . , yn, . . .} и F = K〈X ∪ Y 〉— свободная ассо-

циативная алгебра без единицы. Через P обозначим множество полилинейных многочленов алге-
бры F , а через L0 обозначим T-пространство алгебры F , порожденное коммутатором [x1, x2]. Для
любого n ∈ N через P (n) обозначим подпространство алгебры F , натянутое на слова xσ(1) . . . xσ(n),
где σ ∈ Sn.
Принадлежность многочлена f ∈ F T-пространству L0 легко проверить следующим способом.

Отношение циклической сопряженности разбивает мономы f на классы эквивалентности. Тогда
f ∈ L0 тогда и только тогда, когда сумма коэффициентов при мономах из каждого такого класса
равна нулю.
Введем следующие обозначения. Пусть f ∈ P и g ∈ P (m) \{0}. Для k � 2 через Ck(g) обозначим

полином, полученный из g заменой xi → xi+1+m(k−2), i = 1, . . . , m. Пусть A ⊂ X ∩ Y . Через
C(f, g) и CA(f, g) обозначим полиномы, полученные из f заменами xi → Ci(g), i ∈ vr(f) \ {x1} и
xi → Ci(g), i ∈ vr(f) \ ({x1} ∪ A) соответственно.
Очевидны следующие утверждения.

Лемма 1.6. Пусть L —некоторое T-пространство алгебры F и
k∑
i=1

gifg′i ∈ L, где многочлен f

полилинейный и многочлены gi и g′i не зависят от переменных из vr(f). Тогда
k∑
i=1

gi[f, h]g′i ∈ L
для любого h ∈ F .

Следствие 1.6. Пусть L —некоторое T-пространство алгебры F и
k∑
i=1

gixlfg′i ∈ L, где мно-

гочлен f полилинейный и многочлены gi и g′i не зависят от переменных из vr(xlf). Тогда
k∑
i=1

gixlfhg′i ∈ L для любого h ∈ F .

Лемма 1.7. Пусть L —некоторое T-пространство алгебры F . Следующие условия эквива-
лентны:
1) L ∩ P 
⊂ L0;
2) L содержит ненулевой T-идеал.

Доказательство.
1) ⇒ 2). Для некоторого n ∈ N существует многочлен f ∈ L∩P (n) \L0. Многочлен C(f, f) есть

линейная комбинация многочленов вида

Ci1(f) . . . Cik−1
(f)x1Cik+1

(f) . . . Cin(f),

где {i1, . . . , ik−1, ik+1, . . . , in, 1} = {1, . . . , n}. Так как Ci1(f) ∈ L, то по лемме 1.6 имеем
[Ci1(f), h] ∈ L для любого многочлена h ∈ F . Следовательно,

Ci1(f) . . . Cik−1
(f)x1Cik+1

(f) . . . Cin(f ′) = Ci2(f) . . . Cik−1
(f)x1Cik+1

(f) . . . Cin(f)Ci1(f) (mod L).

Здесь надо положить h = Ci2(f) . . . Cik−1
(f)x1Cik+1

(f) . . . Cin(f). Продолжая процесс переброски
выражений Cij (f), стоящих перед x1, получаем

Ci1(f) . . . Cik−1
(f)x1Cik+1

(f) . . . Cin(f) = x1Cik+1
(f) . . . Cin(f)Ci1(f) . . . Cik−1

(f) (mod L). (1.11)

Пусть f =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1) . . . xσ(n), где ασ ∈ K. Положим

g =
∑
σ∈Sn

ασxσ(σ−1(1)+1) . . . xσ(n)xσ(1) . . . xσ(σ−1(1)−1).

Так как f /∈ L0, то g 
= 0. В силу (1.11) имеем C(f, f) = x1C(g, f) (mod L). Так как g 
= 0, то
C(g, f) 
= 0. В силу следствия 1.6 имеем x1C(g, f)g′ ∈ L для любого многочлена g′ из F . Поэтому
T-идеал, порожденный многочленом x1C(g, f), ненулевой и содержится в L.
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2) ⇒ 1). Пусть I —ненулевой T-идеал, содержащийся в L. Предположим, что L ∩ P ⊂ L0.

Пусть f —некоторый ненулевой многочлен из I ∩ P . Выберем xk /∈ vr(f). Пусть f =
m∑
i=1

αiui, где

u1, . . . , um—попарно различные слова из 〈X ∪ Y 〉 и αi ∈ K. Тогда xkf =
m∑
i=1

αixkui ∈ I ∩ P ⊂ L0.

В этом представлении слова xkui для различных i циклически не сопряжены, и следовательно,
все αi равны 0. Приходим к противоречию. Лемма доказана.

Замечание 1.4. В случае char K = 0 условие 1) эквивалентно условию L 
⊂ L0. В случае
char K > 0 это не так. Например, если char K = 2 и L есть T-пространство, порожденное много-
членом x2

1, то L ∩ P ⊂ L0, но L 
⊂ L0.

Для T-пространства I через [I, F ] обозначим подпространство алгебры F , натянутое на комму-
таторы [h, f ], где h ∈ I и f ∈ F . Легко проверить, что [I, F ] есть T-пространство. Имеет место

Лемма 1.8. Пусть L —ненулевое T-пространство. Тогда [I, F ] ⊂ L для некоторого ненуле-
вого T-идеала I.

Доказательство. Если L∩P не содержится в L0, то утверждение следует из леммы 1.7. Считаем
теперь, что L∩P ⊂ L0. Пусть f —ненулевой многочлен из L∩P (n). Так как многочлены [g, xi], где
i = 2, . . . , n и gxi ∈ P (n), порождают L0 ∩ P (n) как линейное пространство, справедливо представ-

ление f =
n∑
i=2

[fi, xi], где fixi ∈ P (n). Так как f ненулевой, то существует такое i0 = 2, . . . , n, что fi0

тоже ненулевой. Пусть f ′—многочлен, полученный из f заменой xi0 → xlxi0 для произвольного
числа l � n(n − 1) + 2. Тогда имеем

f ′ = [fi0 , xlxi0 ] +
n∑

i=2, i�=i0
[f ′
i , xi] = [fi0xl, xi0 ] + [xi0fi0 , xl] +

n∑
i=2, i�=i0

[f ′
i , xi],

где f ′
i получен из fi заменой xi0 → xlxi0 . Так как fi0 ненулевой и не зависит от xi0 , то xi0fi0 /∈ L0.

По лемме 1.6 имеем C{xl}(f
′, f) = [C(xi0fi0 , f), xl] (mod L).

Пусть xi0fi0 =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1) . . . xσ(n), где ασ ∈ K. Положим

g =
∑
σ∈Sn

ασxσ(σ−1(1)+1) . . . xσ(n)xσ(1) . . . xσ(σ−1(1)−1).

Так как xi0fi0 /∈ L0, то g 
= 0. В силу леммы 1.6 имеем [f, xl] ∈ L. Еще раз применяя лемму 1.6,
получаем [[f, h], xl] ∈ L для любого многочлена h ∈ F . Поэтому, перекидывая выражения Ci(f),
стоящие перед x1, аналогично тому, как мы это делали при доказательстве леммы 1.7, получаем
[C(xi0fi0 , f), xl] = [x1C(g, f), xl] (mod L). Отсюда [x1C(g, f), xl] ∈ L. По следствию 1.6 получаем
[I, F ] ⊂ L, где I есть T-идеал, порожденный многочленом x1C(g, f). Лемма доказана.

Заметим, что справедлив следующий результат, который есть непосредственное следствие тео-
ремы Кемера [15].

Лемма 1.9. Пусть char K = 0. Тогда любая возрастающая цепочка T-пространств L0 ⊂
⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Li ⊂ . . . стабилизируется.

Доказательство. Если f ∈ Li∩P (n), то f = x1g (mod L0) для некоторого g ∈ F . Через L′
i обозна-

чим T-пространство, порожденное всеми такими многочленами x1g для всевозможных f ∈ Li∩P (n)

и n ∈ N. Легко заметить, что любое L′
i есть T-идеал и L′

i ⊂ Li. Тогда цепочка L′
1 ⊂ . . . ⊂ L′

i ⊂ . . .
стабилизируется по теореме Кемера [15], т. е. L′

r = L′
s при r � s для некоторого фиксированного s.

Пусть теперь f ∈ Lr∩P (n) и f = x1g (mod L0). Тогда x1g ∈ L′
s, и так как L′

s ⊂ Ls, имеем x1g ∈ Ls.
Так как L0 ⊂ Ls, то f ∈ Ls и Lr = Ls. Лемма доказана.

Займемся теперь изучением T-пространств, содержащихся в L0. Через KX и KY обозначим
подпространства в F , порожденные переменными из X и Y соответственно.
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Определение 1.1. Линейное пространство L ⊂ F называется S-пространством, если ϕ(L) ⊂ L
для любого эндоморфизма ϕ алгебры F , отображающего KX + KY в себя.

Определение 1.2. Линейное пространство L ⊂ F называется S′-пространством, если ϕ(L) ⊂ L
для любого эндоморфизма ϕ алгебры F , отображающего каждое множество KX и KX + KY
в себя.

Определение 1.3. Линейное пространство L ⊂ F называется T′-пространством, если ϕ(L) ⊂ L
для любого эндоморфизма ϕ алгебры F , отображающего подалгебру K〈X〉 в себя.
Понятия порожденности S-пространств, S′-пространств и T′-пространств множеством многочле-

нов A вводятся аналогично понятию порожденности T-пространств.

Определение 1.4. Пусть L—подпространство в L0. Присоединенное пространство A(L) для L
есть множество многочленов f ∈ F , таких что

[f, x] +
n∑
i=1

[fi, xi] ∈ L, (1.12)

где f, fi ∈ F , x ∈ {xn+1, xn+2, . . .} и f не зависит от x.

Заметим, что если выполнено (1.12), то для любого x′ ∈ {xn+1, xn+2, . . .}, от которого не зави-
сит f , выполнено [f, x′] +

n∑
i=1

[f ′
i , xi] ∈ L, где f ′

i получен из fi заменой x → x′.

Лемма 1.10. Пусть L —некоторое S-пространство, содержащееся в L0. Тогда присоединен-
ное пространство A(L) есть S′-пространство. Если при этом L является T-пространством,
то A(L) есть T′-пространство.

Доказательство. Пусть f, g ∈ A(L) и α, β ∈ K. В силу определения 1.4 и замечания после него

имеем [f, x] +
n∑
i=1

[fi, xi] ∈ L и [g, x] +
n∑
i=1

[gi, xi] ∈ L, где f, g, fi, gi ∈ F , x ∈ {xn+1, xn+2, . . .} и f , g

не зависят от x. Тогда [αf + βg, x] +
n∑
i=1

[αfi + βgi, xi] ∈ L. Этим доказано, что αf + βg ∈ A(L).

Пусть теперь f ∈ A(L) и ϕ—эндоморфизм алгебры F , отображающий подалгебру K〈X〉 в себя.
В силу определения 1.4 имеем

[f, xs] +
n∑
i=1

[fi, xi] ∈ L, (1.13)

где f, fi ∈ F , s > n и f не зависит от xs. Можно считать, что s больше любого j, такого что
некоторый многочлен ϕ(xi), i = 1, . . . , n, зависит от xj . Определим эндоморфизм ϕ′ алгебры F по
правилам ϕ′(xs) = xs и ϕ′(t) = ϕ(t) для любой переменной t ∈ X ∪ Y \ {xs}.
Предположим сначала, что эндоморфизм ϕ отображает каждое множество KX и KX+KY в се-

бя. Действуя эндоморфизмом ϕ′ на (1.13), получаем [ϕ(f), xs]+
n∑
i=1

[ϕ′(fi), ϕ(xi)] ∈ L и ϕ(f) ∈ A(L).
Отсюда следует, что A(L) есть S′-пространство.
Предположим теперь, что L есть T-пространство, и будем считать, что ϕ—произвольный эн-

доморфизм алгебры F , отображающий подалгебру K〈X〉 в себя. Действуя эндоморфизмом ϕ′

на (1.13), получаем [ϕ(f), xs] +
n∑
i=1

[ϕ′(fi), ϕ(xi)] ∈ L. Учитывая формулу

[y1, x1 . . . xk] = [y1x1 . . . xk−1, xk] + [xky1x1 . . . xk−2, xk−1] + . . . + [x2 . . . xky1, x1],

представим каждый многочлен [ϕ′(fi), ϕ(xi)] в виде суммы многочленов вида [h, xj ], где j < s.
Отсюда получаем ϕ(f) ∈ A(L). Лемма доказана.

Теорема 1.3. Пусть M и L —некоторые S-пространства, порожденные полилинейными
многочленами, такие что M ⊂ L ⊂ L0 и A(M) ∩ P = A(L) ∩ P . Тогда M = L.
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Доказательство. Предположим противное. Так как оба S-пространства L и M порождены поли-
линейными многочленами, тоM∩P (n) � L∩P (n) для некоторого n ∈ N. Пустьm � n—наименьшее
число, такое что существуют многочлены f1, . . . , fm ∈ P , такие что fixi ∈ P (n), i = 1, . . . , m и

m∑
i=1

[fi, xi] ∈ L \ M. (1.14)

Понятно, что хотя бы один такой набор многочленов f1, . . . , fm существует и m определено кор-
ректно. Из такого способа выбора m следует, что fm 
= 0.
Пусть ϕ и ψ— такие эндоморфизмы алгебры F , что ϕ(xi) = xi при i � m, ϕ(xi) = yi при

i > m и ψ(xi) = ψ(yi) = xi для любого i. При этом понятно, что ограничение композиции ψϕ на

K〈X〉 есть тождественное отображение. Имеем
m∑
i=1

[ϕ(fi), xi] ∈ L. В силу определения 1.3 получаем

ϕ(fm) ∈ A(L)∩P = A(M)∩P . Теперь в силу определения 1.4 имеем [ϕ(fm), xs]+
k∑
i=1

[gi, xi] ∈ M , где

gi ∈ F , s > k и ϕ(fm) не зависит от xs. Многочлен ϕ(fm) не зависит от переменных xi, i � m. Сле-

довательно, выполняя замену xi → 0, i � m, i 
= s, xs → xm, получаем [ϕ(fm), xm]+
m−1∑
i=1

[g′i, xi] ∈ M .

Применяя ψ к последней формуле, получаем [fm, xm] +
m−1∑
i=1

[ψ(g′i), xi] ∈ M . Пусть hi—многочлен,

полученный из ψ(g′i) выкидыванием всех мономов, не имеющих вида αxσ(1) . . . xσ(n−1), где α ∈ K

и σ—некоторая биекция из {1, . . . , n−1} в {1, . . . , i−1, i+1, . . . , n}. При этом hixi ∈ P (n). В силу
однородности S-пространства M как S-пространства, порожденного полилинейными многочлена-

ми, получаем [fm, xm] +
m−1∑
i=1

[hi, xi] ∈ M . Вычитая последний многочлен из (1.14), мы получаем
m−1∑
i=1

[fi − hi, xi] ∈ L \ M и (fi − hi)xi ∈ P (n). Это противоречит определению m. Теорема доказана.

Доказанная теорема имеет следующие следствия, связывающие порождающие L и A(L). Эти
следствия не используются в дальнейшем тексте и приведены для иллюстрации излагаемого под-
хода.

Следствие 1.7. Пусть L ⊂ L0 —некоторое S-пространство, порожденное полилинейными
многочленами, gj, j ∈ Λ, —такие многочлены, что полилинейная часть S′-пространства, по-
рожденного ими, совпадает с A(L) ∩ P , и

hj = [gj , x(j)] +
nj∑
i=1

[gj,i, xi] ∈ L ∩ P,

где gj , gj,i ∈ F , x(j) ∈ {xnj+1, xnj+2, . . .} и gj не зависит от x(j). Тогда многочлены hj, j ∈ Λ,
порождают L как S-пространство.

Доказательство. Достаточно положить M равным S-пространству, порожденному многочлена-
ми hj , j ∈ Λ. Все они принадлежат L, и следовательно, M ⊂ L. Отсюда получаем A(M) ⊂ A(L).
С другой стороны, в силу определения 1.4 имеем gj ∈ A(M). Через H обозначим S′-пространство,
порожденное многочленами gj , j ∈ Λ. Тогда H ⊂ A(M). По условию H ∩ P = A(L) ∩ P . Отсюда
получаем A(M) ∩ P = A(L) ∩ P . По теореме 1.3 имеем M = L. Следствие доказано.

Следствие 1.8. Пусть L ⊂ L0 —некоторое T-пространство, порожденное полилинейными
многочленами, gj, j ∈ Λ, —такие многочлены, что полилинейная часть T′-пространства, по-
рожденного ими, совпадает с A(L) ∩ P , и

hj = [gj , x(j)] +
nj∑
i=1

[gj,i, xi] ∈ L ∩ P,

где gj , gj,i ∈ F , x(j) ∈ {xnj+1, xnj+2, . . .} и gj не зависит от x(j). Тогда многочлены hj, j ∈ Λ,
порождают L как T-пространство.
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Доказательство. Положим M равным T-пространству, порожденному многочленами hj , j ∈ Λ,
и H равным T′-пространству, порожденному многочленами gj , j ∈ Λ. Далее равенство M = L
устанавливается аналогично следствию 1.7. Следствие доказано.

Преимущество перехода от ненулевого T-пространства, содержащегося в L0, к его присоединен-
ному T′-пространству состоит в том, что последнее в силу леммы 1.8 содержит ненулевой T-идеал.
Теорема 1.3 показывает, что в случае T-пространств, порожденных полилинейными многочленами,
этот переход обратим. Для случая char K = 0 мы используем этот подход в следующем разделе.

1.5. СУПЕРОРИЗАЦИЯ ДЛЯ T -ПРОСТРАНСТВ

В этом разделе мы считаем, что char K = 0. Будем также сокращать выражение ⊗K до ⊗.
Набор неотрицательных целых чисел (l1, . . . , ls) называется разбиением числа l, если l1 � . . . � ls

и
s∑
i=1

li = l. Пусть D—диаграмма, соответствующая разбиению (l1, . . . , ls) в том смысле, что

li—длина i-й сверху строки D. Любому заполнению клеток этой диаграммы неповторяющимися
числами от 1 до l соответствует таблица C. В данном случае пишем D = dia(C). Обозначим
через |D| и |C| количество клеток в диаграмме D и в таблице C. В наших обозначения это число
равно l. Пусть PC и QC — группы всех подстановок из Sl, стабилизирующих все строки и столбцы
таблицы C соответственно. Положим

eC =
∑

p∈PC , q∈QC

(sign q)pq.

Этот элемент групповой алгебры KSl называется симметризатором Юнга. Левый идеал алгебры
KSl, порожденный элементом eC , обозначим через JC , т. е. JC = KSleC . Определим блок UD,
равный сумме всех левых идеалов кольца KSl, изоморфных JC как левые KSl-модули.
Это определение корректно, так как для любой таблицы C ′, такой что D = dia(C ′), левые

KSl-модули JC и JC′ изоморфны. Основной результат теории представлений симметрической груп-
пы над полем нулевой характеристики заключается в том, что левые идеалы JC минимальны,
кольцо KSl есть прямая сумма блоков UD по всем диаграммам D, состоящим из l клеток. Каждый
такой блок UD есть неразложимый двусторонний идеал кольца KSl, порожденный элементом eC ,
где D = dia(C).
Достаточно элементарное изложение теории представлений симметрической группы содержится

в [33].
Положим JC1,C2 = JC1 ⊗ JC2 . Этот левый идеал алгебры KS|C1| ⊗ KS|C2| порожден элементом

eC1 ⊗ eC2 . Справедлива

Лемма 1.11 (о представлениях). Левые идеалы JC1,C2 являются минимальными.

Доказательство. Так как eC1 ⊗ eC2 
= 0, то идеал JC1,C2 ненулевой. Пусть f —ненулевой элемент
из JC1,C2 . Имеет место представление f = a1⊗b1 + . . .+as⊗bs, где s � 1, элементы b1, . . . , bs ∈ JC2

линейно независимы над K и элементы a1, . . . , as ∈ JC1 не равны нулю. Так как JC2 неприво-
димый KS|C2|-модуль и любой его эндоморфизм есть просто умножение на элемент поля K, то
по теореме плотности существует такой r ∈ KS|C2|, что rb1 = eC1 , rbi = 0, i = 2, . . . , s. Тогда
(1⊗ r)f = a1 ⊗ eC2 
= 0. В силу минимальности идеалов JC1 и JC2 элемент a1 ⊗ eC2 порождает весь
идеал JC1,C2 . Лемма доказана.

Для диаграмм D1 и D2 положим UD1,D2 = UD1 ⊗ UD2 . Очевидно, что кольцо KSn ⊗ KSm есть
прямая сумма произведений блоков UD1,D2 по всем диаграммам D1 и D2, состоящим соответствен-
но из n и m клеток. Заметим, что UD1,D2 —двусторонние идеал.
Для натуральных n и m, не равных одновременно нулю, через P (n, m) обозначим подпро-

странство алгебры F , натянутое на такие полилинейные слова u ∈ 〈X ∪ Y 〉, что vr(u) =
= {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym}.
Мы будем рассматривать пространство P (n, m) как KSn⊗KSm-модуль со следующим действи-

ем. Пусть σ1 ∈ Sn, σ2 ∈ Sm и f ∈ P (n, m). Тогда (σ1⊗σ2)f есть результат подстановки xi → xσ1(i),
i = 1, . . . , n, yj → yσ2(j), j = 1, . . . , m, в многочлене f .
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Введем на множестве переменных X ∪Y порядок следующим образом: xi < xj при i < j, yi < yj
при i < j и xi < yj для любых i, j.
Пусть A = {t1, . . . , tk}, где t1 < . . . < tk, — непустое подмножество множества X ∪ Y . Для

σ ∈ Sk определим эндоморфизм pA(σ) : F → F по формулам pA(σ)(t) = t, если t ∈ (X ∪ Y ) \ A, и
pA(σ)(ti) = tσ(i), i = 1, . . . , k. Для f ∈ F положим

SAf =
∑
σ∈Sk

pA(σ)f, ΛAf =
∑
σ∈Sk

(sign σ)pA(σ)f.

Дополнительно считаем, что S∅f = Λ∅f = f .
Для любого S-пространства L ⊂ L0 и натуральных чисел r и t через a(r,t)(L) обозначим

S-пространство, порожденное такими многочленами f ∈ L0 ∩ P , что для любого разбиения
A1 � . . . � Ar � B1 � . . . � Bt = vr(f) выполняется SA1 . . . SArΛB1 . . .ΛBtf ∈ L. Очевидно, что
для любого многочлена f ∈ a(r,t)(L) ∩ P и любого разбиения A1 � . . . � Ar � B1 � . . . � Bt = vr(f)
выполняется SA1 . . . SArΛB1 . . .ΛBtf ∈ L. Используя технику работы [13], докажем следующую
лемму.

Лемма 1.12. Пусть L —ненулевое T-пространство, содержащееся в L0. Тогда существуют
натуральные числа r и t, такие что для любого S-пространства Γ, для которого L ⊂ Γ ⊂ L0,
выполнено a(r,t)(Γ) = Γ.

Доказательство. По лемме 1.8 T′-пространство A(L) содержит ненулевой T-идеал. Из теоремы
Регева [38] тогда следует, что существует такое натуральное d, что dim(P (n, m)|A(L)∩P (n, m)) �
� dn+m для любых n и m, таких что n + m � 1. Пусть Γ—некоторое S-пространство, удовлетво-
ряющее условию леммы.
Для натуральных чисел p и q через D(p, q) обозначим диаграмму, состоящую из p столбцов дли-

ны q. Положим bp,q = dimJC(p,q), где D(p, q) = dia(C(p, q)). Из формулы крюков для размерности
неприводимых модулей следует, что

bp,q =
(pq)!

(q!)prp(q)
,

где rp(q)—многочлен с рациональными коэффициентами от q, степень и коэффициенты которого
зависят только от p. Отсюда нетрудно получить, что

lim
q→∞

bp,q
(p − 1)pq

= ∞. (1.15)

Положим t0 = d2, а число r0 возьмем таким, чтобы выполнялось неравенство

bt0+1,r0+1 > d2(t0+1)(r0+1)+1,

что возможно в силу формулы (1.15). Положим m0 = (t0 + 1)(r0 + 1), r = 2r0 + 1 и t = 2t0. Выбор
этих чисел r и t зависит только от числа d, которое определяется по T-пространству L. Докажем
теперь, что r и t являются такими числами, существование которых утверждается доказываемой
леммой.
Для краткости положим Γ′ = a(r,t)(Γ). Пусть f ∈ A(Γ′)∩P (n, m). Для того чтобы доказать, что

f ∈ A(Γ), достаточно доказать, что для любых двух диаграмм D1 и D2, состоящих соответственно
из n и m клеток, выполнено UD1,D2f ⊂ A(Γ).
Для дальнейшего заметим, что если D′

1 и D′
2—две диаграммы и в одну из них вкладывается

диаграмма Dt0+1,r0+1, то размерность любого модуля JC′
1,C

′
2
, где D′

1 = dia(C ′
1) и D′

2 = dia(C ′
2), боль-

ше чем d2m0+1. Это означает, что при |D′
1|+ |D′

2| � 2m0 + 1 мы имеем UD′
1,D

′
2
P (|D′

1|, |D′
2|) ⊂ A(L).

Следуя схеме доказательства работы [13], рассмотрим следующие случаи.
Случай 1а). Dt0+1,r0+1 вкладывается в D1. Рассмотрим произвольный элемент

∑
σ∈Sm0

ασσ ∈
∈ UDt0+1,r0+1 , где ασ ∈ K. Тогда понятно, что∑

σ∈Sm0

ασy1xσ(1)y2 . . . ym0xσ(m0)ym0+1 ∈ (UDt0+1,r0+1 ⊗ KSm0+1)P (m0, m0 + 1).
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Разлагая KSm0+1 на блоки UD и пользуясь замечанием перед рассмотрением случаев, получаем
(UDt0+1,r0+1 ⊗ KSm0+1)P (m0, m0 + 1) ⊂ A(L) и∑

σ∈Sm0

ασy1xσ(1)y2 . . . ym0xσ(m0)ym0+1 ∈ A(L). (1.16)

Случай 1б). Dt0+1,r0+1 вкладывается в D2. Рассмотрим произвольный элемент
∑

σ∈Sm0

ασσ ∈
∈ UDt0+1,r0+1 , где ασ ∈ K. Тогда по теореме ветвления имеем∑

σ∈Sm0

ασym0+1yσ(1)y2 . . . ym0yσ(m0)y2m0+1 ∈
⊕

Dt0+1,r0+1⊂D, |D|=2m0+1

(KS0 ⊗ UD)P (0, 2m0 + 1).

Пользуясь тем же замечанием, что и в случае 1a), получаем (KS0 ⊗ UD)P (0, 2m0 + 1) ⊂ A(L).
Следовательно, мы имеем∑

σ∈Sm0

ασym0+1yσ(1)y2 . . . y2m0yσ(m0)y2m0+1 ∈ A(L). (1.17)

По лемме 1.10 A(L) есть T′-пространство и поэтому инвариантно относительно замен пере-
менных из Y на любые многочлены из F . Отсюда в силу формул (1.16) и (1.17) получаем, что
UD1,D2f ⊂ A(L) в случае, когда в одну из диаграмм вкладывается Dt0+1,r0+1. Отсюда, в частно-
сти, получаем UD1,D2f ⊂ A(L) ⊂ A(Γ). Аналогичные рассуждения применялись при доказатель-
стве предложения 1 работы [13].
Случай 2. Ни в одну из диаграмм D1 и D2 не вкладывается Dt0+1,r0+1. Аналогично тому, как

это сделано в [13], легко показать, что в этом случае любой элемент из UD1,D2f представляется
в виде линейной комбинации многочленов вида

(σ1 ⊗ σ2)(SA1 . . . SA2r0
ΛB1 . . .ΛBtf), (1.18)

где σ1 ∈ Sn, σ2 ∈ Sm, A1�. . .�Ar0�B1�. . .�Bt0 = {x1, . . . , xn} и Ar0+1�. . .�A2r0�Bt0+1�. . .�Bt =
= {y1, . . . , ym}.
В силу определения 1.4 и однородности T-пространства Γ′ имеет место формула

h = [f, xn+1] +
n∑
i=1

[fi, xi] ∈ Γ′,

где fixi ∈ P (n + 1, m). Положим Ar = {xn+1}. Тогда по определению Γ′ для любых разбиений
A1 � . . . � Ar0 � B1 � . . . � Bt0 = {x1, . . . , xn} и Ar0+1 � . . . � A2r0 � Bt0+1 � . . . � Bt = {y1, . . . , ym}
получаем

SA1 . . . SArΛB1 . . .ΛBth = [SA1 . . . SA2r0
ΛB1 . . .ΛBtf, xn+1] +

n∑
i=1

[f ′
i , xi] ∈ Γ,

где f ′
ixi ∈ P (n + 1, m). Отсюда по определению 1.4 получаем SA1 . . . SA2r0

ΛB1 . . .ΛBtf ∈ A(Γ).
В силу формулы (1.18) получаем UD1,D2f ⊂ A(Γ).
Таким образом, после рассмотрения всех случаев мы доказали, что f ∈ A(Γ). В силу произ-

вольности выбора n и m имеем A(Γ′) ∩ P = A(Γ) ∩ P . По теореме 1.3 получаем Γ′ = Γ. Лемма
доказана.

Замечание 1.5. Предложение 1 работы [13] фактически означает справедливость аналога дока-
занной леммы для T-пространств, не содержащихся в L0. Это следует из того, что такие T-про-
странства содержат ненулевые T-идеалы.

1.6. ЛОКАЛИЗАЦИЯ

В этом разделе мы опять предполагаем, что char K = 0. Для двух подпространств L1 и L2

алгебры F эквивалентность L1 �T L2 считаем выполненной, если наибольшие T-пространства,
содержащиеся в L1 и L2 соответственно, совпадают.



T -ПРОСТРАНСТВА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 53

Предположим, что заданы два натуральных числа r и t. Пусть Y =
t⊔
i=1

Yi, где Yi— счет-

ные бесконечные множества. Обозначим через Ir идеал алгебры F , порожденный переменными
{xr+1, xr+2, . . .}, а через Ji—идеал алгебры F , порожденный многочленами a1ua2 + a2ua1, где
a1, a2 ∈ Yi и u ∈ 〈X ∪ Y 〉 ∪ {1}. Через J обозначим идеал алгебры F , порожденный переменными
из Y . Имеем Ji ⊂ J для любого i = 1, . . . , t.

Лемма 1.13. Пусть r � 3. Тогда L0 + Ir + J �T L0.

Доказательство. Пусть V —наибольшее T-пространство, содержащееся в L0 + Ir + J . Тогда
L0 ⊂ V . Пусть f —полилинейный многочлен из V , зависящий от переменной x1. Представим f
в виде f = x1g+f1, где f1 ∈ L0 и x1 /∈ vr(g). Пусть ϕ : F → K〈x1, x2, x3〉— такой гомоморфизм, что
ϕ(x1) = x1 и ϕ(xi) ∈ K〈x2, x3〉 при i � 2. Тогда ϕ(f) = x1ϕ(g)+ϕ(f1) ∈ V ⊂ L0 +Ir+J . Применим
к последней формуле замену xi → 0, i � 4, yj → 0, j ∈ N. Такая замена тождественно действует на
ϕ(f) и переводит в нуль идеалы Ir и J . Отсюда получаем ϕ(f) ∈ L0. Из того, что ϕ(f1) ∈ L0, тогда
следует x1ϕ(g) ∈ L0. Так как ϕ(g) не зависит от x1, то ϕ(g) = 0. Вследствие произвольности ϕ,
удовлетворяющего перечисленным выше условиям, и того, что свободная двупорожденная алгебра
не является PI-алгеброй, получаем g = 0. Отсюда f = f1 ∈ L0. Этим доказано, что V ∩ P ⊂ L0.
Учитывая, что char K = 0, получаем V = L0. Лемма доказана.

Лемма 1.14. Для любого ненулевого T-пространства L ⊂ L0 числа r и t можно выбрать
таким образом, что для любого T-пространства Γ, для которого L ⊂ Γ ⊂ L0, выполнена
эквивалентность Γ + Ir + J1 + . . . + Jt �T Γ.

Доказательство. Выберем числа r и t в соответствии с леммой 1.12 так, чтобы r � 3. Пусть
V —наибольшее T-пространство, содержащееся в Γ + Ir + J1 + . . . + Jt. Имеем V ⊂ L0 + Ir + J .
Отсюда по лемме 1.13 получаем V ⊂ L0. Пусть f —ненулевой полилинейный многочлен из V и
A1�. . .�Ar�B1�. . .�Bt = vr(f)—некоторое разбиение. Пусть ϕ— такой эндоморфизм алгебры F ,
что ϕ(x) = xi для x ∈ Ai, i = 1, . . . , r, и ϕ переводит каждое множество переменных Bi, i = 1, . . . , t,
в множество переменных B′

i ⊂ Yi той же мощности. Имеем ϕ(f) ∈ V ⊂ Γ + Ir + J1 + . . . + Jt. По-
этому имеет место представление ϕ(f) = g +h+ g1 + . . .+ gt, где g ∈ Γ, h ∈ Ir и gi ∈ Ji. Применим
к последнему равенству замену xi → 0, i � r+1, y → 0, y ∈ Y \(B′

1∪ . . .∪B′
t). Такая замена тожде-

ственно действует на ϕ(f) и переводит в нуль идеал Ir. Отсюда получаем ϕ(f) = g′ + g′1 + . . . + g′t,
где многочлены g′ и g′i есть результат действия вышеописанной замены на многочлены g и gi
соответственно. При этом g′ ∈ Γ и g′i принадлежит идеалу алгебры F , порожденному многочле-
нами a1ua2 + a2ua1, где a1, a2 ∈ B′

i и u ∈ 〈X ∪ Y 〉 ∪ {1}. Из этого следует, что ΛB′
i
g′i = 0.

Отсюда ΛB′
1
. . .ΛB′

t
ϕ(f) = ΛB′

1
. . .ΛB′

t
g′ ∈ Γ. Производя линеаризацию по x1, . . . , xr в многочлене

ΛB′
1
. . .ΛB′

t
ϕ(f) и переименовывая некоторые переменные, получаем SA1 . . . SArΛB1 . . . ΛBtf ∈ Γ.

Так как эта формула выполняется для любого разбиения, то по лемме 1.12 имеем f ∈ Γ. Отсюда
V ∩ P ⊂ Γ. Учитывая, что char K = 0, получаем V = Γ. Лемма доказана.

Обозначим через F0 подпространство алгебры F , натянутое на слова u ∈ 〈X ∪ Y 〉, такие что
degY u четная, и через F1—подпространство алгебры F , натянутое на слова u ∈ 〈X ∪ Y 〉, такие
что degY u нечетная. Тогда F = F0 ⊕ F1 есть Z2-градуировка алгебры F . Через S2 обозначим
полугруппу таких эндоморфизмов ϕ алгебры F , что ϕ(KX) ⊂ KX и ϕ(KY ) ⊂ KY и через T2

полугруппу таких эндоморфизмов ϕ алгебры F , что ϕ(F0) ⊂ F0 и ϕ(F1) ⊂ F1. При этом S2 ⊂ T2.
Следуя работе [14], введем следующие определения.

Определение 1.5. Подпространство L алгебры F называется S2-пространством, если L замкну-
то относительно всех эндоморфизмов из S2.

Определение 1.6. Подпространство L алгебры F называется T2-пространством, если L замкну-
то относительно всех эндоморфизмов из T2.

Определим отображение sign множества полилинейных слов из 〈X ∪ Y 〉 в {−1, 1} следующим
образом. Пусть u = u0yiσ(1)

u1 . . . un−1yiσ(n)
un—полилинейное слово из 〈X ∪ Y 〉, где u0, . . . , un—

слова из 〈X〉 ∪ {1}, i1 < . . . < in и σ ∈ Sn. Тогда положим sign(u) = sign(σ). Определим линейное
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отображение из P в себя, действие которого на элемент f мы будем обозначать через f∗, следу-

ющим образом. Пусть f =
m∑
i=1

αiui—элемент из P , где αi ∈ K и ui— такие полилинейные слова,

что vr(ui) = vr(uj) для любых i, j = 1, . . . , m. Тогда положим f∗ =
m∑
i=1

αi sign(ui)ui. Очевидно, что
f∗∗ = f .
Если L есть S2-пространство, то через L∗ обозначим S2-пространство, порожденное множеством

(L∩P )∗. Аналогично [14] можно показать, что для любого S2-пространства L выполнено L∗∗ = L.

Лемма 1.15. Если L есть T2-пространство, то L∗ также T2-пространство.

Доказательство. Требуется доказать, что для любого ϕ ∈ T2 и любого f ∈ L∗ выполнено
ϕ(f) ∈ L∗. Достаточно считать, что f = ψ(g), где ψ ∈ S2 и g ∈ (L ∩ P )∗. Поэтому мы сразу
считаем, что f —ненулевой многочлен из (L ∩ P )∗. В силу этого можно еще предположить, что
ϕ(t) ∈ 〈X ∪ Y 〉 для любой переменной t ∈ X ∪ Y . Наконец, при выполнении последнего предполо-
жения имеет место представление ϕ = ϕ2ϕ1, где ϕ1 ∈ T2, ϕ1(t)—полилинейное слово из 〈X ∪ Y 〉
для любой переменной t ∈ X ∪Y , для различных t1, t2 ∈ X ∪Y слова ϕ1(t1) и ϕ1(t2) не зависят от
общих переменных и ϕ2 ∈ S2. Поэтому достаточно считать, что уже ϕ удовлетворяет тем услови-
ям, которые налагались на ϕ1. Имеем f = h∗, где h ∈ L∩P . Пусть v— слово, равное произведению
всех переменных множества vr(h) в порядке возрастания. Пусть u—моном многочлена h и имеет
место представление u = u0yiσ(1)

u1 . . . un−1yiσ(n)
un, где u0, . . . , un— слова из 〈X〉∪{1}, i1 < . . . < in

и σ ∈ Sn. Тогда имеем

sign(ϕ(u)) = sign(ϕ(u0 . . . unyiσ(1)
. . . yiσ(n)

)) = sign(σ) sign(ϕ(v)) = sign(u) sign(ϕ(v)).

Домножая это равенство на ϕ(u), получаем

ϕ(u)∗ = sign(ϕ(v)) sign(u)ϕ(u) = sign(ϕ(v))ϕ(u∗).

Следовательно, ϕ(f) = sign(ϕ(v))ϕ(h)∗ ∈ (L ∩ P )∗. Лемма доказана.

Если в предыдущей лемме заменить выражение «T2-пространство» на выражение «T2-идеал»,
то получится лемма 5 работы [14]. T2-пространство L назовем T∗-пространством, если L = M∗
для некоторого T-пространства M . Для двух подпространств L1 и L2 алгебры F эквивалентность
L1 �T∗ L2 считаем выполненной, если наибольшие T∗-пространства, содержащиеся в L1 и L2 со-
ответственно, совпадают. Существование максимального T∗-пространства, содержащегося в неко-
тором множестве, можно доказать методами работы [14].
Пусть Ir,t—идеал алгебры F , порожденный переменными xi, i � r + 1, и yj , j � t + 1.

Лемма 1.16. Для любого ненулевого T-пространства L ⊂ L0 числа r и t можно выбрать
таким образом, что для любого T-пространства Γ, для которого L ⊂ Γ ⊂ L0, выполнена
эквивалентность Γ∗ + Ir,t �T∗ Γ∗.

Доказательство. Выберем числа r и t в соответствии с леммой 1.14. Пусть V —максимальное
T∗-пространство, содержащееся в Γ∗ + Ir,t. Докажем, что V ∗ ⊂ Γ + Ir + J1 + . . . + Jt. Заметим,
что V ∗ есть T-пространство. Для этого достаточно показать, что ϕ(g∗) ∈ Γ + Ir + J1 + . . . + Jt для
любых g ∈ (V ∩ P ) \ {0} и эндоморфизма ϕ, отображающего каждое множество X и Y в себя.
Достаточно считать, что для любого x ∈ vr(g) ∩ X мы имеем ϕ(x) ∈ {x1, . . . , xr}, так как иначе
мы бы получили ϕ(g∗) ∈ Ir.
Пусть ϕ′ и ϕ′′— такие эндоморфизмы алгебры F , что ϕ′(x) = ϕ(x) для x ∈ X, ϕ′(y) = y

для y ∈ Y и ϕ′′(x) = x для x ∈ X, ϕ′′(y) = ϕ(y) для y ∈ Y . Так как g ∈ V ∩ P
и V ∩ K〈x1, . . . , xr, y1, . . . , yt〉 ⊂ Γ∗, то для любых разбиений A1 � . . . � Ar = vr(g) ∩ X и
B1 � . . . � Bt = vr(g) ∩ Y выполнено SA1 . . . SArSB1 . . . SBtg ∈ Γ∗. Из последней формулы полу-
чаем SA1 . . . SArΛB1 . . . ΛBtg

∗ ∈ Γ. Отсюда в силу char K = 0 и того, что ϕ′(x) ∈ {x1, . . . , xr} для
любого x ∈ vr(g) ∩ X, имеем

ΛB1 . . .ΛBtϕ
′(g∗) ∈ Γ. (1.19)

Положим B = vr(g)∩Y и m = |B|. Определим действие группы Sm на подпространстве U алге-
бры F , натянутом на однородные многочлены h, такие что degy h = 1 для любого y ∈ B, по формуле
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σh = pB(σ)h, h ∈ U . Как было замечено в разделе 1.5, имеет место разложение KSm =
⊕

|D|=m
UD.

В силу формулы (1.19) имеем UDϕ′(g∗) ∈ Γ, и следовательно, ϕ′′(UDϕ′(g∗)) ∈ Γ для диаграмм D,
у которых первая строка не длиннее чем t. С другой стороны, если первая строка диаграммы D
длиннее чем t, то любой многочлен из UDϕ′(g∗) есть линейная комбинация многочленов вида SB′h,
где B′ ⊂ B, |B′| > t и h ∈ U . Легко проверить, что тогда ϕ′′(SB′h) ∈ J1 + . . . + Jt. Из доказанных
фактов и представления ϕ(g∗) = ϕ′′ϕ′(g∗) получаем ϕ(g∗) ∈ Γ + Ir + J1 + . . . + Jt, и следовательно,
V ∗ ⊂ Γ + Ir + J1 + . . . + Jt. По лемме 1.14 имеем V ∗ = Γ и V = Γ∗. Лемма доказана.

Пусть u и v— слова из 〈X ∪ Y 〉. Через [u, v]2 обозначим многочлен [u, v], если degY u · degY v—
четное число, или uv + vu, если degY u · degY v—нечетное число. Для произвольных многочле-
нов f и g выражение [f, g]2 определим по линейности. Имеет место следующее соотношение:
[f, g]∗ = c[f∗, g∗]2 для любых f, g ∈ P , таких что vr(f) ∩ vr(g) = ∅, где c = ±1—константа,
зависящая только от vr(f) и vr(g).
Для любого T2-пространства Γ алгебры F через [Γ, F ]2 обозначим подпространство алгебры F ,

порожденное как линейное пространство элементами вида [g, f ]2, где g ∈ Γ и f ∈ F .

Лемма 1.17. Для любого T2-пространства Γ выполнено [Γ, F ]2 = [Γ∗, F ]∗. В частности,
[Γ, F ]2 есть T2-пространство.

Доказательство. Как S2-пространство [Γ∗, F ]∗ порождено многочленами вида [g, f ]∗, где g ∈ Γ∗,
f ∈ F и gf ∈ P . Так как [g, f ]∗ = ±[g∗, f∗]2, то для любого ϕ ∈ S2 выполнено ϕ([g, f ]∗) =
= ± [ϕ(g∗), ϕ(f∗)]2 ∈ [Γ, F ]2. Поэтому [Γ∗, F ]∗ ⊂ [Γ, F ]2.
Наоборот, пусть h ∈ Γ и f ∈ F —однородные многочлены. Так как char K = 0, то существу-

ют такие полилинейные многочлены h′ ∈ Γ и f ′ ∈ F и эндоморфизм ϕ ∈ S2, что h′f ′ ∈ P ,
ϕ(f ′) = f и ϕ(h′) = h. Так как [f ′, h′]2 = ±[(f ′)∗, (h′)∗]∗, то [f ′, h′]2 ∈ [Γ∗, F ]∗ и, следователь-
но, [f, h]2 = ϕ([f ′, h′]2) ∈ [Γ∗, F ]∗. Учитывая однородность пространства Γ, получаем требуемое
равенство. Лемма доказана.

Через Mn обозначим T-идеал алгебры F , состоящий из тождеств алгебры матриц размера n×n
над полем K.
Пусть L1 ⊂ . . . ⊂ Li ⊂ . . .— счетная бесконечная цепочка T-пространств. Естественным анало-

гом проблемы Шпехта для T-пространств является проблема стабилизации каждой такой цепочки.
Положительное решение этой проблемы было получено в [24].
Если Li не содержится в L0 для некоторого i, то по лемме 1.7 получаем, что Li содержит ненуле-

вой T-идеал. Возможен также случай, когда все Li содержатся в L0. В работе [24] рассматривается
только второй случай. Это происходит потому, что рассмотрение первого случая можно произве-
сти некоторым упрощением полученных конструкций второго случая. С другой стороны, первый
случай можно свести ко второму, если профильтровать по L0 и воспользоваться леммой 1.9.
Проблему стабилизации цепочек T-пространств, каждое из которых содержится в L0, для ну-

левой характеристики основного поля (т. е. второй случай) назовем ограниченной проблемой
Шпехта. Следуя работе [14], докажем следующий вариант редукции этой проблемы.

Теорема 1.4. Предположим, что для любых натуральных n, r и t и для любой возрас-
тающей цепочки T2-пространств [Mn, F ]2 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vi ⊂ . . . цепочка пространств
V1 ∩ A ⊂ . . . ⊂ Vi ∩ A ⊂ . . ., где A = K〈x1, . . . , xr, y1, . . . , yt〉, стабилизируется. Тогда огра-
ниченная проблема Шпехта решается положительно.

Доказательство. Предположим противное. Пусть L1 ⊂ . . . ⊂ Li ⊂ . . .—бесконечная строго
возрастающая цепочка ненулевых T-пространств, содержащихся в L0. Так как L1 ненулевое,
то по лемме 1.8 существует ненулевой T-идеал I, такой что [I, F ] ⊂ L1. По лемме 1.17 имеем
[I∗, F ]2 ⊂ L∗

1. По лемме 1.16 существуют натуральные числа r и t, такие что для любого i � 1
выполнено L∗

i + Ir,t �T∗ L∗
i .

Пусть A = K〈x1, . . . , xr, y1, . . . , yt〉—подалгебра алгебры F . Тогда L∗
i + It,r = L∗

i ∩ A + Ir,t в си-
лу того, что L∗

i есть T2-пространство. Отсюда следует, что (L∗
i + It,r) ∩ A = L∗

i ∩ A. Докажем,
что цепочка пространств L∗

1 ∩ A ⊂ . . . ⊂ L∗
i ∩ A ⊂ . . . строго возрастает. Действительно, если
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L∗
i ∩ A = L∗

i+1 ∩ A, то L∗
i + Ir,t = L∗

i+1 + Ir,t. Отсюда L∗
i+1 ⊂ L∗

i + Ir,t. Так как L∗
i+1 есть T∗-про-

странство, то по лемме 1.16 получаем L∗
i+1 = L∗

i . Поэтому Li+1 = Li, что противоречит условию.
Пусть Vi—наибольшее T2-пространство, содержащееся в (L∗

i + Ir,t) ∩ L∗
0. По лемме 1.15 получаем

L∗
i ⊂ Vi, и следовательно, L∗

i ∩A ⊂ Vi∩A. С другой стороны, Vi∩A ⊂ (L∗
i + Ir,t)∩A∩L∗

0 ⊂ L∗
i ∩A.

Отсюда Vi ∩ A = L∗
i ∩ A, и цепочка V1 ∩ A ⊂ . . . ⊂ Vi ∩ A ⊂ . . . строго возрастает.

По лемме 6 работы [14] алгебра F/I∗ + Ir,t есть конечно порожденная PI-алгебра. Поэтому
для некоторого n эта алгебра удовлетворяет всем тождествам алгебры матриц размера n × n над
полем K. Отсюда Mn ⊂ I∗ + Ir,t. Для того чтобы прийти к противоречию, надо показать, что
[Mn, F ]2 ⊂ V1.
Так как [Mn, F ]2 есть T2-пространство и [Mn, F ]2 ⊂ L∗

0, достаточно показать, что [Mn, F ]2 ⊂
⊂ L∗

1 + Ir,t. Пусть g ∈ Mn ∩ A, а f ∈ A. Так как Mn ∩ A ⊂ I∗, то g ∈ I∗ и [g, f ]2 ∈ [I∗, F ]2.
Вспоминая, что [I∗, F ]2 ⊂ L∗

1, получаем [Mn, F ]2 ⊂ L∗
1 + Ir,t. Теорема доказана.

ГЛАВА 2

ПРИМЕРЫ НЕ КОНЕЧНОЙ БАЗИРУЕМОСТИ

T -ПРОСТРАНСТВ И T -ИДЕАЛОВ НАД ПОЛЕМ ХАРАКТЕРИСТИКИ 2

Цель настоящей главы— показать, что в случае, когда основное поле имеет характеристику p > 0,
аналоги результатов предыдущей главы места не имеют. Соответствующие результаты приведе-
ны в разделах 2.2 и 2.3. Более точно, приводятся конкретные примеры не конечно базируемого
T-пространства и T-идеала над полем характеристики 2 и рассматриваются следствия из этого
результата. В разделах 2.4 и 2.5 рассматриваются так называемые экстремальные свойства при-
веденного ранее контрпримера (относительно коразмерности и относительно подмногообразий).
При доказательстве используется алгебра Φ2, являющаяся в характеристике 2 некоторым анало-
гом алгебры Грассмана. Отметим, что основная трудность при отрицательном решении проблемы
конечной базируемости состоит в построении T-пространства, не имеющего конечного базиса. По-
строение соответствующего T-идеала— некоторое техническое (правда, нетривиальное) следствие.
Это и показано в разделе 2.3.
В коммутативном случае имеется полный аналог результатов предыдущей главы. Этому посвя-

щен раздел 2.6 (см. также [29]).

2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ, ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для удобства читателя напомним некоторые определения из работы [9].
Пусть F = k〈x1, . . . , xi, . . .〉— свободная счетно порожденная ассоциативная алгебра над полем k

характеристики 2 и A = k[. . . αij . . .]—коммутативная k-алгебра, порожденная элементами αij , где
i, j ∈ N, i 
= j, αij = αji, (1 + αij)(1 + αil) = 0, (1 + αij)(1 + αmn) = (1 + αim)(1 + αjn).
Обозначим через An подалгебру алгебры A, порожденную элементами αij , для которых

1 � i, j � n.
Рассмотрим алгебру Φ2 = A〈x1, . . . , xi, . . .〉/I, где I —идеал свободной A-алгебры

A〈x1, . . . , xi, . . .〉, порожденный элементами xixj + αijxjxi. Алгебра F естественным образом вло-
жена в алгебру A〈x1, . . . , xi, . . .〉, а алгебра F̄ = F/F ∩ I —в алгебру Φ2.
Образы многочленов f из алгебры F в алгебре F̄ будем обозначать через f̄ и также называть

многочленами.
Положим θij = 1 + αij . Тогда указанные выше соотношения на элементы αij , очевидно, эквива-

лентны следующим соотношениям на элементы θij : θijθil = 0, θijθmn = θimθjn.
В силу того, что в алгебре A имеет место равенство

1 + ab = (1 + a)(1 + b) + 1 + a + 1 + b,

где a и b—одночлены от элементов αij , любой элемент из радикала алгебры A является суммой
произведений элементов θij , и этот радикал можно рассматривать как идеал алгебры многочленов
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k[{tij}], порожденный элементами tij , профакторизованный по идеалу, порожденному многочлена-
ми tijtil, tijtlk + tiltjk, причем элемент θij является образом элемента tij при этой факторизации.
Всюду ниже произведения элементов вида αij (соответственно θij) будем называть α-одночле-

нами (соответственно θ-одночленами), а их суммы— α-многочленами (соответственно θ-много-
членами). Легко видеть, что всякий элемент из алгебры A можно представить в виде линейной
комбинации одночленов от элементов θij (θ-многочленов).
Представление через элементы θij несколько более удобно, так как соотношения на эти элементы

однородны. Кроме того, идеал I в таком случае порождается элементами θijxixj + [xi, xj ], которые
более «симметричны». Ясно, что он состоит из линейных комбинаций элементов вида

au(θijxixj + [xi, xj ])v, (2.1)

где u и v—некоторые одночлены от переменных xi, a = 1 или a = θi1j1 . . . θirjr , причем элементы
набора i1, j1, . . . , ir, jr попарно различны.
Пусть ū и v̄—одночлены из алгебры F̄ . Тогда, очевидно, [ū, v̄] = (1 + a)ūv̄, где a—некото-

рое произведение элементов αij . Выясним, при каких условиях произведение a содержит данный
элемент αij . Для этого удобна следующая конструкция. Поставим в соответствие индексу i на-
бор (ε1, ε2), где εi равен 0, если u имеет четную степень по переменной xi, и 1, если нечетную,
а ε2 определяется аналогично по отношению к одночлену v. Такой набор будем называть схемой
вхождения индекса i в коммутатор [ū, v̄].
Если (ε1, ε2)— схема вхождения индекса i, а (δ1, δ2)— схема вхождения индекса j в коммутатор

[ū, v̄], то, как нетрудно заметить, элемент αij содержится в a тогда и только тогда, когда матрица( ε1 ε2
δ1 δ2

)
, называемая схемой вхождения пары индексов (i, j) в коммутатор [ū, v̄], имеет один из

следующих шести видов:(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
0 1
1 1

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)
.

Ясно, что если uv имеет нечетную степень по xi, то схема вхождения индекса i в коммутатор
[ū, v̄] имеет вид (1, 0) или (0, 1).
Можно показать, что на алгебре Φ2 выполнено тождество [x1, [x2, x3]] = 0 (см. замечания работ

[9], [1], [22]). Это означает, по сути дела, что I ∩F ⊃ ([x1, [x2, x3]])T. На самом деле, как это будет
показано ниже, верно и обратное включение. Имеет место

Теорема 2.1. F ∩ I = ([x1, [x2, x3]])T.

Доказательству этой теоремы предпошлем ряд лемм.
Первая лемма доказывает включение I ∩ F ⊃ ([x1, [x2, x3]])T.

Лемма 2.1. На алгебре Φ2 выполнено тождество [x1, [x2, x3]] = 0.

Доказательство. Ясно, что достаточно доказать, что для любых трех одночленов ū, v̄, w̄ из алге-
бры F̄ имеет место равенство [ū, [v̄, w̄]] = 0. Для этого достаточно доказать, что через коммутатор
можно «перебрасывать» одну переменную, т. е. доказать, что для любого l имеет место равенство

[x̄l, [ū, v̄]] = 0. (2.2)

Пусть [ū, v̄] = (1 + a)ūv̄ и αij входит в произведение a. Это означает, что схема вхождения пары
индексов (i, j) в коммутатор [u, v] имеет один из указанных выше шести видов. Выражение (2.1)
можно представить в виде

(1 + a)(1 + b)x̄lūv̄, (2.3)

где b = αlm1 . . . αlm3 .
Для доказательства леммы, очевидно, достаточно рассмотреть следующие два случая (осталь-

ные разбираются аналогично).
I. Схема вхождения пары индексов (i, j) имеет вид ( 1 0

0 1 ). В этом случае αil и αjl входят в про-
изведение b.
Рассматривая выражение (1 + a)(1 + b) как θ-многочлен, можно заметить, что для того чтобы

элемент θij давал ненулевой вклад в это выражение, т. е. входил в один из ненулевых θ-одночленов,
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необходимо, чтобы число l отличалось от i и j и для элемента θij из θ-одночлена из первой
скобки нашелся такой элемент θlm из θ-одночлена из второй скобки, что индексы i, j, l и m
попарно различны. Ясно, что uv имеет нечетную степень по xm, и следовательно, схема вхождения
индекса m имеет вид (1, 0) или (0, 1). Пусть для определенность она имеет вид (1, 0). Тогда пара
индексов (j, m) имеет схему вхождения ( 0 1

1 0 ), и следовательно, элемент αjm входит в a. С другой
стороны, элемент αim не может входить в a, так как соответствующая схема вхождения имеет вид
( 1 0

1 0 ).
Таким образом, часть θ-многочлена (1 + a)(1 + b), содержащая индексы i, j, l, m, имеет вид

(θijθlm + θilθjm)τ , что равно нулю в силу соотношений на θ-многочленах.
Рассматривая аналогично остальные сомножители произведения a, получаем, что и все выраже-

ние (2.3) равно нулю.
II. Схема вхождения пары индексов (i, j) имеет вид ( 1 0

1 1 ). В этом случае в произведение b входит
только αil (αjl не входит по причине четности вхождения переменной xj в одночлен ūv̄).
Аналогично случаю I возникают попарно различные индексы i, j, l, m, причем одночлен uv

имеет нечетную степень по xm. Пусть схема вхождения индекса m имеет, для определенности,
вид (0, 1). Тогда схема вхождения пары (i, m) имеет вид ( 1 0

0 1 ), а пары (j, m)— ( 1 1
0 1 ), т. е. элементы

αjm и αim входят в произведение a.
Таким образом, как и в случае I, часть θ-многочлена (1 + a)(1 + b), содержащая индексы i, j, l,

m, имеет вид (θijθlm + θilθjm)τ = 0. Таким образом, (2.2) и лемма доказаны.

Следующие леммы посвящены исследованию T-идеала ([x1, [x2, x3]])T и идеала I.

Лемма 2.2.
а) [x2

1, x2] ∈ ([x1, [x2, x3]])T;
б) [x1, x2][x1, x3] ∈ ([x1, [x2, x3]])T.

Доказательство.
а) [x2

1, x2] = x1x1x2 +x2x1x1 = x1x1x2 +x1x2x1 +x1x2x1 +x2x1x1 = [x1, [x1, x2]] ∈ ([x1, [x2, x3]])T.
б) Нетрудно заметить, что имеют место следующие два соотношения:

[x1, x2[x1, x3]] ≡ [x1, [x2x1, x3]] + [x1, [x2, x3]x1] ≡ [x1, [x2, x3]x1] (mod ([x1, [x2, x3]])T),

[x1, x2x1] = x1x2x1 + x2x1x1 = [x1, x2]x1.

Из них непосредственно следует, что

[x1, x2[x1, x3]] ≡ [x1, [x2, x3]x1] ≡ [x1, [x2, x3]]x1 ≡ 0 (mod ([x1, [x2, x3]])T).

Следовательно,

[x1, x2][x1, x3] ≡ x1x2[x1, x3] + x2[x1, x3]x1 ≡ [x1, x2[x1, x3]] ≡ 0 (mod ([x1, [x2, x3]])T).

Лемма доказана.

Лемма 2.3. [x1, x2][x3, x4] ≡ [x1, x3][x2, x4] (mod ([x1, [x2, x3]])T).

Доказательство. Линеаризуя многочлен [x1, x2][x2, x4] по переменной x2 и применяя лемму 2.2,
получаем утверждение леммы 2.3.

Лемма 2.4. Если {i1, j1, . . . , ir, jr} = {m1, n1, . . . , mr, nr}, то

[xi1 , xj2 ] . . . [xir , xjr ] ≡ [xm1 , xn2 ] . . . [xmr , xnr ] (mod ([x1, [x2, x3]])T).

Доказательство. Левая часть доказываемого сравнения по лемме 2.3 сравнима с произведением,
в котором переставлены местами переменные из соседних коммутаторов. Остается заметить, что
любая перестановка элементов i1, j1, . . . ir, jr может быть получена последовательным применением
таких транспозиций. Лемма доказана.

Лемма 2.5. θilu[xi, xj ]v ∈ I.

Доказательство. Произведение θil(θijuxixjv + u[xi, xj ]v), очевидно, лежит в I. Из равенства
θilθij = 0 получаем утверждение леммы.
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Лемма 2.6. θiluxixjxlv + uxj [xi, xl]v ∈ I; θiluxlxjxiv + u[xl, xi]xjv ∈ I.

Доказательство. По лемме 2.5 θilu[xi, xj ]xlv = θiluxixjxlv +uxj [xi, xl]v +θiluxjxixlv +uxj [xi, xl]v
лежит в I. Так как вторая половина этой суммы лежит в I, то и первая лежит в I. Второе
утверждение доказывается аналогично. Лемма доказана.

Назовем простой редукцией элемента θijuxixjv (соответственно θiluxixjxlv или θiluxlxixjv)
по подслову xixj (соответственно xixjxl или xlxjxi) элемент u[xi, xj ]v (соответственно uxj [xi, xl]v
или u[xi, xl]xjv). Назовем простой редукцией элемента θlmu[xi, xj ]vxlxmw элемент вида
u[xi, xj ]v[xl, xm]w, если i, j, l, m—попарно различные числа, и 0, если {i, j} ∩ {l, m} не пусто.
Операцию перехода от элемента к его редукции также будем называть простой редукцией.
Элемент вида

θi1j1 . . . θirjru, (2.4)

где u—некоторый одночлен из алгебры F , назовем редуцируемым, если он за r простых редукций
приводится к некоторому элементу из алгебры F (может быть, нулевому), который будем называть
редукцией элемента (2.4).
В силу доказанных выше лемм редукция определена корректно, т. е. по модулю T-идеала

([x1, [x2, x3]])T не зависит от выбора подслов xixj . Кроме того, редукции на одночленах и на
элементах, содержащих коммутаторы, очевидно, согласованы.

Доказательство теоремы 2.1. В силу леммы 2.1 достаточно доказать включение I ∩ F ⊂
⊂ ([x1, [x2, x3]])T. Легко видеть, что
1) линейная оболочка редуцируемых элементов имеет нулевое пересечение с линейной оболоч-
кой нередуцируемых элементов;

2) если у элемента (2.1) a = θi1j1 . . . θirjr , где r � 1, то все составляющие его одночленные
слагаемые редуцируемы или нередуцируемы одновременно;

3) всякий элемент из F ∩ I является линейной комбинацией элементов вида

au + u′ = θi1j1 . . . θirjru + u′, (2.5)

где θi1j1 . . . θirjru—редуцируемый элемент, а u′— его редукция.
Ясно, что элементы вида (2.5), которые отличаются на элементах a или u, линейно независимы.

Следовательно, взаимно уничтожиться могут только элементы вида au+u′ и au+u′′, где u′ и u′′—
две редукции элемента au. В силу корректности редукции элемент u′ + u′′ лежит в T-идеале
([x1, [x2, x3]])T. Следовательно, в пересечении F ∩ I могут находиться только элементы из этого
T-идеала. Теорема доказана.

2.2. БЕСКОНЕЧНО БАЗИРУЕМОЕ T -ПРОСТРАНСТВО НАД ПОЛЕМ ХАРАКТЕРИСТИКИ 2

Пусть F = k〈x1, . . . , xi, . . .〉— свободная счетно порожденная алгебра над полем k характери-
стики 2. Рассмотрим подмножество S в алгебре F , состоящее из многочленов вида fn = x2

1 . . . x2
n.

В этом разделе будет показано, что T-пространство ST не является конечно порожденным. На
самом деле будет доказана теорема, из которой следует, что ST не является конечно порожденным
T-пространством даже по модулю T-идеала, порожденного «тройным коммутатором» [x1, [x2, x3]].
Это будет использовано в разделе 2.3 при решении аналога проблемы Шпехта в характеристике 2.
Рассмотрим сначала T-пространство ST в свободной алгебре F . В этом случае достаточно по-

казать, что для любого n > 1 многочлен fn не принадлежит T-пространству {f1, . . . , fn−1}T.
Допустим, что многочлен fn является линейной комбинацией многочленов, каждый из которых
получается из одного из многочленов f1, . . . , fn−1 с помощью некоторых подстановок вместо пере-
менных некоторых многочленов из алгебры F . Ясно, что можно считать, что многочлен fn является
линейной комбинацией многочленов вида g = h1 . . . hs, где 1 � s � n − 1, а многочлен hi либо
равен квадрату полилинейного одночлена, либо имеет вид uv + vu, причем степени одночленов
u и v по каждой из переменных x1, . . . , xn не превосходят 2, а degxi

g = 2 при i = 1, . . . , n.
Скажем, что g— квадратичный одночлен, если все hi—квадраты полилинейных одночленов,

причем хотя бы один из этих одночленов имеет степень не меньше 2.
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Скажем, что g— коммутаторный многочлен, если среди сомножителей hi присутствуют мно-
гочлены вида uv + vu. В этом случае число входящих в многочлен g коммутаторов назовем
кратностью многочлена g. Коммутаторный многочлен кратности m будем записывать в виде
g = b1c1 . . . bmcmbm+1, где ci = uivi + viui, а bi—произведение квадратов полилинейных одночле-
нов или 1.
Так как все рассматриваемые ниже многочлены определены над простым подполем k, то, не

теряя общности, можно, очевидно, считать, что k—поле из двух элементов.
Таким образом, предположение о том, что fn ∈ {f1, . . . , fn−1}T, равносильно тому, что одно-

член fn, который всюду ниже будет обозначаться буквой e, является суммой квадратичных и
коммутаторных многочленов.
Пусть Wn—множество всех одночленов, имеющих по каждой из переменных x1, . . . , xn сте-

пени 2 (2-слова в терминах Ю. П. Размыслова). Каждый из многочленов g состоит из одночле-
нов, принадлежащих множеству Wn, т. е. принадлежит конечномерному векторному пространству
k(Wn), порожденному множеством Wn.
Скажем, что одночлен u является полным подсловом, если он является подсловом некоторого

2-слова из Wn, причем имеет степень 2 по всем входящим в него переменным (т. е. является
2-словом от, возможно, меньшего числа переменных). Из определения коммутаторного многочлена
кратности m следует, что u1v1 . . . umvm—полное подслово.
Многочлен из векторного пространства k(Wn), имеющий вид w1[u1, [u2, u3]]w2 (здесь u1u2u3 не

обязательно полное подслово), назовем бикоммутаторным.
Основным результатом настоящего раздела является

Теорема 2.2. Одночлен e = x2
1 . . . x2

n нельзя представить в виде суммы квадратичных, ком-
мутаторных и бикоммутаторных многочленов.

Из этой теоремы непосредственно получается

Следствие 2.1. Пусть Ω —T-идеал алгебры F , порожденный многочленом [x1, [x2, x3]]. То-
гда T-пространство, порожденное множеством S = {fn | n ∈ N} в относительно свободной
алгебре F/Ω, не является конечно базируемым.

Доказательство теоремы 2.2. Начнем с одного простого, но полезного в дальнейшем утвержде-
ния.

Лемма 2.7. Если e является суммой квадратичных, коммутаторных и бикоммутаторных
многочленов, то число квадратичных одночленов в этой сумме нечетно.

Доказательство. Достаточно положить все xi равными единице. Тогда предположение о четности
числа квадратичных одночленов приведет к равенству 1 = 0, что и доказывает лемму.

Для дальнейшего нам понадобится алгебра Φ2, рассмотренная в разделе 2.1.
Рассмотрим свободную счетно порожденную A-алгебру Φ = A〈x1, . . . , xi, . . .〉, содержащую k-по-

далгебру F . Пусть A(Wn)—левый A-модуль, порожденный множеством Wn, A(Wn), k(Wn), Wn—
образы множеств A(Wn), k(Wn) и Wn при каноническом гомоморфизме Φ → Φ2 = Φ/I.
Легко видеть, что A(Wn)—циклический A-модуль, порожденный любым из элементов множе-

ства Wn. При этом ни один из элементов множества Wn не аннулируется ни каким из ненулевых
элементов алгебры A. В самом деле, любое 2-слово, очевидно, может быть получено из одночле-
на e цепочкой перестановок соседних переменных, что в модуле A(Wn) равносильно умножениям
на обратимые элементы αij . Кроме того, нетрудно проверить, и это будет сделано ниже, что
в I ∩ A(Wn) нет элементов вида ϕe, где ϕ—ненулевой элемент алгебры A.
Для исследования строения элементов из Wn введем следующее определение. Скажем, что

неупорядоченная пара индексов {i, j} связана в 2-слове w, если при специализации всех перемен-
ных, кроме i и j, в единицу получается одночлен xixjxixj или xjxixjxi. Множество всех неупоря-
доченных пар {i, j}, связанных в 2-слове w, обозначим через C(w). Непосредственное вычисление
показывает, что по модулю идеала I любое 2-слово w можно представить в виде w ≡ α(w)e, где
α(w)—произведение всех таких αij , что {i, j} ∈ C(w).
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Покажем теперь, что (I ∩A(Wn))∩Ae = 0. Модуль I ∩A(Wn) порождается по определению эле-
ментами вида w+αijw

′, где 2-слово w′ отличается от 2-слова w на перестановку соседних перемен-
ных. С другой стороны, w ≡ α(w)e (I) и w′ ≡ α(w′)e (I), причем α(w) = αijα(w). Следовательно,
любой элемент w + αijw

′ из модуля I ∩A(Wn) имеет вид w + αijw
′ = w + α(w)e + α(w)e + αijw

′ =
= w + α(w)e + αij(w′ + αij(w)e) = w + α(w)e + αij(w′ + α(w′)e). Таким образом, этот модуль
порождается элементами e + α(w)w (или, что то же самое, элементами α(w)e + w).
Пусть

∑
i

∑
w

ϕi,w(e + α(w)w)—элемент вида ϕe. Ясно, что разные 2-слова не могут «взаимодей-

ствовать». Следовательно,
∑
i

ϕi,w(e + α(w)w) ∈ Ae, т. е.
∑
i

ϕi,wα(w) = 0, и в силу обратимости

элемента α(w)
∑
i

ϕi,w = 0, т. е. ϕ = 0.

Ясно, что w1 + . . . + wr ≡ (α(w1) + . . . + α(wr))e (I), причем w1 + . . . + wr ≡ w′
1 + . . . + w′

s (I)
тогда и только тогда, когда α(w1) + . . . + α(wr) = α(w′

1) + . . . + α(w′
s).

Таким образом, имеется естественное вложение α векторного пространства k(Wn) в алгебру A,
при котором элемент ē отождествляется, очевидно, с единицей алгебры A. Образы элементов из
векторного пространства k(Wn) относительно композиции канонического гомоморфизма k(Wn) на
k(Wn) и отображения α будем в дальнейшем называть α-образами этих элементов.
Для исследования α-образов коммутаторных и бикоммутаторных многочленов введем следую-

щие определения. Пусть uv—подслово некоторого 2-слова изWn. Скажем, что индекс i однократ-
но входит в коммутатор [u, v], если переменная xi входит в одночлен uv в степени 1. Скажем,
что индекс i двукратно входит в коммутатор [u, v], если переменная xi входит в каждый из
одночленов u и v. В остальных случаях будем считать, что индекс i не входит в коммутатор
[u, v] (даже если переменная xi дважды входит в одночлен u или в v).
Прямая проверка показывает, что [u, v] ≡ (1 + a)uv (I), где a—произведение таких элемен-

тов αij , что хотя бы один из этих индексов входит в коммутатор [u, v] однократно, а другой—
однократно или двукратно.
Имеют место следующие соотношения в пространстве k(Wn), дающие, в частности, ответ на

поставленный выше вопрос об α-образах коммутаторных и бикоммутаторных многочленов (ниже
w1 и w2—некоторые одночлены или 1).
1. w1[u, v]w2 = 0, где u, v или uv—полное подслово, в частности, когда u = u2

1.
2. w1[u, v]2w2 = 0.
3. w1[xi, xixj ][xl, xlxj ]w2 = 0.
4. w1[xixj , xixk][xlxj , xlxk]w2 = 0.
5. w1[u1, v1] . . . [um, vm]w2 = 0, где u1v1 . . . umvm—полное подслово (при m = 1 получаем соот-

ношение 1).
6. w1[[u1, [u2, u3]]w2 = 0.
7. Если w—квадратичный одночлен из Wn, то e + w— сумма нечетного числа попарно различ-

ных ненулевых θ-одночленов.
Перейдем теперь к доказательству этих соотношений.
1. Соотношение следует из того, что в полном подслове не может быть однократных индексов.
2. Соотношение следует из равенства (1 + a)2 = 0 в алгебре A, если a—произведение элемен-

тов αij .
3. Соотношение следует из равенства (1 + αij)(1 + αlj) = 0.
4. Соотношение следует из того, что

[xixj , xixk] ≡ (1 + αikαijαjk)xixjxixk (I),

[xlxj , xlxk] ≡ (1 + αljαjkαlk)xlxjxlxk (I),

(1 + αikαijαjk)(1 + αljαjkαlk) = (1 + αik)(1 + αlj) + (1 + αij)(1 + αlk) = 0.

Замечание 2.1. Свойства 1—4 проясняют причину того, что в алгебре A на α-одночлены на-
кладываются именно такие соотношения: они необходимы для того, чтобы «исчезали» α-образы
простейших коммутаторных многочленов. Ниже будет показано, что при этом в алгебре A «исче-
зают» и любые коммутаторные и бикоммутаторные многочлены.
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5. Ясно, что α-образ коммутаторного многочлена является суммой θ-одночленов вида
θi1j1 . . . θimjmτ , где θi1j1 берется из первого коммутатора,. . . , θimjm —из m-го коммутатора, причем
i1 входит в u1, j1 входит в v1,. . . , im входит в um, jm входит в vm, τ —дополнительный множи-
тель, который может быть единицей или некоторым θ-одночленом. Покажем, используя полноту
подслова u1v1 . . . umvm, что θ-одночленов такого вида с фиксированным τ , равных между собой и
входящих в этот α-образ, четное число. Для этого сделаем следующие предварительные комбина-
торные рассмотрения.
Пусть S = {a1, b1, . . . , an, bn}—некоторое 2n-элементное множество и S1, . . . , Sn— такие непу-

стые попарно непересекающиеся его подмножества, что S = S1∪ . . .∪Sn. Подмножество R множе-
ства S, состоящее из n элементов, назовем правильным, если R∩Si—одноэлементное множество
и для любого i = 1, . . . , n в множество R входит либо ai, либо bi (или, что равносильно, все
индексы, нумерующие элементы множества R, попарно различны).

Лемма 2.8. Допустим, что все множества Si состоят из двух элементов. Тогда количество
правильных подмножеств множества S четно.

Доказательство. Пусть R∗ обозначает подмножество множества S, получающееся из правильного
подмножества R следующим образом: если элемент ai лежит в R, то bi лежит в R∗; если bi
лежит в R, то ai лежит в R∗. Подмножество R∗, очевидно, тоже правильное. Следовательно, все
правильные подмножества S разбиваются на пары типа R и R∗. Значит, их четное число, и лемма
доказана.

Рассмотрим теперь общий случай

Лемма 2.9. Для любого разбиения множества S на непустые подмножества S1, . . . , Sn ко-
личество его правильных подмножеств относительно этого разбиения четно (отсутствию
таковых отвечает нуль).

Доказательство. Индукция по n. При n = 1 утверждение очевидно. Пусть n > 1 и утверждение
верно для n − 1 множеств. Если все Si состоят из двух элементов, то мы находимся в ситуации
леммы 2.8. Если же нет, то хотя бы одно из множеств Si (например, Sn) содержит один элемент
(например, an). Если bn находится в каком-либо из одноэлементных подмножеств Si, то правиль-
ных подмножеств, очевидно, нет. Если же нет, то рассмотрим систему множеств S′

1, . . . , S
′
n−1, где

S′
i совпадает с Si, если в Si нет элемента bn, и S′

i = Si \ {bn}, если bn ∈ Si. Остается применить
индуктивное предположение. Лемма доказана.

Для завершения доказательства свойства 5 рассмотрим теперь следующую конструкцию. Пусть
{i1, j1, . . . , im, jm}—множество попарно различных индексов из приведенного выше θ-одночлена.
Поставим в соответствие индексу i1 пару символов a1, b1, индексу j1— a2, b2,. . . , индексу im—
a2m−1, b2m−1, индексу jm— a2m, b2m и рассмотрим множество S = {a1, b1, . . . , a2m, b2m}.
Пусть Li—множество символов из S, отвечающих индексам, входящим в ui, а Ri—аналогичное

множество для vi (в каждом из этих множеств может присутствовать только один из элементов
aj или bj). Тогда мы имеем разбиение S = L1 ∪ R1 ∪ . . . ∪ Lm ∪ Rm, и между правильными под-
множествами в S относительно этого разбиения и рассмотренными выше θ-одночленами имеется
взаимооднозначное соответствие. Остается применить лемму 2.9.
6. Соотношение непосредственно следует из теоремы 2.1.

Замечание 2.2. Свойство 5 может быть доказано другим (может быть, более простым) спосо-
бом, если применить результаты раздела 2.1, т. е. использовать тождество [x1, [x2, x3]] = 0 (см.
также [23]). Однако мы хотели здесь продемонстрировать некоторые вычисления непосредственно
в алгебре Φ2. На самом деле, можно показать, что все соотношения 1—6 являются следствиями
указанного тождества. Так что, по существу, вычисления в алгебре Φ2 необходимы только для
доказательства свойства 7. Все остальное имеет, так сказать, иллюстративный характер.

7. Для доказательства этого свойства нам понадобятся некоторые дополнительные обозначения
и вспомогательные факты.



T -ПРОСТРАНСТВА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 63

Пусть S —произвольное подмножество множества {1, . . . , n}, содержащее более одного элемен-
та. Обозначим через β(S) произведение всевозможных элементов αij , для которых i, j ∈ S (всего
|S|(|S| − 1)/2 сомножителей), например, β({1, 2, 3}) = α12α13α23.
Рассмотрим квадратичный одночлен w = w2

1 . . . w2
qw

′, где wi—полилинейные одночлены степе-
ни i � 2, а w′—произведение квадратов переменных или 1 (в силу свойства 1 достаточно рассмот-
реть квадратичные одночлены только такого вида). Пусть Sl—множество индексов переменных,
содержащихся в одночлене wl. Ясно, что Sk ∩ Sl = ∅ при k 
= l и α(w) = β(S1) . . . β(Sq). Следо-
вательно, 1 + α(w) как элемент из радикала алгебры A является некоторой суммой θ-одночленов.
Эта сумма, очевидно, состоит из всевозможных произведений вида τ = τ1 . . . τq, где τl—выражение
вида θi1j1 . . . θirjr , где {i1, j1, . . . , ir, jr}—некоторое четноэлементное подмножество множества Sl.
Таким образом, по любому непустому подмножеству D множества S1 ∪ . . . ∪ Sq, содержащему

четное число элементов в каждом блоке D ∩ Sl (такое подмножество D называется в дальней-
шем допустимым), и по любой фиксации пар {i1, j1, . . . , ir, jr} в каждом блоке, т. е. по разбиению
множества D∩Sl на двухэлементные подмножества, можно однозначно восстановить один из одно-
членов τ , составляющих θ-многочлен 1+α(w), и обратно (при этом, разумеется, не принимается во
внимание тот факт, что некоторые θ-одночлены, будучи графически различными, могут совпадать
в силу соотношений в алгебре A).

Лемма 2.10. Количество допустимых подмножеств, связанных указанным выше образом
с данным квадратичным одночленом w, равно 2|Sl|+...+|Sq |−q − 1, т. е. нечетно.

Доказательство. Количество подмножеств с четным числом элементов в каждом из мно-
жеств Sl равно, как известно, 2|Sl|−1. Следовательно, количество допустимых подмножеств равно
2|Sl|+...+|Sq |−q − 1 (пустое множество отбрасывается). Лемма доказана.

Лемма 2.11. Для любого допустимого подмножества D множества S1 ∪ . . . ∪ Sq число фик-
саций пар по всем блокам множества D нечетно.

Доказательство. Ясно, что достаточно доказать нечетность числа фиксаций пар для одного блока
B = {i1, j1, . . . , ir, jr}. Проведем индукцию по r. При r = 1 число фиксаций, очевидно, равно 1.
Пусть число фиксаций пар в множестве B′ = {i1, j1, . . . , ir−1, jr−1} нечетно. Обозначим через Bir,k

множество, получающееся заменой одного из элементов k множества B′ на ir. В каждом из таких
множеств по индуктивному предположению нечетное число фиксаций пар. Аналогично рассмат-
риваются множества Bjr,k. Всего множеств Bir,k и Bjr,k четное число, причем в каждом из них
нечетное число фиксаций пар. Следовательно, во всех множествах B′, Bir,k и Bjr,k нечетное число
фиксаций пар. Что и доказывает лемму.

Из того, что θ-одночлены, соответствующие одному и тому же допустимому множеству D, но
разным фиксациям пар, равны (что очевидным образом следует из соотношений в алгебре A), и
леммы 2.11 получаем

Следствие 2.2. Между допустимыми подмножествами в S1 ∪ . . .∪Sq и ненулевыми попарно
различными θ-одночленами, составляющими α-образ элемента e + w, имеется взаимно одно-
значное соответствие.

Из этого следствия и леммы 2.10 получается свойство 7.
Для завершения доказательства теоремы 2.1 заметим, что если бы имело место равенство

e = w1 + . . . + wr + ∆, где wi—квадратичные одночлены, r—нечетное число (в силу лем-
мы 2.7), а D— сумма коммутаторных и бикоммутаторных многочленов, то имело бы место ра-
венство e + w1 + . . . + e + wr + ∆ = 0.
Переходя к α-образам, получаем 1 + w̄1 + . . . + 1 + w̄r + ∆̄ = 0. В силу соотношений 5 и 6

∆̄ = 0, а в силу свойства 7 каждый из θ-многочленов 1 + w̄i состоит из нечетного числа попарно
различных θ-одночленов. Следовательно, сумма нечетного числа попарно различных θ-одночленов
равна нулю, чего не может быть в силу вида соотношений в алгебре A. Полученное противоречие
и доказывает теорему 2.2.
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2.3. ОБ АНАЛОГЕ ПРОБЛЕМЫ ШПЕХТА ДЛЯ ПОЛЕЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ p > 0

В работе [15] А. Р. Кемером впервые было дано положительное решение хорошо известной про-
блемы Шпехта о конечной базируемости T-идеалов в свободной счетно порожденной ассоциативной
алгебре над полем характеристики нуль (см. [40]). Представляет интерес аналог этой проблемы
для случая поля характеристики p > 0. Из результатов А. Р. Кемера [16] следует положительный
ответ для бесконечного поля в так называемом локальном случае, т. е. когда система многочленов,
порождающих T-идеал, зависит от конечного множества переменных. Другим способом можно
получить положительный ответ даже для односторонних T∗-идеалов, если использовать технику
предыдущей главы.
Однако для произвольных T-идеалов ответ отрицательный (см. также [1,9, 10,22]). Здесь будет

рассмотрен случай p = 2. Имеет место следующая

Теорема 2.3. Пусть k —поле характеристики 2. Тогда T-идеал, порожденный в свободной
алгебре F = k〈x1, . . . , xi, . . . , y1, y2, z1, z2〉 множеством многочленов вида

g0 = y4
1z

4
1z

4
2y

4
2y

4
1z

4
1z

4
2y

4
2,

gn = y4
1z

4
1x

2
1 . . . x2

nz
4
2y

4
2y

4
1z

4
1x

2
n+1 . . . x2

2nz
4
2y

4
2,

где n ∈ N, не является конечно порожденным.

Доказательство. Ясно, что (как и в доказательстве теоремы 2.2) достаточно доказать, что для
любого n � 1 многочлен gn не лежит в T-идеале, порожденном многочленами g0, . . . , gn−1. До-
пустим противное. Обозначим через W ∗

n множество всех одночленов от переменных xi, yi, zi,
имеющих степень 2 по xi и степень 8 по y1, y2, z1 и z2, i = 1, . . . , 2n (расширенные 2-слова).
Через k(W ∗

n) обозначим линейную оболочку множества W ∗
n .

Проекцией многочлена f из алгебры F назовем его однородную по каждой переменной состав-
ляющую π(f), принадлежащую пространству k(W ∗

n).
Сделанное выше допущение означает, что многочлен gn является линейной комбинацией проек-

ций выражений вида
K1A

4B4h1 . . . hrC
4D4A4B4hr+1 . . . h2rC

4D4K2, (2.6)

где A, B, C и D—некоторые многочлены, K1, K2—некоторые одночлены и либо hi—квадрат
полилинейного по xα одночлена, либо hi = [ui, vi], 0 � r � n − 1. Положим H1 = h1 . . . hr,
H2 = hr+1 . . . h2r.
Для дальнейшего нам понадобится следующая вспомогательная конструкция, так называемая

алгебра квазимногочленов (ср. [7, 8]). Пусть Ω = k〈ȳ1, ȳ2, z̄1, z̄2, θ, τ〉— свободная 6-порожденная
алгебра и Q = Ω∗Φ2— свободное произведение над полем k алгебры Ω и алгебры Φ2 из раздела 2.1.
Элементы этой алгебры назовем квазимногочленами, а произведения элементов x̄i, θ, ȳ1, ȳ2, τ , z̄1

и z̄2— квазиодночленами, из которых состоит данный квазимногочлен.
Пусть h—некоторый многочлен из алгебры F и h̄—квазимногочлен, получающийся из h заме-

ной xi на x̄i, yi на ȳi и zi на z̄i. Назовем редукцией квазимногочлена h̄ элемент из алгебры F2,
получающийся при специализации ȳi, z̄i �→ 1.
Квазиодночлен, имеющий степень 2 по xi, где i = 1, . . . , 2n, назовем правильным, если он имеет

вид
θāτ t̄1τ b̄θθc̄τ t̄2τ d̄θ,

где t̄i—одночлены от x̄i положительной степени, ā, b̄, c̄, d̄—одночлены от x̄i, ȳi, z̄i, причем ā и c̄
имеют степень 3 по ȳ1 и z̄1 и не зависят от ȳ2 и z̄2, а b̄ и d̄ имеют степень 3 по ȳ2 и z̄2 и не
зависят от ȳ1 и z̄1. Назовем центром такого квазиодночлена подслово θθ. Линейную комбинацию
правильных квазиодночленов назовем правильным квазимногочленом.
Каждый квазимногочлен q из алгебры Q может быть очевидным образом представлен в ви-

де суммы правильного квазимногочлена ρ(q) и линейной комбинации остальных, неправильных
квазиодночленов. Правильная компонента ρ(q), разумеется, может быть и нулевой.
Обозначим через V подпространство правильных квазимногочленов, исчезающих при специали-

зации ȳi, z̄i, θ, τ �→ 1.
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Пусть гомоморфизм ϕ : F → Q определяется соответствием xi �→ x̄i, yi �→ ȳi+θ, zi �→ z̄i+τ . Назо-
вем ϕ-проекцией многочлена f из алгебры F элемент из алгебры Q вида ρ(ϕ(π(f))). Неформально
говоря, ϕ-проекция расширенного 2-слова получается следующим образом: выбираются элементы
yk и yl, стоящие по краям одночлена, и элемент ymyn внутри, «равноудаленный» по степени yi
от краев одночлена; вместо этих элементов ставятся элементы θ и θθ; затем между первыми дву-
мя θ и соответственно между вторыми двумя θ выбираются такие элементы zl и zm, что между
ними стоят только xi, а левее и правее их степени вхождения элементов yi и zi соответствуют
определению правильного квазимногочлена; затем эти zl и zm заменяются на τ , а остальные xi,
yi и zi заменяются на x̄i, ȳi и z̄i соответственно. Если такой выбор сделать нельзя, то ϕ-проекция
расширенного 2-слова равна нулю. Например, ϕ-проекция многочлена gn равна

θȳ3
1 z̄

3
1τ x̄2

1 . . . x̄2
nτ z̄3

2 ȳ
3
2θθȳ

3
1 z̄

3
1τ x̄2

n+1 . . . x̄2
2nτ z̄3

2 ȳ
3
2θ.

Выясним теперь, что из себя представляет ϕ-проекция выражения (2.6). Для этого посмотрим
сначала, какова часть многочлена A4, которая содержит переменные xi в степени не выше 2.
Пусть A = Y +

∑
ai, где многочлен Y состоит из одночленов, содержащих только переменные

yi, zi, а ai—одночлены, содержащие переменные xα. Заметим, что

A2 = Y 2 +
∑

[Y, ai] +
∑

[ai, aj ] +
∑

a2
i .

Следовательно, искомая часть многочлена B4 является линейной комбинацией выражений вида

Y 4, [Y 2, a], [a, b]2, [a2, b], [c1, c2], (2.7)

где a, b—некоторые одночлены, c1, c2—некоторые коммутаторы.
Заметим, что все выражения из списка (2.7), кроме Y 4, исчезают при специализации yi, zi �→ 1

и применении гомоморфизма ϕ (как следует из свойств алгебры Φ2).
Пусть a1, . . . , am—набор не обязательно попарно различных одночленов от xi, yi, zi, причем xi

входит в произведение этих одночленов в степени не выше 2. Обозначим через
∑

(a1, . . . , am) сумму
одночлена a1 . . . am и остальных (если таковые существуют) одночленов, получающихся из этого
всевозможными перестановками попарно различных ai. Аналогично определяется квазимногочлен∑

(ā1, . . . , ām).
Из рассмотрения списка (2.7) и сделанного после этого замечания непосредственно вытекает

следующее утверждение.

Лемма 2.12. Если не все элементы ā1, ā2, ā3, ā4 равны между собой, то редукция квазимно-
гочлена

∑
(ā1, ā2, ā3, ā4) равна нулю.

Пусть L(A)—линейно независимая система одночленов, составляющих многочлен A, L(B),
L(C) и L(D)—аналогичные системы для многочленов B, C и D. Ясно, что для получения ϕ-про-
екции многочлена (2.6) нужно рассмотреть сумму ϕ-проекций выражений вида

f = K1A
(1)B(1)H1C

(1)D(1)A(2)B(2)H2C
(2)D(2)K2,

в которых A(i) =
∑

(a(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3 , a

(i)
4 ), где a

(i)
j —одночлены из системы L(A) (не обязательно

попарно различные), B(i), C(i), D(i)—аналогичные многочлены, связанные с системами L(B), L(C)
и L(D). Многочлены a

(i)
j , b

(i)
j , c

(i)
j , d

(i)
j , hi и Ki, очевидно, можно считать такими, что получившийся

в результате многочлен f лежит в пространстве, порожденном расширенными 2-словами: k(W ∗
n).

Лемма 2.13. Если правильная составляющая квазимногочлена ϕ(f) не лежит в простран-
стве V , то все квазиодночлены, составляющие квазимногочлен ρ(ϕ(f)) по модулю V на пози-
циях для ϕ(A(i)) и ϕ(D(i)) содержат элемент θ, а на позициях для ϕ(B(i)) и ϕ(C(i)) содержат
элемент τ .

Доказательство. Заметим сначала, что ни на одной из этих позиций не может стоять квазим-
ногочлен, не содержащий в своих квазиодночленах элементов θ или τ . В самом деле, тогда он,
очевидно, имел бы вид

∑
(q̄1, q̄2, q̄3, q̄4), где qi—одночлены из одной из систем L(A), L(B), L(C)

или L(D). Так как ни один из элементов x̄i, ȳi, z̄i не может входить в этот квазимногочлен с крат-
ностью больше 3, то по лемме 2.12 редукция такого квазимногочлена равна нулю, и следовательно,
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ρ(ϕ(f)) лежит в V . То, что элементы θ и τ распределяются по соответствующим позициям именно
указанным образом, прямо следует из определения правильности. Лемма доказана.

Из леммы 2.13 очевидным образом следует

Лемма 2.14. Для того чтобы ϕ-проекция многочлена f не лежала в пространстве V , необ-
ходимо, чтобы выполнялись следующие условия:

одночлены K1 и K2 являются константами, т. е. вклад в ϕ-проекцию многочлена f по
модулю V дают компоненты квазимногочленов ϕ(A(1)) и ϕ(D(2)), имеющие вид θX и Xθ;

центр правильной составляющей квазимногочлена ϕ(f) (точнее, центр всех его квазиод-
ночленов) находится между позициями для ϕ(D(1)) и ϕ(A(2)), т. е. вклад в ϕ-проекцию мно-
гочлена f по модулю V дают компоненты квазимногочленов ϕ(D(1)) и ϕ(A(2)), имеющие вид
Xθ и θX;

квазимногочлены H̄1 и H̄2 зависят только от x̄i.

Из леммы 2.14 следует, что ϕ-проекция многочлена (2.6) является суммой элемента из про-
странства V и выражений вида

θaH̄1bθθcH̄2dθ, (2.8)

где a и c—квазиодночлены от x̄i, ȳ1, z̄1 и τ , имеющие степень 3 по ȳ1 и z̄1, а b и d—квазиодночлены
от x̄i, ȳ2, z̄2 и τ , имеющие степень 3 по ȳ2 и z̄2, причем H̄1 и H̄2 зависят только от x̄i. Кроме того,
как легко видеть, если (a, b) 
= (c, d), то в эту сумму вместе с (2.8) войдет и выражение

θcH̄1dθθaH̄2bθ.

Поэтому ϕ-проекция выражения (2.6) является суммой, состоящей из правильного квазимногочле-
на из пространства V и из квазимногочленов следующих двух видов:

θaH̄1bθθcH̄2dθ + θcH̄1dθθaH̄2bθ, θaH̄1bθθaH̄2bθ.

После специализации ȳi, z̄i, θ, τ �→ 1 получаем один из следующих многочленов: [a∗b∗, c∗d∗]H̄1H̄2,
(a∗b∗)2H̄1H̄2, где h∗—образ квазимногочлена h̄ при этой специализации.
Итак, ϕ-проекция многочлена (2.6) после специализации ȳi, z̄i, θ, τ �→ 1 является суммой образов

относительно гомоморфизма ϕ квадратичных и коммутаторных многочленов от переменных xi (так
как 2r + 1 < 2n). Применяя аналогичную операцию к gn, получаем x̄2

1 . . . x̄2
2n. Отсюда следует, что

x̄2
1 . . . x̄2

2n— сумма квадратичных одночленов, что противоречит теореме 2.1 предыдущего раздела.
Теорема доказана.

Из теорем 2.2 и 2.3 непосредственно получаются следующие следствия.

Следствие 2.3. Пусть A —коммутативное кольцо, имеющее сюръективный гомоморфизм
на Z2-алгебру с единицей (например, A = Z). Тогда указанные в теоремах 2.1 и 2.2 многочлены
порождают в алгебре A〈x1, . . . , xi, . . . , y1, y2, z1, z2〉 не конечно порожденный T-идеал (T-модуль,
T-группу).

Следствие 2.4. Многообразие ассоциативных колец не шпехтово. Более того, многообразие
ассоциативных ниль-колец индекса 32 не шпехтово.

Замечания 2.3.
1. Ясно, что T-идеал, порожденный одночленами gn, не является унитарно замкнутым, т. е.

устойчивым относительно подстановок вместо некоторых из переменных единицы. Интересно было
бы построить унитарно замкнутый T-идеал, не являющийся конечно базируемым. Соответствую-
щие конструкции приведены в главе 3.
2. Настоящая глава по сути дела посвящен рассмотрению с тех или иных сторон только одного

примера в характеристике 2, с которого и началась серия результатов на эту тему. С более широким
спектром конструкций для характеристики p > 0 читатель может познакомиться в [23].
3. Как будет показано ниже (см. также [29]), в коммутативном случае имеется полный аналог

результатов главы 1 (конечная базируемость T-пространств) для произвольного бесконечного поля.
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4. Пример T-пространства, приведенного в разделе 2.2, является в каком-то смысле «исключи-
тельным». Как показано В. В. Щиголевым, попытки его прямого переноса или «наивного» обобще-
ния с помощью многочленов xp1 . . . xpn на другую характеристику не достигают цели: получаются
конечно порожденные T-пространства.
5. В работе А. Р. Кемера [34] показано, что в случае поля характеристики p > 0 из любого

тождества следует стандартное тождество Stm некоторой степени. Из конструкции алгебры Φ2

в разделе 2.1 видно, что в случае поля характеристики 2, например, из тождеств [x1, [x2, x3]] = 0 и
Stm = 0 не следует тождество [x1, x2] . . . [xn−1, xn] = 0 ни для какого n. Следовательно, и в алгебре
Z〈x1, . . . , xi, . . .〉 из этих тождеств не следует тождество [x1, x2] . . . [xn−1, xn] = 0 ни для какого n.
С другой стороны, в алгебре Q〈x1, . . . , xi, . . .〉, как хорошо известно, из этих тождеств следует для
некоторого n тождество [x1, x2] . . . [xn−1, xn] = 0 (по теореме Брауна о нильпотентности радикала
конечно порожденной PI-алгебры). Таким образом, в аддитивной группе соответствующей относи-
тельно свободной алгебры имеется кручение, описание которого представляется, на наш взгляд,
весьма интересным вопросом.
6. Из работы А. Р. Кемера [35] следует, что в характеристике p > 0 любое тождество вле-

чет за собой все полилинейные тождества алгебры матриц некоторого порядка r. Отсюда и из
теорем 2.1 и 2.2 следует, что в относительно свободной Z-алгебре, заданной T-идеалом алгебры
Z〈x1, . . . , xi, . . .〉, порожденным полилинейными тождествами алгебры матриц некоторого порядка,
существует бесконечная возрастающая цепочка T-групп (T-идеалов), что опять приводит к круче-
нию в аддитивной группе этой алгебры.
7. Представляет, на наш взгляд, интерес и следующий вопрос. Пусть T-идеал (или T-группа)

алгебры Z〈x1, . . . , xi, . . .〉 конечно порожден при рассмотрении его по любому модулю m. Следует
ли отсюда, что он конечно порожден в алгебре Z〈x1, . . . , xi, . . .〉?
8. С вопросами 5—7 тесно связан следующий общий вопрос. Пусть I —некоторый T-идеал

в алгебре Z〈x1, . . . , xi, . . .〉 и A(I)—аддитивная группа фактор-алгебры Z〈x1, . . . , xi, . . .〉/I. Что из
себя представляет периодическая часть абелевой группы A(I)? В частности, когда периодическая
часть группы A(I) тривиальна? Например, это так, если I — T-идеал, порожденный коммутатором,
а для тройного коммутатора плюс стандартный многочлен (или многочлен Капелли) это уже не
так: периодическая часть весьма велика и мало изучена.
9. Используя методы доказательства теоремы 2.3, в любой характеристике p > 0 можно строить

по T-пространствам, удовлетворяющим некоторой достаточно общей системе условий, T-идеалы,
не имеющие конечного базиса.
10. Следствие 2.4 из теоремы 2.3 дает отрицательный ответ на известную проблему А. И. Маль-

цева [25] о конечности базиса тождеств ассоциативного кольца. Более того, это следствие дает
в некотором смысле максимальный контрпример к аналогу теоремы Нагаты—Хигмана для колец
(см. также [10,30,31]).
11. В работе [32] построено нешпехтово многообразие ниль-алгебр индекса 6. Однако возника-

ющий там T-идеал не порожден одночленами.
12. Читатель, заинтересовавшийся следствием 2.4, может попытаться заменить в нем 32 на 16.

2.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОРАЗМЕРНОСТЕЙ В ПРОСТРАНСТВАХ 2-СЛОВ. ПЕРВОЕ СВОЙСТВО ЭКСТРЕМАЛЬНОСТИ

Цель следующих двух разделов— показать экстремальность приведенного в разделе 2.2 при-
мера. Точный смысл термина «экстремальность» будет ясен из формулировок приводимых ниже
результатов (см. также [3]).
Пусть Wn—множество 2-слов от переменных x1, . . . , xn в алгебре F , т. е. одночленов от пере-

менных x1, . . . , xn, имеющих степень 2 по каждой из них, Wn— его образ в алгебре F̄ , L(Wn)—
линейная оболочка множества Wn, ST— T-пространство в алгебре F̄ , порожденное множеством S
из F̄ , т. е. наименьшее линейное подпространство, содержащее S и замкнутое относительно под-
становок вместо переменных x̄i элементов из алгебры F̄ , fn = x2

1 . . . x2
n.

В разделе 2.2 строится естественное вложение α линейного пространства L(Wn) в алгебру A
по следующему правилу. Любое 2-слово w̄ из Wn можно однозначно представить в виде w̄ = af̄n,
где a—произведение некоторых αij , 1 � i, j � n. Таким образом, каждому 2-слову w̄ можно по-
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ставить в соответствие элемент α(w) = a. Отображение α осуществляет изоморфизм линейных
пространств L(Wn) и An (определение см. в разделе 2.1). В самом деле, любой элемент из ал-
гебры An—линейная комбинация единицы и θ-одночленов θi1j1 . . . θirjr , где числа i1, j1, . . . , ir, jr
попарно различны и не превосходят n. Следовательно, достаточно показать, что у соответствую-
щего элемента αi1j1 . . . αirjr есть прообраз в Wn. Но таковым, очевидно, является элемент вида

(x̄i1 x̄j1)
2 . . . (x̄ir x̄jr)

2v̄, (2.9)

где v—произведение квадратов оставшихся переменных.
Напомним, что квадратичным одночленом называется элемент w̄ из Wn вида w̄ = h2

1 . . . h2
s,

где 1 � s � n − 1, а hi—полилинейные одночлены, хотя бы один из которых имеет степень не
меньше 2.
Из вышесказанного следует

Лемма 2.15. Всякий элемент из L(Wn) является линейной комбинацией квадратичных од-
ночленов вида (2.9) и элемента f̄n.

В разделе 2.2 показано, что элемент лежит в {f̄1, . . . , f̄n−1}T ∩ L(Wn) тогда и только тогда,
когда он является линейной комбинацией квадратичных одночленов (которые, на самом деле,
можно считать имеющими вид (2.9)). Там же с помощью вычислений в алгебре Φ2 доказано, что
f̄n /∈ {f̄1, . . . , f̄n−1}T, т. е. f̄n ∈ L(Wn) \ ({f̄1, . . . , f̄n−1}T ∩L(Wn)). Это дает пример T-пространства
в алгебре F̄ , не имеющего конечного базиса, что играет центральную роль в настоящей главе.
Возникает вопрос: как велика рассматриваемая разность?
Как будет показано ниже, в ней, кроме f̄n, по существу, ничего нет. Это и есть первое свойство

экстремальности приведенного примера не конечно базируемого T-пространства: к многочлену f̄n
нечего добавить, «по модулю» этого многочлена все остальные 2-слова лежат в T-пространстве
{f̄1, . . . , f̄n−1}T. Более точно, имеет место
Теорема 2.4. dimL(Wn)/({f̄1, . . . , f̄n−1}T ∩ L(Wn)) = 1.

Доказательство. Согласно лемме 2.15 рассматриваемая размерность не больше 1. Равенство сле-
дует из того, что f̄n /∈ {f̄1, . . . , f̄n−1}T.
Следствие 2.5. {f̄1, . . . , f̄i, . . .}T = W1

T + . . . + Wn
T + . . ..

2.5. ЭКСТРЕМАЛЬНОСТЬ ПО ОТНОШЕНИЮ К ПОДМНОГООБРАЗИЯМ КОНЕЧНОЙ КРАТНОСТИ

В заключение рассмотрим следующий вопрос. Пусть �—некоторое подмногообразие многооб-
разия, заданного тождеством [x1, [x2, x3]] = 0. Верно ли, что в относительно свободной алгебре F̃
многообразия � образ системы {fn} порождает конечно базируемое T-пространство?
В такой формулировке ответ на поставленный вопрос отрицательный. В самом деле, добавим

к нашему тождеству еще тождество x4 = 0. Нетрудно проверить, что на множестве 2-слов это
тождество никак не проявляется, т. е. L(Wn) ∩ (x̄4)T = 0. Следовательно, T-пространство алге-
бры F̃ , порожденное многочленами f̃1, . . . , f̃i, . . . (f̃i—образ многочлена fi в алгебре F̃ ) не конечно
базируемо.
Однако если добавить к исходному тождеству условие нильпотентности радикала алгебры F̃ ,

т. е. выполнение тождества (конечная кратность)

[x1, x2] . . . [x2m−1, x2m] = 0 (2.10)

для некоторого m, то получается конечная базируемость. Это— второе свойство экстремальности
рассматриваемого примера.

Теорема 2.5. Пусть F̃ —фактор-алгебра алгебры F̄ по некоторому T-идеалу, причем ра-
дикал алгебры F̃ нильпотентен. Тогда T-пространство в алгебре F̃ , порожденное образами
системы {fn}, конечно порождено. Количество порождающих зависит от индекса нильпо-
тентности радикала.
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Доказательство. Пусть ∆— T-идеал, порожденный левой частью тождества (2.7). Покажем, что
для любого n � m имеет место соотношение

{f̄1, . . . , f̄n−1}T ∩ L(Wn) + ∆ = L(Wn) + ∆,

что в силу сказанного в разделе 2.2 равносильно принадлежности элемента f̄n T-пространству
{f̄1, . . . , f̄n−1}T + ∆.
Для доказательства этого утверждения рассмотрим в пространстве L(Wn) элемент вида

x̄1[x̄1, x̄2]x̄2 . . . x̄2m−1[x̄2m−1, x̄2m]x2mx2
2m+1 . . . x2

n,

который, в силу соотношений в алгебре Φ2, можно переписать в виде

(1 + α12) . . . (1 + α2m−1 2m)x̄2
1 . . . x̄2

n.

Это означает, что по модулю ∆ элемент f̄n является суммой квадратичных одночленов
типа αi1j1 . . . αirjr f̄n, где i1, j1, . . . , ir, jr —попарно различные индексы. Следовательно, f̄n ∈
∈ {f̄1, . . . , f̄n−1}T + ∆ и T-пространство {f̄1, . . . , f̄i, . . .}T по модулю ∆ порождается первыми m
своими элементами. Теорема доказана.

Замечания 2.4.
1. Тождество тройного коммутатора вместе с тождеством (2.10), вообще говоря, не обеспечивают

конечную базируемость любого T-пространства в алгебре F̃ . Один из примеров, приведенных
в [23], показывает, что существуют T-пространства, не имеющие конечного базиса даже по модулю
T-идеала, порожденного тройным коммутатором и многочленом [x1, x2][x3, x4].
2. Используя алгебру Φ2 и технику θ-многочленов, по-видимому, можно доказать конечную

базируемость по модулю тождества (2.10) достаточно широкого класса T-пространств в алгебре F̄ .
Однако более подробному изучению этого вопроса предполагается посвятить отдельную работу.

2.6. КОММУТАТИВНЫЙ СЛУЧАЙ

Пусть F = k[x1, . . . , xi, . . .]—алгебра коммутативных многочленов (относительно свободная ал-
гебра многообразия всех коммутативных k-алгебр). Имеет место следующая

Теорема 2.6. Пусть k —бесконечное поле характеристики p > 0. Тогда
1) любое T∗-пространство алгебры k[x1, . . . , xi, . . .], порожденное многочленами из алгебры

k[x1, . . . , xd], конечно порождено;
2) любое T-пространство алгебры k[x1, . . . , xi, . . .] конечно порождено.

Доказательство. В силу бесконечности поля k утверждение 1) достаточно доказать для T∗-про-
странств, порожденных одночленами

f = xm1
1 . . . xmd

d .

Рассмотрим следующее действие на одночленах f (некоторая модификация символической сте-
пени, введенной в работах [7] и [8]).
Пусть 1 � ni � mi, t1 = xd+1,. . . , td = x2d. Обозначим через f (n1,...,nd) однородную компоненту

типа (n1, . . . , nd) по переменным (t1, . . . , td) многочлена

(x1(1 + t1))m1 . . . (xd(1 + td))md .

Ясно, что f (n1,...,nd) ∈ {f}T∗
и

f (n1,...,nd) =
(

mi

ni

)
. . .

(
md

nd

)
tn1
1 . . . tnd

d f.

Пусть mi = psi li, где (li, p) = 1. Легко проверить, что
(
mi
psi

)
не делится на p. В самом деле,(

mi

psi

)
=

psi li(psi li − 1) . . . (psi li − psi + 1)
psi(psi − 1) . . . (psi − psi + 1)

,

причем дробь
psi li − pna

psi − pna
,
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где psi > pna, (a, p) = 1, содержит в числителе и знаменателе одну и ту же степень числа p,
равную pn. Следовательно, f∗ = tp

si

1 . . . tp
sd

d f ∈ {f}T∗
. Ясно, что каждый одночлен вида

(t1xn1
1 )p

r1
. . . (tdx

nd
d )p

rd ,

где li � ni и si � ri для всех i = 1, . . . , d, может быть получен из одночлена f∗ с помо-
щью регулярной подстановки ti �→ tp

ri−si

i xnip
ri−si

i , xi �→ xi. С другой стороны, хорошо известно,
что любое множество векторов вида (n1, r1, . . . , nd, rd), где ni, ri—целые неотрицательные чис-
ла, содержит конечное число минимальных элементов (в смысле отношения частичного порядка
(n1, r1, . . . , nd, rd) ≺ (n′

1, r
′
1, . . . , n

′
d, r

′
d) ⇐⇒ ni � n′

i, ri � r′i, i = 1, . . . , d). Следовательно, любое
множество одночленов типа f∗ порождает конечно порожденное T∗-пространство.
Остается заметить, что если одночлены f1, . . . , fd не содержат элементов t1, . . . , td и f∗ ∈

∈ {f1, . . . , fd}T∗
, то f = f∗|ti=1 ∈ {f1, . . . , fd}T∗

.
Пусть теперь множество порождающих одночленов зависит от бесконечного множества пере-

менных {x1, . . . , xi, . . .}. Перенумеровывая эти переменные подходящим образом (нерегулярная
подстановка), можно считать, очевидно, что все одночлены порождающего множества имеют вид

f = xm1
1 . . . xmd

d , mi � 1.

Пусть mi = lip
si , (li, p) = 1. Заменим, как и в первом случае, одночлены f на одночлены

f∗ = (t1xl11 )p
s1

. . . (tdx
ld
d )p

sd

и рассмотрим множество наборов Σ (длина которых не фиксирована) вида

v = (σ1, . . . , σd),

где σi = (li, si), li—натуральные, а si—целые неотрицательные числа. Положим (l, s) ≺ (n, r)
в том и только том случае, когда l � n, s � r. Для любых двух наборов v = (σ1, . . . , σd) и
v′ = (σ′

1, . . . , σ
′
c) положим v ≺ v′ в том и только том случае, когда c � d и в v′ найдется такой

поднабор v = (σ′
i1

, . . . , σ′
id

), что σ1 ≺ σ′
i1
,. . . , σd ≺ σ′

id
, а для остальных компонент набора v′

выполнено следующее условие: любая из оставшихся компонент σ′
j больше хотя бы одной из

компонент набора v.
Как следует из работы А. Н. Красильникова [19, лемма 3.3], любое бесконечное подмноже-

ство множества Σ имеет конечное число минимальных элементов. По этому конечному множеству
очевидным образом строится конечное множество одночленов, из которых по аналогии с 1) по-
лучаются с помощью подстановок все остальные одночлены f∗. Остается только положить все ti
равными единице. Теорема доказана.

Замечания 2.5.
1. В работе Е. А. Киреевой [18] дано обобщение теоремы 2.6 на случай, когда k—произвольное

коммутативное нетерово кольцо.
2. Еще один интересный результат о конечной базируемости T-пространств над произвольным

нетеровым кольцом можно найти в работе того же автора [17]. Там доказывается, что любое
T-пространство конечно базируемо по модулю T-идеала, порожденного степенью переменной и
произведением коммутаторов.

ГЛАВА 3

БЕСКОНЕЧНО БАЗИРУЕМЫЕ T -ПРОСТРАНСТВА

3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ТЕРМИНОЛОГИЯ

Пусть Φ—коммутативное кольцо с единицей, X —некоторое счетное (бесконечное) множество
и F —одна из алгебр Φ〈X〉 или Φ〈X〉 + Φ.
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Определение 3.1. Φ-подмодуль L алгебры F называется T-пространством, если L замкнут от-
носительно всех эндоморфизмов алгебры F . T-пространство, являющееся двусторонним идеалом,
называется T-идеалом.

Любой вышеупомянутый эндоморфизм можно понимать как замену x → fx, x ∈ X, где fx ∈ F ,
в многочленах из F .

Определение 3.2. Пусть I —некоторый Φ-подмодуль алгебры F . T-пространство L порождено
(как T-пространство) множеством многочленов A ⊂ L + I по модулю I, если для любого f ∈ L

имеет место представление f =
n∑
i=1

αiϕi(ai) + g, где αi ∈ Φ, ai ∈ A, ϕi—эндоморфизмы алгебры F
и g ∈ I.
Если существует конечное A ⊂ L + I, порождающее T-пространство L по модулю I, то L

называется конечно базируемым по модулю I. Если такого конечного A не существует, то L
называется бесконечно базируемым по модулю I.

Если в этом определении заменить выражение «T-пространство» на выражение «T-идеал» и

вместо представления f =
n∑
i=1

αiϕi(ai) + g рассмотреть представление f =
n∑
i=1

fiϕi(ai)gi + g, где

ai ∈ A, fi, gi ∈ F , ϕi—эндоморфизмы алгебры F и g ∈ I, то получим аналог определения 3.2
для T-идеалов. Одно и то же множество многочленов может порождать различные подмодули
в зависимости от того, какую из алгебр, Φ〈X〉 или Φ〈X〉 + Φ, считать за F и как рассматривать
порождение, в смысле T-пространств или T-идеалов. Однако обычно такие вопросы не вызывают
затруднений.
Легко видеть, что если I и J есть Φ-подмодули алгебры F и I ⊂ J , то любое множество

A ⊂ L + I, порождающее T-пространство (T-идеал) L по модулю I, порождает L по модулю J .
В случае I = 0 мы опускаем выражение по модулю I в определении 3.2 и его версии для T-идеалов.
В этой главе мы будем строить бесконечно базируемые T-пространства и T-идеалы по некоторо-

му модулю. В силу сказанного выше отсюда будет следовать их простая бесконечная базируемость
(по модулю 0). Однако в некоторых случаях можно добиться и эквивалентной переформулировки.
Имеет место

Предложение 3.1. Пусть I и L —некоторые T-пространства, причем I конечно базируемое.
Тогда следующие условия эквивалентны:
1) L бесконечно базируемое по модулю I;
2) L + I бесконечно базируемое.

Аналогичное утверждение справедливо для T-идеалов. Например, в теореме 3.1 этой гла-
вы мы присоединяем к исходному T-пространству T-пространство, порожденное многочленом
x1[x2, x3][x4, x5]x6 и T-идеалом T(3), потому что нам известно, что оно конечно базируемо (см.
замечание 3.1). Однако мы не делаем того же в теореме 3.4, чтобы ее не ослабить, так как мы не
знаем, верно ли, что I конечно базируемо.
Напомним, что мы понимаем под однородными многочленами. Назовем многочлен f ∈ Φ〈X〉+Φ

однородным, если имеет место представление f =
n∑
i=1

αiui, где αi ∈ Φ, ui ∈ 〈X〉 ∪ {1} и для
любых x ∈ X и i, j = 1, . . . , n выполнено degx ui = degx uj . Если f 
= 0, то для x ∈ X положим
degx f = degx u1. Легко проверить, что таким образом определенная degx f не зависит от выбора
представления многочлена f . Дополнительно считаем, что degx 0 = 0 для любой x ∈ X. Пусть
теперь f и g—многочлены из Φ〈X〉 + Φ. Считаем, что многочлен g является некоторой однород-
ной компонентой многочлена f , если многочлен g либо нулевой, либо однородный ненулевой
и у многочлена f − g отсутствуют мономы u, такие что для любого буквы x ∈ X выполнено
degx g = degx u.

Φ-подмодуль L алгебры Φ〈X〉 + Φ назовем однородным, если любая однородная компонента
любого многочлена из L принадлежит L. Легко проверить, что любое T-пространство и T-идеал,
порожденные полилинейными многочленами, однородны. В случае, когда Φ—бесконечное поле,
все T-пространства и T-идеалы однородные.
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Рассмотрим один способ получения многочленов алгебры F друг из друга. Пусть имеются под-

множества Y ⊂ X ′ ⊂ X и некоторое отображение ϕ : X ′ →
∞⋃
i=0

F i. Определим линейное отобра-

жение simY (ϕ) : F → F следующим образом. Пусть u— слово из 〈X〉 ∪ {1}, непустое в случае
F = Φ〈X〉. Если для любой переменной x ∈ Y степень degx u равна 0 или |ϕ(x)|, то положим
simY (ϕ)(u) равным сумме всех многочленов, полученных из u расстановкой многочленов из на-
бора ϕ(x) на места в u, занимаемые переменной x, для всех x ∈ Y , таких что degx u > 0. Иначе
положим simY (ϕ)(u) = 0. На всю F продолжим simY (ϕ) по линейности. В случае Y = X вместо
simX(ϕ) пишем sim(ϕ), а в случае Y = {y} вместо sim{y}(ϕ) пишем simy(ϕ).
Приведем пример такого действия. Пусть x, y ∈ X, x 
= y, f1, f2 ∈ F и ϕ(x) = (f1, f2). Тогда

simx(ϕ)(xyx + x2y) равно f1yf2 + f2yf1 + f1f2y + f2f1y, если f1 
= f2, и равно f1yf1 + f1f1y, если
f1 = f2.
Если T-пространство L однородное, то для любого такого отображения ϕ выполнено

simY (ϕ)L ⊂ L. В случае произвольного T-пространства L, порожденного (как T-пространство) мно-
жеством A, любой многочлен из L есть линейная комбинация над Φ многочленов вида sim(ϕ)(f),
где f —однородная компонента некоторого многочлена из A и в каждый набор ϕ(x), x ∈ X, входят
только слова. В случае, когда L есть T-идеал, порожденный (как T-идеал) множеством A, любой
многочлен из L есть линейная комбинация над Φ многочленов вида usim(ϕ)(f)v, где f —однород-
ная компонента некоторого многочлена из A, u, v— слова и в каждый набор ϕ(x), x ∈ X, входят
только слова.
В разделах 3.3 и 3.5 мы работаем только над бесконечным полем. То же самое можно сделать

и над конечным полем той же характеристики, например, следующим способом. Вместо T-про-
странств и T-идеалов рассмотрим их однородные аналоги.

Определение 3.3. Однородное T-пространство назовем HT-пространством, а однородный
T-идеал HT-идеалом.

Определение 3.4. Пусть I —некоторый однородный Φ-подмодуль алгебры F . HT-простран-
ство L порождено (как HT-пространство) множеством однородных многочленов A ⊂ L+I по моду-

лю I, если любой f ∈ L есть некоторая однородная компонента многочлена вида f =
n∑
i=1

αiϕi(ai)+g,
где αi ∈ Φ, ai ∈ A, ϕi—эндоморфизмы алгебры F и g ∈ I.

Остальные определения переносятся на случай HT-пространств и HT-идеалов таким же спо-
собом. Эти объекты, в отличие от T-пространств и T-идеалов, всегда замкнуты относительно
операций simY (ϕ). Всю развиваемую в этой главе теорию можно переписать, просто заменяя
выражения «T-пространство» и «T-идеал» на выражения «HT-пространство» и «HT-идеал» соот-
ветственно.
При этом бесконечно базируемое HT-пространство (HT-идеал) бесконечно базируемо как T-про-

странство (как T-идеал). Это позволяет избавиться от предположения бесконечности поля там,
где оно сделано. Однако чтобы работать с более распространенными объектами, мы сохраняем это
предположение.
Сделаем еще замечание по поводу формулировок всех примеров бесконечно базируемых T-про-

странств и T-идеалов. Перед каждой теоремой, описывающей способ построения такого объек-
та, доказывается утверждение о том, как устроено следствие из некоторых многочленов. Такими
утверждениями являются леммы 3.4, 3.5, 3.6, 3.11, 3.12, 3.13, 3.23 и следствие 3.2. Перечисленные
утверждения, по сути дела, и есть основные результаты главы 3. Сами теоремы формулируются
для того, чтобы описать какой-нибудь, по возможности наиболее общий, способ построения бес-
конечно базируемых T-пространств и T-идеалов. При этом в формулировках возникают различные
параметры (например, I в теореме 3.4), возможные значения которых обсуждаются после доказа-
тельства соответствующей теоремы. Возможно, такие теоремы можно сформулировать и другим
образом при возникновении каких-либо специальных требований на результирующие T-простран-
ства и T-идеалы.
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3.2. ЛОКАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ

Пусть X = {x, y, x1, y1, . . . , xn, yn, . . .} и M = Z〈X〉 + Z. Через T(3)
Z

обозначим T-иде-
ал алгебры M , порожденный многочленом [[x1, x2], x3]. Пусть q1, q2—натуральные числа и
fq1,q2 = xq1−1[x, y]yq2−1—многочлен алгебры M .
Выполним замены x → x1 + . . .+xk и y → y1 + . . .+yl в многочлене fq1,q2 . Через fσq1,q2 обозначим

однородное слагаемое получившегося многочлена, такое что degxi
fσq1,q2 = ni � 1, i = 1, . . . , k, и

degyj
fσq1,q2 = mj � 1, j = 1, . . . , l, где σ = (n1, . . . , nk, m1, . . . , ml). Из соображений степени ясно,

что необходимо требовать выполнения соотношений
k∑
i=1

ni = q1,
l∑

j=1

mj = q2,

иначе мы получим fσq1,q2 = 0.
Положим далее M0 = Z〈x, y〉+Z и Mk,l = Z〈x1, . . . , xk, y1, . . . , yl〉+Z. Справедливы соотношения

M0, Mk,l ⊂ M . Выполним замену xi → ui и yj → vj , где ui, vj ∈ 〈x, y〉 ∪ {1} и degx ui = ai,
degy ui = bi, degx vj = cj , degy vj = dj . Гомоморфизм алгебры Mk,l в алгебру M , определяемый
этой заменой, обозначим через η.
Рассмотрим однородный многочлен η(fσq1,q2). Z-модуль, порожденный всеми такими многочле-

нами для различных σ и η, совпадает с пересечением T-пространства алгебры M , порожденного
многочленом fq1,q2 , с M0. Приведем η(fσq1,q2) по модулю T(3)

Z
к виду γ[x, y]xr1−1yr2−1, γ ∈ Z, и

вычислим γ.

Лемма 3.1. Пусть h1, . . . , h7 ∈ M0. Тогда

h1[h2[h3, h4]h5, h6]h7 = 0 (mod T(3)
Z

).

Доказательство. Заметим, что [x, x1][x, x2] ∈ T(3)
Z
. Отсюда следует [f1, f2][f3, f4] ∈ T(3)

Z
для любых

f1, . . . , f4 ∈ M0. Имеем

h1[h2[h3, h4]h5, h6]h7 = h1[[h3, h4]h5h2, h6]h7 = h1[h3, h4][h5h2, h6]h7 = 0 (mod T(3)
Z

).

Лемма доказана.

Отсюда получаем соотношения

[ui, vj ] = [xaiybi , xcjydj ] = [xaiydj ]xcjybi + [ybixcj ]xaiydj =

= aidj [x, y]xcj+ai−1ybi+dj−1 + bicj [y, x]xai+cj−1ydj+bi−1 =

= (aidj − bicj)[x, y]xai+cj−1ybi+dj−1 (mod T(3)
Z

).

Теперь посмотрим, сколько раз выражения w′
i[xi, yj ]w

′′
j , где w′

i и w′′
j — слова, встречаются в fσq1,q2 .

Для расстановки переменных x1, . . . , xk на те места, где в fσq1,q2 стоит xq1−1, имеется q1 − 1 мест.
При этом xi должно входить ni − 1 раз, а xi′ должно входить ni′ раз при i′ 
= i. Всего полу-
чаем (q1−1)!

(n1!...ni−1!(ni−1)!ni+1!...nk!) = ni
(q1−1)!

(n1!...nk!) вариантов. Аналогично, для расстановки переменных

y1, . . . , yl имеется mj
(q2−1)!

(m1!...ml!)
вариантов. Общее количество членов получается равным nimjE,

где E = (q1−1)!(q2−1)!
n1!...nk!m1!...ml!

. Заметим, что E может быть нецелым.
Таким образом, многочлен (aidj − bicj)[x, y]xr1−1yr2−1 надо взять nimjE раз. Отсюда

γ =
k∑
i=1

l∑
j=1

(aidj − bicj)nimjE =
k∑
i=1

l∑
j=1

((niai)(mjdj) − (nibi)(mjcj))E = (AD − BC)E,

где A =
k∑
i=1

niai, B =
k∑
i=1

nibi, C =
l∑

j=1
mjcj и D =

l∑
j=1

mjdj .

Вычислим теперь степени r1 и r2. Так как переменная xi входит в fσq1,q2 в степени ni и вместо
нее подставляется слово ui степени ai по x и bi по y, то это дает степень niai по x и nibi
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по y. Аналогично, переменная yj дает вклад mjcj по x и mjdj по y. Суммируя по i = 1, . . . , k и
j = 1, . . . , l, получаем

r1 =
k∑
i=1

(niai) +
l∑

j=1

(mjcj) = A + C, r2 =
k∑
i=1

(nibi) +
l∑

j=1

(mjdj) = B + D.

Тогда справедливо соотношение

γ = (AD − BC)E = ((r1 − C)(r2 − B) − BC)E = (r1r2 − r1B − r2C)E. (3.1)

Лемма 3.2. Пусть q1 = q2 = q и r1 = r2 = r = q0q � 1. Тогда γ делится на q0.

Доказательство. Формула (3.1) теперь переписывается в виде γ = (r2 − r(B + C))E. Имеем

Er2 = q2
0

q!
n1! . . . nk!

q!
m1! . . .ml!

.

Далее получаем

rBE = q0

k∑
i=1

bini
(q − 1)!

n1! . . . nk!
q!

m1! . . . ml!
= q0

k∑
i=1

bi
(q − 1)!

n1! . . . ni−1!(ni − 1)!ni+1! . . . nk!
q!

m1! . . . ml!
.

Аналогично,

rCE = q0

l∑
j=1

cj
q!

n1! . . . nk!
(q − 1)!

m1! . . . mj−1!(mj − 1)!mj+1! . . . ml!
.

Из приведенных выше формул видно, что γ делится на q0. Лемма доказана.

Приведем теперь еще один факт о многочленах xq1−1[x, y]yq2−1. Пусть Φ—коммутативное коль-
цо с единицей и π : Z → Φ— естественный гомоморфизм колец с единицей. Пусть V (q1,q2) есть
Φ-подмодуль алгебры Φ〈X〉, порожденный всеми словами из 〈X〉 степени q1 по x, q2 по y и не
зависящими от других переменных. Определим гомоморфизм Φ-модулей ϕ : V (q1,q2) → Φ на словах
следующим образом:

ϕ(xa1yb1 . . . xanybn) =
∑
i<j

π(bi)π(aj). (3.2)

То есть ϕ(u), где u— слово, есть результат действия π на число перестановок yx → xy, необходи-
мых для приведения u к виду xq1yq2 .

Лемма 3.3. Пусть h1, . . . , h5 ∈ Φ〈X〉 + Φ и g = h1[[h2, h3], h4]h5 ∈ V (q1,q2). Тогда ϕ(g) = 0. При
этом ϕ(xq1−1[x, y]yq2−1) = −π(1) 
= 0.

Доказательство. Очевидно, можно считать, что h1, . . . , h5— слова. Пусть ri = ϕ(hi), ai = degx hi
и bi = degy hi, i = 1, . . . , 5. Тогда

ϕ(h1hσ(2)hσ(3)hσ(4)h5) = π(a5(b2 + b3 + b4) + b1(a2 + a3 + a4) + a5b1) +

+ r1 + . . . + r5 + ϕ(xa1+a5xaσ(2)ybσ(2)xaσ(3)ybσ(3)xaσ(4)ybσ(4)yb1+b5),

где σ—взаимно однозначное отображение множества {2, 3, 4} в себя. Поэтому
ϕ(g) = ϕ(xa1+a5 [[xa2yb2 , xa3yb3 ], xa4yb4 ]yb1+b5).

В соответствии с формулой (3.2) имеем

ϕ(xa1+a5xa2yb2xa3yb3xa4yb4yb1+b5) = π(b3a4 + b2(a3 + a4)),

ϕ(xa1+a5xa3yb3xa2yb2xa4yb4yb1+b5) = π(b2a4 + b3(a2 + a4)),

ϕ(xa1+a5xa4yb4xa2yb2xa3yb3yb1+b5) = π(b2a3 + b4(a2 + a3)),

ϕ(xa1+a5xa4yb4xa3yb3xa2yb2yb1+b5) = π(b3a2 + b4(a3 + a2)).

Отсюда легко видеть, что ϕ(g) = 0.
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Заметим теперь, что

ϕ(xq1−1[x, y]yq2−1) = ϕ(xq1−1[x, y]yq2−1) = ϕ(xq1yq2) − ϕ(xq1−1yxyq2−1) = −π(1) 
= 0.

Лемма доказана.

Теперь построим бесконечно базируемые T-пространства. Пусть K —поле характеристики p > 0.
Мы считаем, что Zp ⊂ K, где Zp = Z/pZ. Пусть F = K〈X〉 + K и ψp— гомоморфизм из M в F ,
индуцированный эпиморфизмом z → z + pZ, z ∈ Z. Через T(3) обозначим T-идеал алгебры F ,
порожденный многочленом [[x1, x2], x3]. Через L(q1,q2) обозначим T-пространство алгебры F , поро-
жденное многочленами xq1−1[x, y]yq2−1, x1[x2, x3][x4, x5]x6 и T-идеалом T(3).
Определим линейное отображение (проекцию) µ(q1,q2) : F → F следующим образом. Для слова

u ∈ 〈X〉 ∪ {1} положим
1) µ(u) = u, если u зависит только от x и y и degx u = q1, degy u = q2;
2) µ(u) = 0 иначе.

На всю F продолжим µ(q1,q2) по линейности.

Лемма 3.4. Пусть t > s. Тогда µ(pt,pt)L(ps,ps) ⊂ T(3).

Доказательство. Любой элемент из µ(pt,pt)L(ps,ps) является линейной комбинацией над K много-
членов из T(3) и многочленов ψpη(fσps,ps) для различных допустимых σ и η, т. е. таких σ и η, что
степени многочлена η(fσps,ps) по x и y равны pt, а по остальным переменным нулю. Если в лемме 3.2

положить r = pt, q = ps и q0 = pt−s, то получим ψpη(fσps,ps) ∈ T(3). Лемма доказана.

Теорема 3.1. T-пространство L алгебры F , порожденное многочленами xp
s−1[x, y]yp

s−1,
s ∈ N, x1[x2, x3][x4, x5]x6 и T-идеалом T(3), бесконечно базируемо.

Доказательство. Имеем L =
∞∑
s=1

L(ps,ps). Предположим, что xp
t−1[x, y]yp

t−1 ∈
t−1∑
s=1

L(ps,ps). Приме-

няя µ(pt,pt), получаем xp
t−1[x, y]yp

t−1 ∈
t−1∑
s=1

µ(pt,pt)L(ps,ps). По лемме 3.4 тогда xp
t−1[x, y]yp

t−1 ∈ T(3).

Применяя лемму 3.3 к случаю Φ = K, получаем противоречие. Теорема доказана.

Приведенные выше конструкции позволяют построить некоторый примеры для случая, когда Φ
не поле. Пусть Zn = Z/nZ—кольцо вычетов по модулю n и Qp1,...,pk

= {n/m : n, m ∈ Z, p1 � m, . . . ,
pk � m}—локализация кольца целых чисел Z по идеалу, порожденному простыми числами
p1, . . . , pk. Положим

M(n) = Zn〈X〉 + Zn, H(p1, . . . , pk) = Qp1,...,pk
〈X〉 + Qp1,...,pk

.

Мы считаем, что Z ⊂ Qp1,...,pk
и M ⊂ H(p1, . . . , pk). Гомоморфизм из M в M(n), индуцирован-

ный эпиморфизмом z → z + nZ, z ∈ Z, обозначим через ψn и гомоморфизм из H(p) в M(pk),
индуцированный эпиморфизмом n/m → (n + pkZ)(m + pkZ)−1, n/m ∈ Q(p), p � m, обозначим
через ξk.
Через L

(q1,q2)
Z

обозначим T-пространство алгебры M , порожденное многочленами fq1,q2 ,

x1[x2, x3][x4, x5]x6 и T-идеалом T(3)
Z
. Положим T(3)

Zn
= ψnT

(3)
Z
и L

(q1,q2)
Zn

= ψnL
(q1,q2)
Z

. В алгебре M(n)

T-пространство L
(q1,q2)
Zn

порождено многочленами xq1 [x, y]yq2 , x1[x2, x3][x4, x5]x6 и x1[[x2, x3], x4]x5,

а T-идеал T(3)
Zn

многочленом [[x1, x2], x3]. Пусть T(3)
Q(p) есть T-идеал алгебры H(p), порожден-

ный многочленами из T(3)
Z
, и L

(q1,q2)
Q(p) есть T-пространство алгебры H(p), порожденное много-

членами из L
(q1,q2)
Z

. В алгебре H(p) T-пространство L
(q1,q2)
Q(p) порождено многочленами xq1 [x, y]yq2 ,

x1[x2, x3][x4, x5]x6 и x1[[x2, x3], x4]x5, а T-идеал T(3)
Q(p) многочленом [[x1, x2], x3].

Пусть µ
(q1,q2)
n —линейное отображение из M(n) в M(n), заданное на словах так же, как µ(q1,q2).

Положим теперь m(s) = p(1) . . . p(s), где p(i) есть i-е простое число.
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Лемма 3.5. Пусть t > s. Тогда µ
(m(t),m(t))
p(t) L

(m(s),m(s))
Zp(t)

⊂ T(3)
Zp(t)

.

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.4 и получается применением леммы 3.2
к случаю r = m(t), q = m(s) и q0 = p(s + 1) . . . p(t). Лемма доказана.

Теорема 3.2. T-пространство L1 алгебры M , порожденное многочленами xm(s)−1[x,y]ym(s)−1,
s ∈ N, x1[x2, x3][x4, x5]x6 и T-идеалом T(3)

Z
, бесконечно базируемо. При этом T-пространство ал-

гебры H(p1, . . . , pk), порожденное многочленами из L1, конечно базируемо для любых простых
чисел p1, . . . , pk. Следовательно, для любого n ∈ N образ L1 при проекции ψn есть конечно
базируемое T-пространство алгебры M(n).

Доказательство. Имеем L1 =
∞∑
s=1

L
(m(s),m(s))
Z

. Предположим, что fm(t),m(t) ∈
t−1∑
s=1

L
(m(s),m(s))
Z

. При-

меняя сначала ψp(t), а затем µ(m(t),m(t)), получаем xm(t)−1[x, y]ym(t)−1 ∈
t−1∑
s=1

µ(m(t),m(t))L
(m(s),m(s))
Zp(t)

.

По лемме 3.5 тогда xm(t)−1[x, y]ym(t)−1 ∈ T(3)
Zp(t)

. Из леммы 3.3 при Φ = Zp(t) получаем противоре-
чие. Таким образом, первое утверждение теоремы доказано.
При t > s имеем

(xp(s+1)...p(t))m(s)−1[xp(s+1)...p(t), yp(s+1)...p(t)](yp(s+1)...p(t))m(s)−1 =

= (p(s + 1) . . . p(t))2xm(t)−1[x, y]ym(t)−1 (mod T(3)
Z

).

Пусть теперь p1 < . . . < pk = p(s)—простые числа. Тогда числа (p(s + 1) . . . p(t))2, t > s, не
делятся ни на одно из чисел p1, . . . , pk, и многочлены fm(1),m(1), . . . , fm(s),m(s), x1[x2, x3][x4, x5]x6

и x1[[x2, x3], x4]x5 порождают T-пространство алгебры H(p1, . . . , pk), порожденное многочленами
из L1. Теорема доказана.

Лемма 3.6. Пусть t > s. Тогда µ
(pt2 ,pt2 )
pt+1 L

(ps2 ,ps2 )
Zpt+1

⊂ T(3)
Zpt+1

.

Доказательство. Из t > s с учетом t, s ∈ N следует t2−s2 � t+1. Тогда доказательство получается
применением леммы 3.2 к случаю r = pt

2
, q = ps

2
и q0 = pt

2−s2 . Лемма доказана.

Теорема 3.3. T-пространство L2 алгебры H(p), порожденное многочленами psxp
s2−1[x, y] ×

× yp
s2−1, s ∈ N, x1[x2, x3][x4, x5]x6 и T-идеалом T(3)

Q(p), бесконечно базируемо. При этом для
любого k ∈ N образ L2 при проекции ξk есть конечно базируемое T-пространство алгебры
M(pk).

Доказательство. Предположим, что многочлен ptxp
t2−1[x, y]yp

t2−1 принадлежит T-пространству

алгебры H(p), порожденному многочленами psxp
s2−1[x, y]yp

s2−1, s < t, и T-идеалом T(3)
Q(p). Приме-

няя сначала ψpt+1 , а затем µ
(pt2 ,pt2 )
pt+1 , получаем (pt + pt+1Z)xp

t2−1[x, y]yp
t2−1 ∈

t−1∑
s=1

µ
(pt2 ,pt2 )
pt+1 L

(ps2 ,ps2 )
Zpt+1

.

По лемме 3.6 тогда (pt + pt+1Z)xp
t2−1[x, y]yp

t2−1 ∈ T(3)
Zpt+1

. Из леммы 3.3 при Φ = Zpt+1 получаем
противоречие.
Однако T-пространство ξk(L2) конечно базируемо при любом k, так как лишь конечное число

многочленов ξk(psxp
s2−1[x, y]yp

s2−1), s ∈ N, отличны от нуля. Теорема доказана.

Замечание 3.1. Легко видеть, что T-пространство алгебры F , порожденное многочленами
xp

s−1[x, y]yp
s−1, s ∈ N, бесконечно базируемо по модулю T-идеала, порожденного многочленами

[[x1, x2]x3] и [x1x2][x1x2]. Аналогичные переформулировки возможны для теорем 3.2 и 3.3.
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3.3. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

Пусть K —бесконечное поле характеристики p > 0, X = {x1, y1, . . . , xn, yn, . . .} и F =
= K〈X〉 + K — свободная ассоциативная алгебра с единицей. По поводу случая конечного поля
см. замечания в конце раздела 3.1 и определения 3.3 и 3.4.
Через T(3) обозначим T-идеал алгебры F , порожденный многочленом [[x1, x2], x3]. Для натураль-

ного числа n через indp n мы обозначаем максимальное число i ∈ N, такое что n делится на pi.
Положим также indp 0 = ∞. Следующие соотношения будут часто использоваться в этом разделе:

[x2, x3] ∈ T(3), [x1, x2][x3, x4] = −[x1, x3][x2, x4] (mod T(3)),

(x1 + . . . + xs)p
l
= xp

l

1 + . . . + xp
l

s (mod T(3)),

(x1 . . . xs)a = xa1 . . . xas (mod T(3)),

(3.3)

где l � δ2
p + 1, indp a � δ2

p + 1. Здесь и далее δij = 0, если i 
= j, и δii = 1.
В этом разделе под выражением «набор» мы понимаем упорядоченный набор. Через |a| мы

обозначаем длину набора a. Для наборов a = (a1, . . . , am) и b = (b1, . . . , bn) мы определяем их
произведение следующим образом: ab = (a1, . . . , am, b1, . . . , bn). Набор, не представимый в ви-
де ai, i � 2, назовем простым. Если набор a есть некоторая перестановка набора b, то пишем
a ∼ b. Очевидно, что ∼ есть отношение эквивалентности. Если (f1, . . . , fn) ∈ Fn, то положим∏

(f1, . . . , fn) = f1 . . . fn. Для набора целых чисел a = (a1, . . . , an) положим
∑

a =
n∑
i=1

ai. Имеет
место следующее

Предложение 3.2. Любой набор a ∈ An представим в виде a = bk, где b —простой набор.
Любой набор, циклически сопряженный с a, имеет вид b′′bk−1b′, где b = b′b′′. Мощность мно-
жества наборов, циклически сопряженных с a, равна |b| = n/k.

Число k из этого определения обозначим через log a, а набор b через
√

a.
Пусть N = (f1, . . . , fs) иM = (g1, . . . , gt)—наборы многочленов из F . Через B(N, M) обозначим

сумму многочленов f ′
1 . . . f ′

s−1[f
′
s, g

′
t]g

′
t−1 . . . g′1, где (f ′

1, . . . , f
′
s)—некоторая перестановка набора N

и (g′1, . . . , g′t)—некоторая перестановка набора M . Например, многочлен B((f1, f2), (g, g)) равен
f1[f2, g]g + f2[f1, g]g, если f1 
= f2, и f1[f2, g]g, если f1 = f2. По модулю T(3) многочлен B(N, M)
равен многочлену sim(ϕ)(xs−1[x, y]yt−1), где ϕ(x) = N и ϕ(y) = M .
Из формул (3.3) следует

B(N, M) = −B(M, N) (mod T(3)),

B(N, M)B(N ′, M ′) = −B(N, N ′)B(M, M ′) (mod T(3)).
(3.4)

Определим также следующие многочлены. Пусть N = (f1, . . . , fs)—набор многочленов из F и
g—многочлен из F . Положим D(N, g) = B(N, (g)p). Положим также

Ck(N, g) =
s∑
i=1

f1 . . . fi−1[fi, g]gp−1fi+1 . . . fs(f1 . . . fs)k−1. (3.5)

В этом разделе мы говорим, что многочлен f ∈ F централен по модулю некоторого идеала I
алгебры F , если для любого g ∈ F выполнено [f, g] ∈ I. Для f ∈ F и A ⊂ X через e(f, A)
обозначим многочлен, полученный из f подстановкой единицы вместо каждой буквы из A.

Лемма 3.7. Многочлены B(N, M), D(N, g) и Ck(N, g) центральны по модулю T(3).

Доказательство. Центральность многочлена B(N, M) по модулю T(3) следует из центральности
многочлена x

|N |−1
1 [x1, y1]y

|M |−1
1 по модулю T(3). Как частный случай этого утверждения получаем
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центральность многочлена D(N, g) по модулю T(3). Пусть N = (x1, . . . , xs), g = y1 и z ∈ X. Имеем

[Ck(N, g), z] =
s∑
i=1

s∑
j=1, j �=i

k[xi, y1]y
p−1
1 [xj , z]xk−1

i xk−1
j e((x1 . . . xs)k, {xi, xj}) =

=
s∑
i=1

∑
1�j<i�s

k([xi, y1][xj , z] + [xi, z][xj , y1])y
p−1
1 xk−1

i xk−1
j e((x1 . . . xs)k, {xi, xj}) ∈ T(3).

Общий случай получается подстановкой с учетом того факта, что T(3) есть T-идеал. Лемма дока-
зана.

Многочлен f ∈ F назовем n-полным, если он однородный и для любой переменной z ∈ X
степень degz f делится на n. Для однородного h ∈ F и переменной x ∈ X справедлива формула

[x, h] =
∑

z∈X, degz h>0

(degz h)[x, z]z(degz h)−1e(h, {z}) (mod T(3)). (3.6)

Отсюда следует, что любой p-полный многочлен централен по модулю T(3).

Лемма 3.8. Пусть f1, . . . , fn, g ∈ F такие, что g централен по модулю T(3) и многочлен
f1 . . . fng p-полный. Тогда

f1 . . . fng = fi+1 . . . fnf1 . . . fig (mod T(3)), i = 1, . . . , n − 1.

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать лемму для случая, когда все многочлены
f1, . . . , fn есть переменные из X и i = 1. По формуле (3.6) имеем [f1, f2 . . . fng] ∈ T(3). Отсю-
да

f1f2 . . . fng = f2 . . . fngf1 = f2 . . . fnf1g (mod T(3)).
Лемма доказана.

Пусть m—четное число и a = (a1, . . . , am)—набор натуральных чисел (возможно, пустой).
Положим

ϕ(a) = xa1−1
1 [x1, x2]xa2−1

2 . . . x
am−1−1
m−1 [xm−1, xm]xam−1

m .

Если a—пустой набор, то ϕ(a) = 1 и T-пространство алгебры F , порожденное этим много-
членом, есть K (с учетом стандартного вложения). В случае m > 0 T-пространство алгебры F ,
порожденное многочленом ϕ(a) и T-идеалом T(3), есть линейное пространство над K, натянутое
на T(3) и многочлены

B(N1, N2) . . . B(Nm−1, Nm), (3.7)

где |Ni| = ai и в наборы Ni входят только слова из 〈X〉∪{1}. Изучать многочлен (3.7) не очень удоб-
но с технической точки зрения. Поэтому мы умножим его на yp−1

1 [y1, y2]y
p−1
2 . . . yp−1

m−1[ym−1, ym]yp−1
m .

По формулам (3.4) полученное произведение равно (−1)m/2D(N1, y1) . . . D(Nm, ym) по модулю T(3).
Если все многочлены, входящие в наборы N1, . . . , Nm, зависят только от переменных xi, i ∈ N, то,
выполнив такое умножение, мы совершим эквивалентный переход по модулю T(3), что следует из
следующих утверждений.

Предложение 3.3. Пусть на X введен некоторый линейный порядок <. Многочлены вида

[z′1, z
′
2] . . . [z

′
s−1, z

′
s]z

b1
1 . . . zbtt , (3.8)

где z′i, zj ∈ X, z′1 < . . . < z′s и z1 < . . . < zt, образуют базис F по модулю T(3).

Следствие 3.1. Если многочлен f ∈ F зависит только от переменных xi, i ∈ N, и
fyp−1

1 [y1, y2]y
p−1
2 . . . yp−1

m−1[ym−1, ym]yp−1
m ∈ T(3), то f ∈ T(3).

Интересующий нас многочлен D(N1, y1) . . . D(Nm, ym), при некоторых ограничениях на наборы
N1, . . . , Nm, можно представить по модулю T(3) в виде суммы более удобных для работы много-
членов.
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Лемма 3.9. Пусть N1, . . . , Nm —наборы, состоящие из однородных многочленов алгебры F .
Пусть при этом многочлен

∏
N1 . . .

∏
Nm p-полный. Тогда многочлен D(N1, y1) . . . D(Nm, ym)

представляется по модулю T(3) как сумма многочленов Ck1(N ′
1, y1) . . . Ckm(N ′

m, ym), где набо-
ры N ′

i простые и (N ′
i)
ki ∼ Ni.

Доказательство. Докажем индукцией по r, что исходный многочлен представляется по моду-
лю T(3) как сумма многочленов вида

Ck1(N ′
1, y1) . . . Ckr(N ′

r, yr)D(Nr+1, yr+1) . . . D(Nm, ym),

где (N ′
i)
ki ∼ Ni для i = 1, . . . , r. Для r = 0 это выполнено. Пусть Nr+1 = (f1, . . . , fs). Для набора

(f ′
1, . . . , f

′
s), являющегося некоторой перестановкой набора (f1, . . . , fs), положим D(f ′

1, . . . , f
′
s) рав-

ным сумме многочленов вида f ′′
1 . . . f ′′

s−1[f
′′
s , yr+1]y

p−1
r+1 , где набор (f ′′

1 , . . . , f ′′
s ) циклически сопряжен

набору (f ′
1, . . . , f

′
s). Очевидно, что многочлен D(Nr+1, yr+1) есть сумма многочленов D(f ′

1, . . . , f
′
s)

по попарно циклически несопряженным наборам (f ′
1, . . . , f

′
s). По утверждению 3.2 можно считать,

что в данной сумме (f ′
1, . . . , f

′
s) = (h1, . . . , hs/k)k, где набор (h1, . . . , hs/k) простой. Используя опи-

сание всех циклически сопряженных наборов, приведенных в утверждении 3.2, получаем

D(f ′
1, . . . , f

′
s) =

s/k∑
i=1

hi+1 . . . hs/k(h1 . . . hs/k)
k−1h1 . . . hi−1[hi, yr+1]y

p−1
r+1 .

Производя циклические сдвиги по лемме 3.8, получаем

Ck1(N ′
1, y1) . . . Ckr(N ′

r, yr)D(f ′
1, . . . , f

′
s)D(Nr+2, yr+2) . . . D(Nm, ym) =

= Ck1(N ′
1, y1) . . . Ckr(N ′

r, yr)C
k((h1, . . . , hs/k), yr+1)D(Nr+2, yr+2) . . . D(Nm, ym).

В соответствии с последней формулой надо положить kr+1 = k и N ′
r+1 = (h1, . . . , hs/k). Лемма

доказана.

Замечание 3.2. Из доказательства непосредственно видно, по каким наборам N ′
1, . . . , N

′
m и чис-

лам k1, . . . , km надо суммировать. Сформулируем этот факт для того, чтобы использовать в следу-
ющем разделе. Пусть N

(j)
i , j = 1, . . . , si, — представители классов эквивалентности относительно

циклической сопряженности, на которые делится множество {L : L ∼ Ni}. Тогда

D(N1, y1) . . . D(Nm, ym) =
m∏
i=1

si∑
j=1

C logN
(j)
i

(√
N

(j)
i , yi

)
(mod T(3)). (3.9)

Для набора a = (a1, . . . , am) натуральных чисел через indp a обозначаем min
i=1,...,m

indp ai. Если a—

пустой набор, то положим indp a = ∞. Если умножение наборов натуральных чисел на натуральные
числа понимать покомпонентно, то indp a есть максимум таких i ∈ N, что a делится на pi.
Следующая лемма содержит условия, при которых многочлен Ck1(N1, y1) . . . Ckm(Nm, ym) при-

надлежит T-идеалу T(3).

Лемма 3.10. Пусть N1, . . . , Nm —наборы, состоящие из однородных многочленов алге-
бры F . Пусть при этом многочлен

∏
Nk1

1 . . .
∏

Nkm
m pl-полный и min

i=1,...,m
indp ki < l. Тогда

Ck1(N1, y1) . . . Ckm(Nm, ym) ∈ T(3).

Доказательство. Можно считать, что все многочлены из наборов N1, . . . , Nm ненулевые. Пусть
d = min

i=1,...,m
indp ki и A = {i = 1, . . . , m : indp ki = d}. Произведение (в любом порядке) многочленов∏

Nki
i по i ∈ {1, . . . , m} \ A есть pd+1-полный многочлен. Так как d + 1 � l, то произведение

многочленов
∏

Nki
i по i ∈ A тоже есть pd+1-полный многочлен.
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Пусть A = {t1, . . . , tc}, где t1 < . . . < tc. Тогда числа kti/pd целые, не делящиеся на p. Положим

g =
∏

N
kt1
t1

. . .
∏

N
ktc
tc . Пользуясь формулами (3.5) и (3.6), получаем

Ckt1 (Nt1 , yt1) . . . Cktc (Ntc , ytc) =
∑

z1,...,zc∈X

(
degz1

∏
Nt1 . . .degzc

∏
Ntc

)
[z1, yt1 ] . . . [zc, ytc ] ×

× z
degz1

g−1

1 . . . z
degzc

g−1
c yp−1

t1
. . . yp−1

tc e(g, {z1, . . . , zc}) (mod T(3)).

Выражение, стоящее под знаком суммы, антисимметрично относительно переменных z1, . . . , zc
по модулю T(3), и если среди этих переменных есть совпадающие, то оно принадлежит T(3).
Поэтому можно ввести какой-нибудь линейный порядок на X и суммировать только по строго
возрастающим последовательностям переменных z1, . . . , zc. При этом выражение под знаком суммы
должно быть заменено на( ∑

σ∈Sc

signσ degzσ(1)

∏
Nt1 . . .degzσ(c)

∏
Ntc

)
[z1, yt1 ] . . . [zc, ytc ] ×

× z
degz1

g−1

1 . . . z
degzc

g−1
c yp−1

t1
. . . yp−1

tc e(g, {z1, . . . , zc}), (3.10)

где Sc— симметрическая группа степени c.
Сумма, стоящая в скобках, равна определителю матрицы над Z размера c × c, у кото-

рой на пересечении i-й строки и j-го столбца стоит degzj

∏
Nti . Степень degzj

g, равная

pd
c∑
i=1

(kti/pd) degzj

∏
Nti , делится на pd+1. Поэтому сумма

c∑
i=1

(kti/pd) degzj

∏
Nti делится на p.

Так как все числа kti/pd не делятся на p, то определитель вышеописанной матрицы делится на p.
Следовательно, многочлен (3.10) равен нулю в алгебре F и Ckt1 (Nt1 , yt1) . . . Cktc (Ntc , ytc) ∈ T(3).
Учитывая лемму 3.7, получаем требуемое утверждение. Лемма доказана.

Изучим теперь, что можно получить подстановками из многочленов ϕ(a) по модулю T(3).

Лемма 3.11. Пусть f —некоторый pl-полный многочлена из T-пространства, порожденного
многочленом ϕ(a) и T-идеалом T(3). Если indp a < l, то f ∈ T(3). Если δ2

p + 1 � l, то по модулю
T(3) многочлен f есть линейная комбинация базисных многочленов (3.8) для s = |a|.
Доказательство. Пусть m = |a|. Можно считать, что m > 0. Достаточно доказать теорему для
случая f = B(N1, N2) . . . B(Nm−1, Nm), где N1, . . . , Nm—наборы однородных многочленов из F ,
|Ni| = ai и многочлен

∏
N1 . . .

∏
Nm pl-полный. Без ограничения общности можно считать, что все

многочлены, входящие в наборы Ni, зависят только от переменных xi, i ∈ N. По формулам (3.4) и
лемме 3.7 имеем

fyp−1
1 [y1, y2]y

p−1
2 . . . yp−1

m−1[ym−1, ym]yp−1
m = (−1)m/2D(N1, y1) . . . D(Nm, ym) (mod T(3)). (3.11)

Пользуясь леммой 3.9, представим многочлен D(N1, y1) . . . D(Nm, ym) как сумму многочленов
вида Ck1(N ′

1, y1) . . . Ckm(N ′
m, ym), где наборы N ′

i простые и (N ′
i)
ki ∼ Ni. Имеем ki | ai, откуда

indp ki � indp ai.
Рассмотрим сначала случай indp a < l. Тогда min

i=1,...,m
indp ki < l, и по лемме 3.10 имеем

fyp−1
1 [y1, y2]y

p−1
2 . . . yp−1

m−1[ym−1, ym]yp−1
m ∈ T(3). По следствию 3.1 получаем f ∈ T(3).

Рассмотрим теперь случай δ2
p + 1 � l. Если существует некоторое i = 1, . . . , m, такое что

indp ki < l, то по лемме 3.10 получаем Ck1(N ′
1, y1) . . . Ckm(N ′

m, ym) ∈ T(3). Предположим теперь,
что indp ki � l для i = 1, . . . , m. Пользуясь формулами (3.5) и (3.6), получаем

Cki(N ′
i , yi) =

∑
z∈X, degz

∏
N ′

i>0

(
degz

∏
N ′
i

)
[z, yi]zdegz

∏
(N ′

i)
ki−1yp−1

i e
(∏

N ′
i , {z}

)ki

(mod T(3)).

(3.12)
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Формулы (3.3) позволяют представить многочлен e
(∏

N ′
i , {z}

)ki по модулю T(3) в виде произве-

дения pl-х степеней переменных. Так как многочлены zp
l
, где z ∈ X, центральны по модулю T(3),

то многочлен D(N1, y1) . . . D(Nm, ym) по модулю T(3) есть линейная комбинация базисных мно-
гочленов, данных в утверждении 3.3, где s = 2m и z′2i = yi, i = 1, . . . , m. По следствию 3.1 и
формулам (3.4) многочлен B(N1, N2) . . . = B(Nm−1, Nm) по модулю T(3) есть линейная комбина-
ция базисных многочленов (3.8) для s = m. Лемма доказана.

Введем следующее обозначение. Пусть a = (a1, . . . , am) и b = (b1, . . . , bn)—два набора нату-
ральных чисел и число m четное. Тогда положим

ψ(a, b) = xa1−1
1 [x1, x2]xa2−1

2 . . . x
am−1−1
m−1 [xm−1, xm]xam−1

m xb1m+1 . . . xbnm+n.

Заметим, что если b—пустой набор, то ψ(a, b) = ϕ(a). Каждый многочлен (3.8) получается из
некоторого многочлена ψ(a, b) переименованием переменных и добавлением многочленов из T(3).

Лемма 3.12. Пусть f —некоторый pl-полный многочлен из T-пространства, порожденно-
го многочленом ψ(a, b) и T-идеалом T(3). Если indp a < l, indp a < indp b, то f ∈ T(3). Если
δ2
p + 1 � l, δ2

p + 1 � indp b, то по модулю T(3) многочлен f есть линейная комбинация базисных
многочленов (3.8) для s = |a|.
Доказательство. В случае, когда один из наборов a или b пуст, эта лемма следует из формул (3.3)
и леммы 3.11. Поэтому считаем, что наборы a и b непусты и l � 1. Положим m = |a|. По фор-
мулам (3.3) в случае indp b � δ2

p + 1 многочлен f по модулю T(3) есть линейная комбинация
многочленов вида

B(N1, N2) . . . B(Nm−1, Nm)fp
indp b

1 . . . fp
indp b

k , (3.13)

где m = |a|, k = |b|, f1, . . . , fk —однородные ненулевые многочлены, в наборы N1, . . . , Nm входят

только однородные многочлены и многочлен
∏

N1 . . .
∏

Nmfp
indp b

1 . . . fp
indp b

k pl-полный.
В случае p = 2, indp a = 0, indp b = 1 к многочленам (3.13) надо еще добавить pl-полные

многочлены вида

B(N1, N2) . . . B(Nm−1, Nm)f2
1 . . . f2

l [g1, h1] . . . [gk−t, hk−t], (3.14)

где t < k. Однако, выполняя циклический сдвиг в члене [gk−t, hk−t] по лемме 3.8, получаем,
что многочлены (3.14) принадлежат T-идеалу T(3). Поэтому и в этом случае можно ограничится
рассмотрением многочленов (3.13)
В случае indp a < l, indp a < indp b отсюда следует, что многочлен

∏
N1 . . .

∏
Nm pindp a+1-пол-

ный, и по первой части леммы 3.11 многочлен (3.13) принадлежит T(3). В случае δ2
p + 1 � l,

δ2
p + 1 � indp b получаем, что многочлен

∏
N1 . . .

∏
Nm pδ

2
p+1-полный. Требуемое утверждение

теперь следует из второй части леммы 3.11 и формул (3.3). Лемма доказана.

Для пары наборов натуральных чисел (a, b), где a = (a1, . . . , am) и b = (b1, . . . , bn), определим
линейное отображение µ(a,b) : F → F следующим образом. Для слова u ∈ 〈X〉 ∪ {1} положим
1) µ(a,b)(u) = u, если degxi

u = ai, i = 1, . . . , m, degxm+j
u = bj , j = 1, . . . , n и слово u не зависит

от остальных переменных;
2) µ(a,b)(u) = 0 иначе.

На всю F продолжим µ(a,b) по линейности.

Теорема 3.4. Пусть A —некоторое множество, элементами которого являются пары на-
боров натуральных чисел (a, b), где a —набор четной длины, I —некоторое T-пространство и
выполняется одно из следующих условий:
1) для любой пары (a, b) ∈ A выполнено indp a < indp b. Существует последовательность

(ai, bi), i ∈ N, пар из A, такая что lim
i→∞

indp ai = ∞ и для любого i ∈ N выполнено µ(ai,bi)I ⊂ T(3);
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2) для любой пары (a, b) ∈ A выполнено 1 + δ2
p � indp b. Существует последовательность

(ai, bi), i ∈ N, пар из A, такая что для любого i ∈ N выполнено 1 + δ2
p � indp ai, 1 + δ2

p � indp bi,
lim
i→∞

|ai| = ∞ и µ(ai,bi)I ⊂ T(3).

Тогда T-пространство, порожденное многочленами ψ(a, b), (a, b) ∈ A, бесконечно базируемо
по модулю I.

Доказательство следует непосредственно из леммы 3.12.

Пока не ясно, как описать все такие T-пространства I, что для любого i ∈ N выполне-
но µ(ai,bi)I ⊂ T(3). Однако ясно, что можно взять I равным T(3). Имея более точную ин-
формацию о последовательности (ai, bi), можно еще расширить I. Например, если в случае 1)
|ai| � m, i ∈ N, то можно считать, что I есть T-идеал, порожденный многочленами [[x1, x2], x3] и
[x1, x2] . . . [xm+1, xm+2].
Лемма 3.12 имеет еще одно приложение, которое нам понадобится в разделе 3.5, где мы построим

бесконечно базируемые T-идеалы, порожденные мономами. Для любых f, g ∈ F и n ∈ N положим
Qn(f, g) = fn−1gfgn−1.

Теорема 3.5. Пусть a —натуральные число и b = (b1, . . . , bk) —набор натуральных чисел,
такие что δ2

p + 1 � indp a, δ2
p + 1 � indp b. Тогда T-пространство, порожденное мономами

ϕ′
m(a, b) = Qa(x1, x2) . . . Qa(xm−1, xm) = xb1m+1 . . . xbkm+k, где m четное, и T-идеалом T(3), беско-

нечно базируемо.

Доказательство. Имеем Q(xi, xj) = xai x
a
j − xa−1

i [xi, xj ]xa−1
j . Поэтому моном ϕ′

m(a, b) по моду-
лю T(3) равен сумме многочлена (−1)m/2ψ((a)m, b) и линейной комбинации многочленов вида
πψ((a)i, (a)jb), где π—автоморфизм алгебры F , индуцированный некоторой биекцией множе-
ства X, i + j = m и i < m. Отсюда по лемме 3.12 получаем, что моном ϕ′

m+2(a, b) не принадлежит
T-пространству, порожденному мономами ϕ′

2(a, b), . . . , ϕ′
m(a, b) и T-идеалом T(3). Теорема доказана.

В работе [9] А. В. Гришин доказал, что в случае p = 2 T-пространство, порожденное многочле-
нами x2

1 . . . x2
n, n ∈ N, и T-идеалом T(3), бесконечно базируемо. Мы докажем следующее обобщение

этого результата. Предположим, что p = 2. Для набора натуральных чисел a = (a1, . . . , am) поло-
жим ϕ′′(a) = xa1

1 . . . xam
m .

Лемма 3.13. Пусть p = 2, f —некоторый 2-полный многочлен из T-пространства, поро-
жденного многочленом ϕ′′(a) и T-идеалом T(3), и ind2 a � 1. Тогда многочлен f по модулю T(3)

есть линейная комбинация произведений квадратов слов.

Доказательство. Для набора многочленов N = (f1, . . . , fs) положим S(N) равным сумме всех

произведений
∏

N ′, где N ′ ∼ N , и C(N) =
s∑
i=1

fi+1 . . . fsf1 . . . fi. Многочлен S(N) централен по

модулю T(3) и есть сумма многочленов C(M) по некоторым попарно циклически несопряжен-
ным наборам M , таким что M ∼ N . Пусть a = (a1, . . . , am). Случай m = 0 тривиален. Поэто-
му предположим, что m > 0. Достаточно рассмотреть случай, когда f = S(N1) . . . S(Nm), где
|Ni| = ai, в наборы Ni входят только слова из 〈X〉 ∪ {1} и многочлен ∏N1 . . .

∏
Nm 2-полный.

Теперь можно провести индукцию аналогично лемме 3.9. Действительно, пусть имеется многочлен
g = u2

1 . . . u2
iS(Ni+1) . . . S(Nm), где u1, . . . , ui— слова. Многочлен g есть сумма многочленов вида

u2
1 . . . u2

iC(N)S(Ni+2) . . . S(Nm), где N ∼ Ni+1. В соответствии с утверждением 3.2 имеет место
представление N = (N ′)k, где набор N ′ простой. При этом k|N ′| = ai+1. По лемме 3.8 имеем

u2
1 . . . u2

iC(N)S(Ni+2) . . . S(Nm) = |N ′|u2
1 . . . u2

i

(∏
N
)
S(Ni+2) . . . S(Nm).

Если |N ′| четное, то последний многочлен равен нулю. Если же |N ′| нечетное, то k четное и∏
N = u2

i+1, где ui+1 = (
∏

N ′)k/2. Продолжая этот процесс, получим требуемое представление.
Лемма доказана.
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Для набора натуральных чисел a, где a = (a1, . . . , am), определим линейное отображение
µ(a) : F → F следующим образом. Для слова u ∈ 〈X〉 ∪ {1} положим
1) µ(a)(u) = u, если degxi

u = ai, i = 1, . . . , m и слово u не зависит от остальных переменных;
2) µ(a)(u) = 0 иначе.

На всю F продолжим µ(a) по линейности.

Теорема 3.6. Пусть p = 2, A —некоторое множество, элементами которого являются на-
боры натуральных чисел, и I —некоторое T-пространство. Пусть для любого набора a ∈ A
выполнено ind2 a � 1 и существует последовательность ai, i ∈ N, наборов из A, такая что
lim
i→∞

ki = ∞, где ki —количество элементов t набора ai, для которых ind2 t = 1, и для любого

i ∈ N выполнено µ((2)ki )I ⊂ T(3).
Тогда T-пространство, порожденное многочленами ϕ′′(a), a ∈ A, бесконечно базируемо по

модулю I.

Доказательство. Так как для четного n, не делящегося на 4, число C2
n нечетное, то многочлен

x2
1 . . . x2

kj
принадлежит T-пространству, порожденному многочленом ϕ′′(aj). Теперь утверждение

теоремы следует из леммы 3.13 и вышеупомянутого результата А. В. Гришина. Теорема доказана.

Как и в случае теоремы 3.4, можно положить I = T(3).
Наконец, изучим еще многочлены f из леммы 3.11 для случая δ2

p +1 � l более подробно. В этой

лемме утверждается, что такие многочлены по модулю T(3) представляются как линейные комби-
нации базисных многочленов (3.8) для s = |a|, и ничего не говорится, какие именно. Оказывается,
что может получиться далеко не всякая линейная комбинация таких базисных многочленов.
Для изучения этого вопроса введем следующие обозначения. Пусть a—некоторый набор и

a(1), . . . , a(s)—представители классов эквивалентности относительно циклической сопряженности,
на которые делится множество наборов, получаемых из набора a перестановками. Тогда положим
λp(a) равным сумме рациональных чисел 1/ log a(i) по тем i = 1, . . . , s, для которых a(i) делится
на p1+δ2p .
Для набора натуральных чисел a = (a1, . . . , am) через U(a) обозначим подпространство алге-

бры F , натянутое на слова u ∈ 〈X〉 ∪ {1}, зависящие только от переменных xi, i � m, такие
что degxi

u = ai при i � m. Обозначим через Am(s) множество, состоящее из наборов нату-

ральных чисел вида (j1, . . . , js), где 1 � j1 < . . . < js � m. Положим Am =
[m/2]⋃
i=0

Am(2i). Для
j = (j1, . . . , js) ∈ Am(s), где s четное, положим

ga(j) = x
aj1

−1

j1
[xj1 , xj2 ]x

aj2
−1

j2
. . . x

ajs−1
−1

js−1
[xjs−1 , xjs ]x

ajs−1
js

x
ai1
i1

. . . x
aim−s

im−s
,

g′a(j) = x
aj1

−1

j1
[xj1 , y1]y

p−1
1 . . . x

ajs−1
js

[xjs , ys]y
p−1
s x

ai1
i1

. . . x
aim−s

im−s
,

где i1 < . . . < im−s и {i1, . . . , im−s} = {1, . . . , m} \ {j1, . . . , js}. Из утверждения 3.2 следует, что
многочлены ga(j), j ∈ Am, образуют базис пространства U(a) по модулю его подпространства
U(a) ∩ T(3). Через Us(a) обозначим подпространство в U(a), натянутое на многочлены ga(j), где
j ∈ Am(s), и T-идеал T(3).
Введенные многочлены связаны соотношением

g′a(j) = (−1)s/2ga(j)y
p−1
1 [y1, y2]y

p−1
2 . . . yp−1

s−1 [ys−1, ys]yp−1
s (mod T(3)). (3.15)

Пусть N1, . . . , Nm—наборы однородных многочленов из F . Через M(N1, . . . , Nm) обозначим
целочисленную матрицу размера m × n, у которой на пересечении строки s и столбца t стоит
λp(Ns) degxt

∏
Ns. Для j = (j1, . . . , jm) ∈ An(m) через M(N1, . . . , Nm)(j) обозначим минор матри-

цы M(N1, . . . , Nm), соответствующий столбцам j1, . . . , jm.
Пусть c = (c1, . . . , cn)— такой набор натуральных чисел, что 1+ δ2

p � indp c. Положим l = indp c.
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Лемма 3.14. Пусть m ненулевое четное и N1, . . . , Nm —наборы слов из 〈X〉∪{1}, такие что∏
N1 . . .

∏
Nm ∈ U(c). Тогда

B(N1, N2) . . . B(Nm−1, Nm) =
∑

j∈An(m)

M(N1, . . . , Nm)(j)gc(j) (mod T(3)).

Доказательство. Пусть N ′
1, . . . , N

′
m—простые наборы, такие что (N ′

i)
ki ∼ Ni и indp ki � 1 + δ2

p.
Так как degxj

∏
N ′
i = (degxj

∏
Ni)/ki, то по формуле (3.12) получаем

Ck1(N ′
1, y1) . . . Ckm(N ′

m, ym) =
∑

j∈An(m)

M(j)
k1 . . . km

g′c(j) (mod T(3)), (3.16)

где M(j) есть минор, соответствующий столбцам с номерами j1, . . . , jm, где j = (j1, . . . , jm),
матрицы, у которой на пересечении строки s и столбца t стоит degxt

∏
Ns. Если числа k1, . . . , km

такие, что indp ki < 1+δ2
p для некоторого i = 1, . . . , m, то по лемме 3.10 левая часть формулы (3.16)

принадлежит T(3). Пользуясь формулой (3.9) и определением λp(Ns), получаем

D(N1, y1) . . . D(Nm, ym) =
∑

j∈An(m)

M(N1, . . . , Nm)(j)g′c(j) (mod T(3)).

По формулам (3.15), (3.11) и следствию 3.1 получаем требуемое равенство. Лемма доказана.

Теорема 3.7. Пусть k равно числу элементов ci, таких что indp ci = l, 1 � n − m � k и L

есть T-пространство, порожденное всеми многочленами ϕ(a), где |a| = m, и T-идеалом T(3).
Тогда codim(Um(c)|Um(c) ∩ L) � Ck−n+m

k−1 .

Доказательство. Можно считать, что m > 0. Пусть B—некоторая матрица размера (n−m)× n,
у которой для любого i = 1, . . . , n в i-м столбце стоит n−m−1 нуль и одно число ci/pl. Эта матрица
целочисленная, и сумма ее строк равна p−lc = (p−lc1, . . . , p

−lcn). Для набора j = (j1, . . . , jn−m)
из An(n − m) через B(j) обозначим минор матрицы B, соответствующий столбцам с номерами
j1, . . . , jn−m.
Предположим, как и в предыдущей лемме, что N1, . . . , Nm—наборы слов из 〈X〉 ∪ {1}, такие

что
∏

N1 . . .
∏

Nm ∈ U(c). Обозначим черезMB(N1, . . . , Nm) матрицу, полученную приписыванием
сверху к матрице M(N1, . . . , Nm) матрицы B. Рассмотрим представление λp(Ni) = pti(pi/qi), где
ti ∈ Z и pi и qi—целые числа, не делящиеся на p. Пусть t = max({ti : i = 1, . . . , m} ∪ {−l}). Тогда
pt−ti(qi/pi)λp(Ni) = pt.
Если i-ю строку матрицы M(N1, . . . , Nm) умножить на pt−ti(qi/pi) для каждого i = 1, . . . , m,

а затем все получившиеся строки сложить, то получим строку ptc. Если каждую строку матрицы B
умножить на −pt+l, а затем все получившиеся строки сложить, то получим строку −ptc. Это озна-
чает, что строки матрицы MB(N1, . . . , Nm) линейно зависимы над Qp (см. раздел 3.2). При стан-
дартной проекции Qp → Zp хотя бы один из коэффициентов этой линейной комбинации перейдет
в элемент, отличный от нуля, в силу нашего выбора t. Отсюда следует, что det(MB(N1, . . . , Nm))
делится на p. Применяя к этому определителю стандартную формулу разложения по системе строк,
получаем

(−1)(2nm−m2+m)/2+
∑
jB(j′)MB(N1, . . . , Nm)(j) = 0 (mod p), (3.17)

где j′ ∈ An(n − m)—дополнение набора j в множестве {1, . . . , n}.
Пусть s1, . . . , sk —возрастающая последовательность, состоящая из всех тех номеров

i = 1, . . . , n, для которых indp ci = l. Для любой ее подпоследовательности j = (j1, . . . , js) че-
рез r(j1, . . . , js) обозначим последовательность, полученную из j добавлением чисел из множества
{1, . . . , n} \ {s1, . . . , sk} и упорядочиванием по возрастанию получившейся последовательности.
Считаем, что на An(m) введен лексикографический порядок, и будем задавать матрицы B сле-

дующим образом. Выберем возрастающую подпоследовательность s′1, . . . , s′k−n+m в последователь-
ности s2, . . . , sk, и пусть s′′1, . . . , s′′n−m—числа последовательности s1, . . . , sk, не вошедшие в подпо-
следовательность s′1, . . . , s′k−n+m. Пусть при этом s1 = s′′1 < s′′2 < . . . < s′′n−m. Для i = 1, . . . , n − m
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в i-й строке столбца s′′i поставим число cs′′i /pl. В каждом i-м нерассмотренном столбце поставим
число ci/pl в первой строке. Остальные элементы матрицы B положим равными нулю.
Миноры B(j′) таким образом заданной матрицы B не делятся на p только при

j′ = (s′′1, . . . , s′′n−m) и j′, полученном упорядочиванием по возрастанию набора вида
(s′′2, . . . , s′′n−m, s′i), i = 1, . . . , k − n + m. Дополнения j ∈ An(m) к вышеперечисленным набо-
рам j′ в множестве {1, . . . , n} есть наборы r(s′1, . . . , s′k−n+m) и r(s1, s

′
1, . . . , s

′
i−1, s

′
i+1, . . . , s

′
k−n+m),

i = 1, . . . , k−n + m. Старшим из них является r(s′1, . . . , s′k−n+m). Поэтому все соотношения (3.17),
где B построена вышеописанным способом, линейно независимы, если переменными считать об-
разы миноров матрицы M(N1, . . . , Nm) при естественной проекции Z → Zp.
Всего существует Ck−n+m

k−1 способов корректного выбора последовательности s′1, . . . , s′k−n+m. Из
этого факта получаем требуемое утверждение. Теорема доказана.

Возьмем некоторое натуральное число a, такое что indp a � 1 + δ2
p. Для четного s через Ls

обозначим T-пространство, порожденное многочленами ϕ((a)2i), i � s/2. Из теоремы 3.7 следует,
что codim(U((a)n)|Ln−2 ∩ U((a)n)) � 2n−2, где n четное. При a = p мы получаем оценку снизу
коразмерности для примера из [23]. Однако для примера А. В. Гришина [9] аналогичная коразмер-
ность равна 1. Этого несложно добиться и для любой характеристики, используя развитую в этом
разделе технику.

Теорема 3.8. Пусть a —натуральное число, делящееся на p. Для любого n ∈ N∪{0} через Mn

обозначим T-пространство, порожденное всеми многочленами из U((a)n) и T-идеалом T(3).
Тогда codim(U((a)n)|Mn−1 ∩ U((a)n)) = 1 для любого n � 1. В частности, T-пространство
∞⋃
n=0

Mn бесконечно базируемо.

Доказательство. Рассмотрим случай indp a � 1 + δ2
p. Предположим сначала, что n четное. По

лемме 3.12 имеем ϕ((a)n) /∈ Mn−1. С другой стороны, в силу формул (3.3) любой многочлен g(a)n(j),
где j ∈ An(s), s четное и s � n − 2, принадлежит T-пространству, порожденному многочленом
ψ((a)s, (a)n−s−1) и T-идеалом T(3), а следовательно, принадлежит и Mn−1 ∩U((a)n). Пусть теперь
n нечетное. Если предположить, что ψ((a)n−1, (a)) ∈ Mn−1, то получим Un−1((a)n) ⊂ Mn−1, что
противоречит теореме 3.7. Учитывая формулу

g(a)n((1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n)) = (−1)i(−ψ((a)n−1, (a)) + πi,nϕ((a)n−1)) (mod T(3)),

где i < n, πi,n(xi) = xixn и на все остальные переменные этот эндоморфизм действует тождествен-
но, мы получаем codim(U((a)n)n−1|Mn−1∩U((a)n)n−1) = 1. С другой стороны, в силу формул (3.3)
любой многочлен g(a)n(j), где j ∈ An(s), s четное и s � n − 3, принадлежит T-пространству,
порожденному многочленом ψ((a)s, (a)n−s−1) и T-идеалом T(3), а следовательно, принадлежит и
Mn−1 ∩ U((a)n).
Рассмотрим теперь случай p = 2, indp a = 1. По лемме 3.13 и результату [9] имеем

ϕ′′((a)n) /∈ Mn−1. Учитывая формулу xa−1
1 [x1, x2]xa−1

2 = (C2
a)

−1(xa1x
a
2 − (x1x2)a) (mod T(3)), по-

лучаем требуемое утверждение.

3.4. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ

Пусть X = {x1, z1, . . . , xk, zk, . . . }, Φ—коммутативное кольцо с единицей и F = Φ〈X〉—
свободная ассоциативная алгебра без единицы. Всюду в этом разделе через Sn обозначаем сим-
метрическую группу степени n.
Для f1, . . . , fm ∈ F положим R(f1, . . . , fm) равным

∑
σ∈Sm

fσ(1) . . . fσ(m) и R′(f1, . . . , fm) равным

сумме слов fσ(1) . . . fσ(m) по таким σ ∈ Sn, что σ(m) < m. Легко проверить следующие соотноше-
ния:

R′(f1, . . . , fm, g) =
m∑
i=1

R(f1, . . . , gfi, . . . , fm) =
m∑
i=1

R(f1, . . . , fi−1, g, fi+1, . . . , fm)fi. (3.18)
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Через Ln обозначим T-пространство алгебры F , порожденное многочленами

R(x1, . . . , xm) . . . R(x(i−1)m+1, . . . , xim), i = 1, . . . , n.

Пусть u2, . . . , um ∈ L1—полилинейные многочлены, не зависящие от переменных x1, . . . , xm.
Легко проверить, что для любого многочлена g ∈ F выполнено [u2, g], . . . , [um, g] ∈ L1.
Построим последовательность многочленов h1, . . . , hm по следующим правилам:

h1 = R′(x1, . . . , xm+1), hk+1 = uk+1hk − πk+1hk, k < d, (3.19)

где πk+1— гомоморфизм алгебры F , определенный формулами πk+1(xi) = xi, i 
= k + 1, и
πk+1(xk+1) = xk+1uk+1.

Лемма 3.15. Для любого k = 1, . . . , m выполнено

hk =
∑

j2,...,jk∈{0,1}
(−1)j2+...+jku1−jk

k . . . u1−j2
2 ×

× R(x2u
j2
2 , . . . , xku

jk
k , xk+1, . . . , xm+1)x1 +

m∑
i=k+1

gixi (mod L1), (3.20)

где каждый многочлен gi не зависит от переменной xi.

Доказательство. Проведем индукцию по k. Для k = 1 утверждение справедливо по форму-
ле (3.19). Пусть k < d и для k формула (3.20) выполнена. В силу (3.19) имеем

hk+1 =
∑

j2,...,jk∈{0,1}
(−1)j2+...+jkuk+1u

1−jk
k . . . u1−j2

2 R(x2u
j2
2 , . . . , xku

jk
k , xk+1, . . . , xm+1)x1 +

+
∑

j2,...,jk∈{0,1}
(−1)j2+...+jk+1u1−jk

k . . . u1−j2
2 R(x2u

j2
2 , . . . , xku

jk
k , xk+1uk+1, . . . , xd+1)x1 +

+ [uk+1, gk+1xk+1] +
m∑

i=k+2

(uk+1gi − πk+1gi)xi (mod L1).

Теперь требуемая формула следует из того, что [uk+1, gk+1xk+1] ∈ L1 и что каждый многочлен
uk+1gi − πk+1gi не зависит от xi. Лемма доказана.

Лемма 3.16. Lm = Lm+1.

Доказательство. Индукцией по k, используя формулы (3.18) и (3.19), легко показать, что hk ∈ Lk.
Рассмотрим случай k = m и подставим вместо x1 произвольный многочлен um+1 ∈ L1.
Тогда из леммы 3.15 получаем∑

j2,...,jm∈{0,1}
(−1)j2+...+jmu1−jm

m . . . u1−j2
2 R(x2u

j2
2 , . . . , xmujmm , xm+1)um+1 ∈ Lm.

При j2 = . . . = jm = 0 многочлен под знаком суммы равен

(−1)m−1um . . . u2R(x2, . . . , xm+1)um+1. (3.21)

При остальных значениях параметров j2, . . . , jm многочлен под знаком суммы принадлежит Lm.
Поэтому многочлен (3.21) тоже принадлежит Lm. Очевидно, что при подходящем выборе многочле-
нов u2, . . . , um+1 многочлен (3.21) вместе с многочленами из Lm порождает T-пространство Lm+1.
Лемма доказана.

Рассмотрим теперь случай, когда Φ—бесконечное поле характеристики p > 2. Через Mn обо-
значим T-пространство, порожденное многочленами xp1 . . . xpi , i = 1, . . . , n. Тогда Ln ⊂ Mn.

Теорема 3.9. Mp = Mp+1.
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Доказательство. Пусть c = (p + 1)/2. Докажем индукцией по k = 0, . . . , c формулу

R(x1, . . . , xp) . . . R(x(2(c−k)−1)p+1, . . . , x2(c−k)p)z
p
1 . . . zp2k ∈ Mp. (3.22)

При k = 0 эта формула следует из леммы 3.16. Предположим, что k < c и что для k формула (3.22)
выполнена. Для краткости положим

f = R(x1, . . . , xp) . . . R(x(2(c−k)−3)p+1, . . . , x(2(c−k)−2)p).

Пусть h—однородная компонента многочлена f(z1 + z2)2pz
p
3 . . . zp2k+2 степени p по каждой пере-

менной z1 и z2. Оба эти многочлена принадлежат Mp. С другой стороны,

h = f(zp1zp2 + zp2z
p
1)zp3 . . . zp2k+2 +

+
p−1∑
i=1

1
(i!(p − i)!)2

fR( z1, . . . , z1︸ ︷︷ ︸
i раз

, z2, . . . , z2︸ ︷︷ ︸
p−i раз

)R( z1, . . . , z1︸ ︷︷ ︸
p−i раз

, z2, . . . , z2︸ ︷︷ ︸
i раз

)zp3 . . . zp2k+2.

Сумма, стоящая в правой части последней формулы, принадлежит Mp по индуктивной гипотезе.
Поэтому f(zp1zp2 +zp1z

p
2)zp3 . . . zp2k ∈ Mp. Легко проверить, что f [zp1 , zp2 ]zp3 . . . zp2k ∈ Mp. Следовательно,

имеем 2fzp1zp2z
p
3 . . . zp2k ∈ Mp. Так как p > 2, то fzp1zp2z

p
3 . . . zp2k ∈ Mp. При k = c формула (3.22)

принимает вид zp1 . . . zpp+1 ∈ Mp. Теорема доказана.

Интересно было бы получить ответ на следующий вопрос: верно ли, что любое бесконечное
подмножество множества {xp1 . . . xpi , i ∈ N} порождает конечно базируемое T-пространство алге-
бры F .

3.5. МОНОМИАЛЬНЫЕ ПРИМЕРЫ БЕСКОНЕЧНО БАЗИРУЕМЫХ T -ИДЕАЛОВ

Пусть K —бесконечное поле характеристики p > 0, X = {x1, . . . , xn, . . .}, Y = {y, z} и
F = K〈X ∪ Y 〉 + K — свободная ассоциативная алгебра с единицей. По поводу случая конечного
поля см. замечания в конце раздела 3.1 и определения 3.3 и 3.4.
Через T(3) обозначим T-идеал алгебры F , порожденный многочленом [[x1, x2], x3]. Для любых

f, g ∈ F и n ∈ N положим Qn(f, g) = fn−1gfgn−1 (см. раздел 3.3).
Пусть a—натуральное число, делящееся на p. В случае, когда p > 2 или p = 2 и a делится на 4,

положим Qm,i = Qa(xi+1, xi+2) . . . Qa(xi+m−1, xi+m) для четного m. В случае p = 2 и ind2 a = 1
положим Qm,i = xai+1 . . . xai+m. Фиксируем некоторые натуральные числа b, c, d, k и l, такие что
indp a � indp b, indp c � 1 + δ2

p, indp d � 1 + δ2
p, a < pindp c, b < pindp c, a < pindp d, b < pindp d и

k � b(c + d − 2), l � b(c + d − 2).
Для натурального числа n, делящегося на 2 − δ2

pδ
1
indp a

, положим

fn = ycx1 . . . xkQn,k+lxk+1 . . . xk+lz
d(ycx1 . . . xk+lz

d)b−1.

Для набора M слов из 〈X ∪ Y 〉 через S(M) обозначим сумму всех произведений
∏

M ′, где
M ′ ∼ M . Такое обозначение уже использовалось в разделе 3.3. В этом разделе для любого набора e
длины n и i = 1, . . . , n через e(i) мы обозначаем элемент, стоящий на i-м слева месте в наборе e.

Через A обозначим множество отображений ϕ из X ∪ Y в
∞⋃
i=0

〈X ∪ Y 〉i, таких что |ϕ(y)| = bc и

|ϕ(z)| = bd. Для двух отображений ϕ, ψ ∈ A считаем, что ϕ ∼1 ψ, если ϕ(t) ∼ ψ(t) для любого
t ∈ X ∪ Y .
В этом разделе для отображения ϕ ∈ A и i = 1, . . . , b положим ϕi(y) = Mi, ϕi(z) = Ni, где

ϕ(y) = M1 . . . Mb, ϕ(z) = N1 . . . Nb и |Mj | = c, |Nj | = d для j = 1, . . . , b, и все ϕi(x), x ∈ X,
равными пустому набору. Для двух отображений ϕ, ψ ∈ A считаем, что ϕ ∼2 ψ, если для любого
i = 1, . . . , b выполнено ϕi(y) ∼ ψi(y) и ϕi(z) ∼ ψi(z), для i = 1, . . . , k + l выполнено ϕ(xi) = ψ(xi)
и для любого i > k + l выполнено ϕ(xi) ∼ ψ(xi). Легко проверить, что отношения ∼1 и ∼2 есть
отношения эквивалентности на A и что из ϕ ∼2 ψ следует ϕ ∼1 ψ.
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Через A(n) обозначим подмножество множества A, состоящее из таких отображений ϕ, что
|ϕ(xi)| = b для i = 1, . . . , k + l, |ϕ(xi)| = a для i = k + l + 1, . . . , k + l + n и ϕ(xi)—пустой набор
для i > k + l + n. Для ϕ ∈ A(n) положим Rn(ϕ) = sim(ϕ)(fn) и

Tn(ϕ) = S(ϕ1(y))ϕ(x1)(1) . . . ϕ(xk)(1)sim(ϕ)(Qn,k+l)ϕ(xk+1)(1) . . . ϕ(xk+l)(1)S(ϕ1(z)) ×

×
b∏
i=2

S(ϕi(y))ϕ(x1)(i) . . . ϕ(xk+l)(i)S(ϕi(z)).

Пусть даны два отображения ϕ, ψ ∈ A(n). Тогда если ϕ ∼1 ψ, то Rn(ϕ) = Rn(ψ), а если ϕ ∼2 ψ,
то Tn(ϕ) = Tn(ψ).

Лемма 3.17. Любой многочлен T-идеала алгебры K〈X ∪ Y 〉, порожденного многочленом fn,
есть линейная комбинация многочленов вида uRn(ϕ)v, где ϕ ∈ A(n) и u, v ∈ 〈X ∪ Y 〉 ∪ {1}.

Многочлен Rn(ϕ), где ϕ ∈ A(n), в свою очередь есть сумма многочленов Tn(ψ), взятая по
представителям классов эквивалентности относительно ∼2, на которые делится множество
отображений {ψ ∈ A(n) : ψ ∼1 ϕ}.
Пусть u ∈ 〈X ∪Y 〉 и u = v1u1v2 . . . unvn+1, где u1, . . . , un—непустые слова, зависящие только от

y или z, v1, . . . , vn+1— слова, зависящие только от переменных из X, и слова v2, . . . , vn непустые.
Тогда число n назовем сложностью слова u.
Слово u ∈ 〈X ∪ Y 〉 назовем правильным, если оно начинается и кончается на y или z, его

сложность не превосходит b + 1, degY u � b(c + d) и для любого x ∈ X выполнено degx u < pindp c,
degx u < pindp d. Заметим, что многочлен fn есть правильное слово.
Определим линейное отображение µ : F → F следующим образом. Пусть u ∈ 〈X∪Y 〉∪{1}. Если

u правильное, то µ(u) есть результат подстановки y, z → 1 в слове u. Иначе положим µ(u) = 0.
На всю F отображение µ продолжим по линейности.
Мы хотим вычислить многочлен µ(uTn(ϕ)v) по модулю T(3). Для того чтобы этот многочлен не

принадлежал T-идеалу T(3), отображение ϕ и слова u, v должны иметь весьма специальный вид.

Лемма 3.18. Пусть ϕ ∈ A(n), u, v ∈ 〈X ∪ Y 〉 ∪ {1} и µ(uTn(ϕ)v) /∈ T(3). Тогда выполнены
следующие условия:
1) каждое слово

∏
ϕi(y) и

∏
ϕi(z), i = 1, . . . , b, зависит от y или z;

2) суммарная степень по множеству Y слов u, v и слов из наборов ϕ(y), ϕ(z), ϕ(xi),
i = 1, . . . , k + l + n, не превышает b(c + d);

3) для любого i = k + l + 1, . . . , k + l + n все слова из набора ϕ(xi) зависят только от
переменных из X;

4) слова u и v зависят только от переменных y и z.

Доказательство.
1) Предположим, что все слова из набора ϕi(y) зависят только от переменных из X. Имеет

место представление

uTn(ϕ)v =
s∑
j=1

αjujS(ϕi(y))vj ,

где αj ∈ K и uj , vj ∈ 〈X ∪ Y 〉 ∪ {1}. Если слово uj(
∏

ϕi(y))vj правильное, то для
любой перестановки M набора ϕi(y) слово uj(

∏
M)vj тоже правильное, и следовательно,

µ(ujS(ϕi(y))vj) = u′
jS(ϕi(y))v′j , где u′

j и v′j — слова, полученные заменой y, z → 1 из слов uj и vj
соответственно. Так как в этом случае для любого x ∈ X выполнено degx

∏
ϕi(y) < pindp c и

indp c � 1 + δ2
p, то S(ϕi(y)) ∈ T(3) (см. формулы (3.3)). Если слово uj(

∏
ϕi(y))vj не является

правильным, то для любой перестановки M набора ϕi(y) слово uj(
∏

M)vj тоже не является пра-
вильным, и следовательно, µ(ujS(ϕi(y))vj) = 0. Приходим к противоречию. Доказательство того,
что все слова

∏
ϕi(z), i = 1, . . . , b, зависят от y или z, проводится аналогично.

2) Предположим противное. Тогда никакой моном w многочлена uTn(ϕ)v не может быть пра-
вильным, так как degY w > b(c + d). Приходим к противоречию.
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3) По условию 1) каждое слово
∏

ϕi(y) и
∏

ϕi(z), i = 1, . . . , b, зависит от y или z. Из это-
го факта, условия 3), неравенства k, l � b(c + d − 2) и условия 2) следует, что для любого
i = 1, . . . , b хотя бы одно слово из списка ϕ(x1)(i), . . . , ϕ(xk)(i) и хотя бы одно слово из спис-
ка ϕ(xk+1)(i), . . . , ϕ(xk+l)(i) не зависят от переменных y и z. Заметим, что слова, не зависящие
от y и z, о которых идет речь, непустые и, следовательно, каждое из них зависит от некоторой
переменной из X. Теперь легко видеть, что любой моном многочлена uTn(ϕ)v имеет сложность
более b + 1, и следовательно, µ(uTn(ϕ)v) = 0.
4) Для каждого i = 1, . . . , b хотя бы одно слово из списка ϕ(x1)(i), . . . , ϕ(xk+l)(i) не зависят от

переменных y и z. Отсюда следует, что сложность любого монома w многочлена Tn(ϕ) не менее
b + 1.
Предположим, что слово u зависит от некоторой переменной из X. Тогда слово uwv, где w—

моном многочлена Tn(ϕ), либо начинается с некоторой переменной из X, либо имеет сложность
более b+1. В любом случае оно неправильное. Поэтому µ(uTn(ϕ)v) = 0. Приходим к противоречию.
Аналогично доказывается, что слово v зависит только от y или z. Лемма доказана.

Рассмотрим теперь вопрос о выборе представителей в лемме 3.17. Введем на множестве A еще
одно отношение эквивалентности. Для θ ∈ A через a(θ) обозначим набор длины b, у которого на
i-м месте стоит набор

(
S(θi(y)), θ(x1)(i), . . . , θ(xk+l)(i), S(θi(z))

)
. Пусть ϕ, ψ ∈ A. Мы считаем, что

ϕ ∼3 ψ, если a(ϕ) ∼ a(ψ) и для i > k + l выполнено ϕ(xi) ∼ ψ(xi). Если ϕ ∼2 ψ, то a(ϕ) = a(ψ),
и следовательно, ϕ ∼3 ψ. Также из ϕ ∼3 ψ следует ϕ ∼1 ψ.
Для ϕ ∈ A(n) через P (ϕ) обозначим множество отображений ψ ∈ A(n), таких что

ψi(y) = ϕσ(i)(y), ψi(z) = ϕσ(i)(z),

ψ(x1)(i) = ϕ(x1)(σ(i)), . . . , ψ(xk+l)(i) = ϕ(xk+l)(σ(i)),

где σ—некоторая биекция множества {1, . . . , b} и ψ(xi) = ϕ(xi) при i > k + l. Очевидно, что из
ψ ∈ P (ϕ) следует ψ ∼3 ϕ.
Пусть задано некоторое отображение ϕ ∈ A(n). Выберем представители классов эквивалент-

ности множества {ψ ∈ A(n) : ψ ∼1 ϕ} относительно ∼2 следующим способом. Сначала выберем
представители ψ(1), . . . , ψ(q) классов эквивалентности этого множества относительно ∼3. Затем
для каждого такого представителя ψ(s) рассмотрим множество P (ψ(s)). Объединение всех этих
множеств и будет искомой системой представителей. Теперь получаем

uRn(ϕ)v =
q∑
s=1

∑
ψ∈P (ψ(s))

µ(uTn(ψ)v).

Слово w назовем левонормированным (правонормированным), если w = w′w′′ (w = w′′w′), где
w′— слово, зависящее только от y или z, и w′′— слово, зависящее только от переменных из X.

Лемма 3.19. Многочлен
∑

ψ∈P (ψ(s))

µ(uTn(ψ)v) принадлежит T-пространству, порожденному

многочленом xb1Qn,1 и T-идеалом T(3).

Доказательство. Предположим сначала, что тройка u, v, ψ(s) не удовлетворяет одному из условий
леммы 3.18. Тогда тройка u, v, ψ для любого ψ ∈ P (ψ(s)) не удовлетворяет тому же условию
леммы 3.18. Следовательно, рассматриваемая сумма принадлежит T(3).
Предположим теперь, что тройка u, v, ψ(s) удовлетворяют всем условиям леммы 3.18. Тогда

тройка u, v, ψ для любого ψ ∈ P (ψ(s)) тоже удовлетворяет всем условиям леммы 3.18.
Для i = 1, . . . , b через gi обозначим многочлен, полученный из многочлена

S(ψ(s)
i (y))ψ(s)(x1)(i) . . . ψ(s)(xk)(i)

выкидыванием всех нелевонормированных мономов, а через hi многочлен, полученный из много-
члена ψ(s)(xk+1)(i) . . . ψ(s)(xk+l)(i)S(ψ(s)

i (z)) выкидыванием всех неправонормированных мономов.
Пусть g′i и h′

i—результат подстановки y, z → 1 в многочленах gi и hi соответственно. Из выпол-
нения условий 1)—3) леммы 3.18 и неравенств k � b(c + d − 2), l � b(c + d − 2) следует, что не
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существует таких двух чисел i, j = 1, . . . , b, что у многочлена gi есть моном, кончающийся на
y или z, а у многочлена hj есть моном, начинающийся с y или z.
Из этого факта и центральности многочлена sim(ψ(s))(Qn,k+l) по модулю T(3) следует, что∑

ψ∈P (ψ(s))

µ(uTn(ψ)v) = αS((g′1h
′
1, . . . , g

′
bh

′
b))sim(ψ(s))(Qn,k+l) (mod T(3)),

где α ∈ K. Последний многочлен принадлежит T-пространству, порожденному многочленом
xb1Qn,1. Лемма доказана.

Следствие 3.2. Пусть f —многочлен из T-идеала алгебры K〈X ∪ Y 〉, порожденного много-
членом fn. Тогда µ(f) принадлежит T-пространству, порожденному многочленом xb1Qn,1 и
T-идеалом T(3).

Теперь мы можем построить бесконечно базируемые T-идеалы алгебры K〈X ∪ Y 〉.
Теорема 3.10. Пусть I —некоторый T-идеал алгебры K〈X ∪ Y 〉, удовлетворяющий следую-

щему условию: для любого однородного многочлена f ∈ I, такого что degy f = bc, degz f = bd,
degxi

f = b для i = 1, . . . , k + l и degxi
f = a или degxi

f = 0 для i > k + l, выполнено µ(f) ∈ T(3).
Тогда T-идеал алгебры K〈X ∪ Y 〉, порожденный многочленами fn, где n ∈ N и n делится на
2 − δ2

pδ
1
indp a

, бесконечно базируем по модулю I.

Доказательство. Предположим, что для некоторого n ∈ N, делящегося на 2 − δ2
pδ

1
indp a

, мно-

гочлен fn принадлежит T-идеалу, порожденному многочленами fi, i < n, (2 − δ2
pδ

1
indp a

) | i и
T-идеалом I. Тогда справедливо представление fn =

∑
1�i<n, (2−δ2pδ1indp a)|i

f ′
i + f , где для 1 � i < n

f ′
i —однородный многочлен, принадлежащий T-идеалу, порожденному многочленом fi, f —одно-
родный многочлен из I и все многочлены f ′

i и f ненулевые, имеющие по каждой переменной
ту же степень, что и многочлен fn. Применяя к этому представлению проекцию µ, получим
(x1 . . . xk+l)bQn,k+l =

∑
1�i<n, (2−δ2pδ1indp a)|i

µ(f ′
i) (mod T(3)). По следствию 3.2 сумма из правой части

последнего равенства принадлежит T-пространству L, порожденному многочленами xb1Qi,1, i < n,
(2 − δ2

pδ
1
indp a

) | i, и T-идеалом T(3). Выполняя подстановку x2, . . . , xk+l → 1 и переименовывая
переменные, получаем, что xb1Qn,1 ∈ L. Это противоречит теоремам 3.5 и 3.6 главы 3. Теорема
доказана.

Возможна также следующая модификация полученного примера. Для n, делящегося на
2− δ2

pδ
1
indp a

, положим f ′
n = ycx1 . . . xkQn,k+lxk+1 . . . xk+ly

d(ycx1 . . . xk+ly
d)b−1. В теореме 3.10 усло-

вия degy f = bc, degz f = bd можно заменить на degy f = b(c + d) и вместо многочленов fn взять
многочлены f ′

n. Для доказательства достаточно заметить, что многочлен f ′
n принадлежит T-идеалу

алгебры K〈X ∪ Y 〉, порожденному многочленом fn.
В качестве I в обоих случаях можно взять сумму T-идеала, порожденного многочленом

xh+b(c+d)+1, где indp h � 1 + δ2
p и pindp h > a, pindp h > b, и T-идеала (T(3))b(c+d)+1. Объясним,

например, почему в I можно включить многочлен xh+b(c+d)+1. Пусть f = uS(M)v, где M —набор
слов из 〈X ∪ Y 〉, имеющий длину h + b(c + d) + 1, и u, v ∈ 〈X ∪ Y 〉 ∪ {1}, — многочлен, удовле-
творяющий условиям теоремы 3.10. Тогда набор M содержит не более b(c + d) слов, содержащих
буквы y или z. Поэтому многочлен µ(f) представляется как линейная комбинация многочленов
вида simy(ϕ)(v1y

n1v2 . . . vky
nkvk+1), где vi— слова, не зависящие от y и z, n1 + . . . + nk = h + 1

и ϕ(y)—поднабор в M длины h + 1, состоящий из слов, не зависящих от y и z. Многочлен
v1y

n1v2 . . . vky
nkvk+1 по модулю T(3) равен линейной комбинации многочлена v1 . . . vk+1y

h+1 и мно-
гочленов вида wyh[y, xi], где w— слово, не зависящее от y и z. Для любого x ∈ X суммарная
степень по переменной x всех слов набора ϕ(y) не превышает max{a, b}. Учитывая формулы (3.3),
получаем, что µ(f) ∈ T(3).
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Минимальными допустимыми значениями параметров являются следующие: a = b = p,
c = d = p2, k = l = 2p3 − 2p и h = p2. При этих значениях в T-идеал I можно включить
многочлен y2p3+p2+1 и T-идеал (T(3))2p

3+1.

3.6. ОБЩАЯ СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ БЕСКОНЕЧНО БАЗИРУЕМЫХ T -ИДЕАЛОВ

Пусть Φ—коммутативное кольцо с единицей. Введем множества переменных X = {x1, y1, . . . ,
xn, yn, . . .}, C = {c1, d1, . . . , cm, dm} и переменную e. Пусть F = Φ〈X∪C∪{e}〉+Φ— свободная ас-
социативная алгебра с единицей. Для любых многочленов f1, . . . , fn алгебры F через cf(f1, . . . , fn)
обозначим идеал кольца Φ, порожденный произведениями α1 . . . αn, где αi—некоторый коэффи-
циент многочлена fi.
Пусть g ∈ F —некоторый полилинейный многочлен, зависящий только от переменных

x1, . . . , xm−1, такой что многочлен g−x1 . . . xm−1 есть сумма одночленов, отличных от αx1 . . . xm−1,
α ∈ Φ. Предположим также, что многочлен g переходит в нуль при любой подстановке xi → 1,
i = 1, . . . , m − 1. Очевидно, что при этом m � 2. Очевидно также, что такие многочлены со-
держится в любом T-идеале алгебры F , содержащем собственный многочлен, т. е. многочлен,
некоторая линейная комбинация над Φ коэффициентов которого равна 1. Действительно, в любом
T-идеале, содержащем собственный многочлен, содержится ненулевой полилинейный многочлен
с коэффициентами ±1, зависящий только от переменных xi, i = 1, . . . , n (см. [20]). Выполняя
в этом многочлене подстановку xi → [x2i−1, x2i], i = 1, . . . , n, переименовывая переменные и, воз-
можно, умножая результат на −1, получаем требуемый многочлен g. При этом m = 2n + 1. Через
Γ0 обозначим T-идеал алгебры F , порожденный многочленом g.
Определим идеал I алгебры F как идеал, порожденный многочленами

ez, где z 
= e и z 
= cm; ze, где z 
= e и z 
= dm;
zcm, где z 
= e; dmz, где z 
= e;
zcj , где j < m и z 
= cj+1; djz, где j < m и z 
= dj+1;
cjz, где j > 1 и z 
= cj−1; zdj , где j > 1 и z 
= dj−1.

В этих соотношениях z—некоторая буква из X ∪ C ∪ {e}.
Слово вида d1 . . . dmescm . . . c1, где s � 1, назовем замкнутым. Слово вида escm . . . c1u, где s � 1

и u ∈ 〈X〉∪{1}, назовем левонормированным, а слово вида ud1 . . . dmes, где s � 1 и u ∈ 〈X〉∪{1},
назовем правонормированным (ср. с разделом 3.5).

Лемма 3.20. Пусть u — слово из 〈X ∪ C ∪ {e}〉 ∪ {1}, не принадлежащее I. Тогда
u = w′u0v1u1 . . . vrurw

′′, где ui ∈ 〈X〉 ∪ {1}, vi — замкнутые слова, w′ —конечный отрезок за-
мкнутого слова и w′′ —начальный отрезок замкнутого слова.

Доказательство получается непосредственной проверкой.

Следствие 3.3. Пусть u — слово из 〈X ∪ C ∪ {e}〉 ∪ {1}, не принадлежащее I. Тогда
1) если u = xvy, где x и y —переменные, не равные e, и v — слово, зависящее от e, то u

зависит от cm и dm;
2) если u = dmvx, где x —переменная, не равная e, то vx зависит от cm;
3) если u = xvcm, где x —переменная, не равная e, то xv зависит от dm;
4) если u = v1v2, где |v1| � m − 1 и v2 зависит от ci, то u зависит от cm;
5) если u = v2v1, где |v1| � m − 1 и v2 зависит от di, то u зависит от dm;
6) если u = v1x, где x —переменная, не равная e, и v1 — слово, зависящее от e, то u зависит

от cm;
7) если u = v1x и eu /∈ I, где x —переменная, не равная e, то u зависит от cm;
8) если u = v1v2v3v4v5, слова v1 и v5 не есть степени e, |v1| � m, |v5| � m, |v2| � m − 1,

|v4| � m−1, слово v2 зависит от некоторой переменной ci, слово v4 зависит от некоторой
переменной dj и degcm u = 1, degdm

u = 1, то v1 зависит от cm и начинается на e,
v5 зависит от dm и кончается на e и v3 зависит только от переменных из X;
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9) если u = u1cmu′
1v

′
1dmv1 . . . uNcmu′

Nv′NdmvN , где слова ui, vi, u′
i и v′i не зависят от cm и dm

и |u′
i| � m− 1, |v′i| � m− 1, то слова uicmu′

i левонормированные, а слова v′idmvi правонор-
мированные.

Фиксируем некоторое натуральное число N . Слово u ∈ 〈X ∪ C ∪ {e}〉 назовем правильным,
если оно не принадлежит I, начинается и кончается на e и degcm u � N , degdm

u � N (ср.
с разделом 3.5). Заметим, что если слово u правильное, то слово eue тоже правильное. Определим
Φ-линейное отображение µ : F → F следующим образом. Пусть u ∈ 〈X ∪ C ∪ {e}〉 ∪ {1}. Если u
правильное, то µ(u) есть результат подстановки в слове u пустого слова вместо всех переменных
из C и переменной e. Если u неправильное, то положим µ(u) = 0. На всю F отображение µ
продолжим по линейности.
Определим по индукции кратные коммутаторы l(a) и r(a), где a—набор многочленов алгебры F .

Положим l((h)) = r((h)) = h и l(a(h)) = [l(a), h], r((h)a) = [h, r(a)], где h ∈ F и a—набор
многочленов из F .

Лемма 3.21. Пусть a и b —наборы длины m слов из 〈X∪C∪{e}〉, ϕ и ψ —эндоморфизмы алге-
бры F , отображающие переменные x1, . . . , xm−1 в слова из 〈X∪C∪{e}〉, и u ∈ 〈X∪C∪{e}〉∪{1}.
Пусть при этом каждое слово ϕ(x1 . . . xm−1) и ψ(x1 . . . xm−1) зависит от некоторой переменной
из C ∪ {e}. Тогда
1) если r(a)ϕ(g)uψ(g)l(b) /∈ I, то слово (

∏
a)ϕ(x1 . . . xm−1)uψ(x1 . . . xm−1)(

∏
b) зависит от

cm и dm;
2) если er(a)ϕ(g)uψ(g)l(b) /∈ I и степень слова (

∏
a)ϕ(x1 . . . xm−1)uψ(x1 . . . xm−1)(

∏
b) по cm и

по dm равна 1, то любой моном многочлена r(a)ϕ(g)uψ(g)l(b), не принадлежащий I, на-
чинается и кончается на e, слово

∏
a зависит от cm, слово

∏
b зависит от dm и слово u

зависит только от переменных из X.

Доказательство. Можно считать, что слова
∏

a и
∏

b не есть степени e, так как иначе мы
получим r(a) = l(b) = 0. Возможны следующие случаи:
а) слово ϕ(x1 . . . xm−1)uψ(x1 . . . xm−1) зависит от e;
б) слово ϕ(x1 . . . xm−1)uψ(x1 . . . xm−1) не зависит от e.

1) В случае а) требуемое утверждение получаем в силу сделанного предположения о наборах
a и b и части 1) следствия 3.3. Рассмотрим теперь случай б). Если слово ϕ(x1 . . . xm−1) зависит
от некоторого di, то по лемме 3.20 получаем i = 1, u = 1 и ψ(xσ(1) . . . xσ(m−1)) = d2 . . . dm, где
σ—некоторая биекция множества {1, . . . , m − 1}. Теперь в силу части 2) следствия 3.3 получаем,
что слово

∏
b зависит от cm. Случай, когда слово ψ(x1 . . . xm−1) зависит от некоторого ci, рас-

сматривается аналогично с помощью части 3) следствия 3.3. Поэтому можно считать, что слово
ϕ(x1 . . . xm−1) зависит от некоторого ci, а слово ψ(x1 . . . xm−1) зависит от некоторого dj . Тогда
доказываемое утверждение следует из частей 4) и 5) следствия 3.3.
2) В силу части 7) следствия 3.3 получаем, что слово

∏
a зависит от cm. В случае а) в силу

части 6) следствия 3.3 получаем, что слово ϕ(x1 . . . xm−1)uψ(x1 . . . xm−1)(
∏

b) зависит от cm. По-
этому этот случай невозможен. В случае б), когда слово ϕ(x1 . . . xm−1) зависит от некоторого di,
в силу части 2) следствия 3.3 слово

∏
b зависит от cm. Поэтому этот случай невозможен. В слу-

чае б), когда слово ψ(x1 . . . xm−1) зависит от некоторого ci, слово ϕ(x1 . . . xm−1) зависит от cm.
Поэтому этот случай тоже невозможен. В оставшемся случае, пользуясь частью 8) следствия 3.3,
получаем требуемое утверждение. Лемма доказана.

Пусть u1, . . . , uN — слова из 〈X∪C∪{e}〉∪{1}, a1, . . . , a2N —наборы длиныm слов из 〈X∪C∪{e}〉
и ϕ1, . . . , ϕ2N —эндоморфизмы алгебры F , отображающие переменные x1, . . . , xm−1 в слова из
〈X ∪ C ∪ {e}〉. Положим

T (u1, . . . , uN , a1, . . . , a2N , ϕ1, . . . , ϕ2N ) =

= r(a1)ϕ1(g)u1ϕ2(g)l(a2) . . . r(a2N−1)ϕ2N−1(g)uNϕ2N (g)l(a2N ).

Имеет место следующая лемма, аналогичная лемме 3.18.
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Лемма 3.22. Пусть u, v ∈ 〈X∪C∪{e}〉∪{1} и µ(uT (u1, . . . , uN , a1, . . . , a2N , ϕ1, . . . , ϕ2N )v) /∈ Γ0.
Тогда выполнены следующие условия:
1) каждое слово ϕi(x1 . . . xm−1), i = 1, . . . , 2N , зависит от некоторой переменной из C ∪{e};
2) суммарная степень по каждой переменной cm и dm слов u1, . . . , uN , ϕ1(x1 . . . xm−1), . . .,

ϕ2N (x1 . . . xm−1) и слов из наборов a1, . . . , a2N не превышает N ;
3) для любого i = 1, . . . , N слово ui зависит только от переменных из X и выполнено

degcm
∏

a2i−1 = 1, degdm

∏
a2i = 1; слова ϕi(x1 . . . xm−1), i = 1, . . . , 2N , не зависят от

переменных cm и dm;
4) слова u и v есть степени e и любой моном многочлена T (u1, . . ., uN , a1, . . ., a2N , ϕ1, . . ., ϕ2N ),

не принадлежащий I, начинается и кончается на e.

Доказательство. Свойства 1) и 2) доказываются аналогично свойствам 1) и 2) леммы 3.18.
3), 4) По условию леммы хотя бы один моном многочлена

uT (u1, . . . , uN , a1, . . . , a2N , ϕ1, . . . , ϕ2N )v (3.23)

правильный. По части 1) леммы 3.21 для любого i = 1, . . . , N слово(∏
a2i−1

)
ϕ2i−1(x1 . . . xm−1)uiϕ2i(x1 . . . xm−1)

(∏
a2i

)
имеет по cm и dm степень 1. Если слово u непусто, то оно начинается на e и не зависит от cm, так
как иначе все мономы многочлена (3.23) будут неправильными. Поэтому u— степень e. Аналогично
показывается, что v— степень e.
Покажем индукцией по i, что er(a2i−1)ϕ2i−1(g)uiϕ2i(g)l(a2i) /∈ I. Для i = 1 это следует из того,

что u— степень e и хотя бы один моном многочлена, полученного умножением слева многочле-
на (3.23) на e, тоже правильный. Если i � 2 и er(a2i−3)ϕ2i−3(g)ui−1ϕ2i−2(g)l(a2i−2) /∈ I, то так
как в силу части 2) леммы 3.21 все мономы многочлена r(a2i−3)ϕ2i−3(g)ui−1ϕ2i−2(g)l(a2i−2), не
принадлежащие I, заканчиваются на e, то er(a2i−1)ϕ2i−1(g)uiϕ2i(g)l(a2i) /∈ I. Отсюда по части 2)
леммы 3.21 получаем утверждения 3) и 4). Лемма доказана.

Следствие 3.4. Пусть u, v, u′, v′ — степени e. Тогда

µ(uT (u1, . . . , uN , a1, . . . , a2N , ϕ1, . . . , ϕ2N )v) =

= µ(u′T (u1, . . . , uN , a1, . . . , a2N , ϕ1, . . . , ϕ2N )v′) (mod Γ0). (3.24)

Доказательство. Достаточно предположить, что правая или левая часть формулы (3.24) не при-
надлежит Γ0. Рассмотрим, например, случай, когда такая часть левая. Теперь требуемое утвер-
ждение следует из части 4) леммы 3.22 и того, что µ переводит все неправильные мономы в нуль.
Следствие доказано.

Через g′ обозначим многочлен, полученный из многочлена g заменой xj → cm−j , j = 1, . . . , m−1,
и через g′′ многочлен, полученный из g заменой xj → dj , j = 1, . . . , m − 1. Положим
h′ = r((e)m(cm))g′ и h′′ = g′′l((dm)(e)m). Имеем

h′ = emcm . . . c1 (mod I), h′′ = d1 . . . dmem (mod I).

Для любого h ∈ F рассмотрим Φ-линейное отображение Th из Φ〈y1, . . . , yn, . . .〉 в F , опреде-
ленное на словах следующим образом: Th(yiu) = h′hyih

′′u′, где u′—многочлен, полученный из
слова u заменой yj → h′yjh′′, j ∈ N.
Пусть f ′, f ∈ F —некоторые многочлены, такие что f ′ =

t∑
i=1

αiysi,1 . . . ysi,N , где αi ∈ Φ и

f ∈ Φ〈x1, . . . , xn, . . .〉 + Φ. Через Γ(f) обозначим T-идеал алгебры F , порожденный многочленом
[y1, f ]. Очевидно, что Γ(f) ∩ Φ = 0 с учетом стандартного вложения.

Лемма 3.23. Пусть q —многочлен из T-идеала алгебры F , порожденного многочленом
Tf (f ′). Тогда µ(q) принадлежит T-пространству алгебры F , порожденному многочленом f ′f и
многочленами из Γ(f) + cf(f ′f)Γ0.
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Доказательство. Достаточно считать, что q = uϕ(Tf (f ′))v, где ϕ—некоторый эндоморфизм ал-
гебры F и u, v— слова из 〈X ∪ C ∪ {e}〉. Имеем следующие представления:

ϕ(r((e)m(cm))) =
M∑
i=1

α
(1)
i r(ai), ϕ(l((dm)(e)m)) =

M∑
i=1

α
(2)
i l(bi),

ϕ(g′) =
M∑
i=1

α
(3)
i ϕi(g), ϕ(g′′) =

M∑
i=1

α
(4)
i ψi(g),

(3.25)

где ϕi и ψi—эндоморфизмы алгебры F , отображающие переменные x1, . . . , xm−1 в слова из
〈X ∪ C ∪ {e}〉, ai и bi—наборы длины m слов из 〈X ∪ C ∪ {e}〉, α

(j)
i ∈ Φ и M —некоторое

число. Здесь мы используем свойство многочлена g переходить в нуль при любой подстановке
xi → 1, i = 1, . . . , m − 1. Из формул (3.25) и части 4) леммы 3.22 сразу следует, что если хотя
бы одно слово u или v не есть степень e, то µ(q) ∈ cf(f ′f)Γ0. Поэтому можно предположить, что
u и v есть степени e. В силу следствия 3.4 в этом случае µ(q) = µ(ϕ(Tf (f ′))) (mod cf(f ′f)Γ0).
Пусть H ′—многочлен, полученный суммированием многочленов α

(1)
i α

(3)
j r(ai)ϕj(g) по тем

i, j = 1, . . . , M , для которых degcm
∏

ai = 1 и degcm ϕj(x1 . . . xm−1) = 0, и H ′′—многочлен,
полученный суммированием многочленов α

(2)
i α

(4)
j ψj(g)l(bi) по тем i, j = 1, . . . , M , для которых

degdm

∏
bi = 1 и degdm

ψj(x1 . . . xm−1) = 0. Пусть также ϕ′— такой эндоморфизм алгебры F , что
ϕ′(x), где x ∈ X, получается из ϕ(x) выкидыванием всех мономов, содержащих некоторую букву
из C ∪ {e}. В силу леммы 3.22 получаем

µ(q) =
t∑
i=1

αiµ

(
H ′ϕ′(f)ϕ′(ysi,1)H

′′
( N∏
j=2

H ′ϕ′(ysi,j )H
′′
))

(mod cf(f ′f)Γ0).

В этой формуле при произведении многочленов из F сомножители, отвечающие меньшим i, стоят
левее. Это правило считаем выполненным и для остальных произведений многочленов из F в
формулах этого доказательства.
Пусть L—многочлен, полученный из H ′ выкидыванием всех нелевонормированных мономов,

R—многочлен, полученный из H ′′ выкидыванием всех неправонормированных мономов и L′ и R′—
многочлены, полученные из L и R соответственно заменой всех переменных из множества C ∪{e}
на 1.
Тогда в силу части 9) следствия 3.20 получаем

µ(q) =
t∑
i=1

αiµ

(
Lϕ′(f)ϕ′(ysi,1)R

( N∏
j=2

Lϕ′(ysi,j )R
))

(mod cf(f ′f)Γ0).

Все мономы каждого многочлена, на который действует µ в последней формуле, правильные.
Поэтому

µ(q) =
( t∑
i=1

αi

N∏
j=1

L′ϕ′(ysi,j )R
′
)

ϕ′(f) (mod Γ(f) + cf(f ′f)Γ0).

Многочлен, стоящий в правой части последней формулы, получается из многочлена f ′f заменой
xi → ϕ′(xi), yi → L′ϕ′(yi)R′, i ∈ N. Лемма доказана.

Замечание 3.3. Пусть N ′ > N , u1, . . . , uN ′ — слова из 〈X ∪ C ∪ {e}〉 ∪ {1}, a1, . . . , a2N ′ —набо-
ры длины m слов из 〈X ∪ C ∪ {e}〉 и ϕ1, . . . , ϕ2N ′ —эндоморфизмы алгебры F , отображающие
переменные x1, . . . , xm−1 в слова из 〈X ∪ C ∪ {e}〉. Положим

T (u1, . . . , uN ′ , a1, . . . , a2N ′ , ϕ1, . . . , ϕ2N ′) =

= r(a1)ϕ1(g)u1ϕ2(g)l(a2) . . . r(a2N ′−1)ϕ2N ′−1(g)uN ′ϕ2N ′(g)l(a2N ′).

Пусть u, v ∈ 〈X ∪ C ∪ {e}〉 ∪ {1}. Тогда
µ(uT (u1, . . . , uN ′ , a1, . . . , a2N ′ , ϕ1, . . . , ϕ2N ′)v) ∈ Γ0.
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Действительно, предположим противное. Тогда аналогично лемме 3.22 получаем, что каждое сло-
во (

∏
a2i−1)ϕ2i−1(x1 . . . xm−1)uiϕ2i(x1 . . . xm−1)(

∏
a2i), i = 1, . . . , N ′, зависит от cm и dm. Следо-

вательно, все мономы многочлена uT (u1, . . . , uN ′ , a1, . . . , a2N ′ , ϕ1, . . . , ϕ2N ′)v неправильные, и мы
приходим к противоречию.

Пусть f ′′—линейная комбинация над Φ слов из 〈X〉 длины более N и q′—многочлен из T-иде-
ала алгебры F , порожденного многочленом Tf ′′(f). Многочлен q′ есть линейная комбинация мно-
гочленов вида uT (u1, . . . , uN ′ , a1, . . . , a2N ′ , ϕ1, . . . , ϕ2N ′)v, и поэтому µ(q′) ∈ cf(f ′′, f)Γ0.

Теорема 3.11. Пусть A —некоторое множество, элементами которого являются пары мно-
гочленов (f ′, f), где f ′ —линейная комбинация над Φ слов из 〈y1, . . . , yn, . . .〉 длины N и
f ∈ Φ〈x1, . . . , xn, . . .〉+Φ. Пусть J —идеал кольца Φ, порожденный всеми коэффициентами мно-
гочленов f ′f , (f ′, f) ∈ A, и L —некоторое T-пространство, содержащее T-идеал JΓ0 и каждый
T-идеал Γ(f), (f ′, f) ∈ A. Предположим, что T-пространство, порожденное многочленами f ′f ,
(f ′, f) ∈ A, бесконечно базируемо по модулю L. Тогда T-идеал алгебры F , порожденный мно-
гочленами Tf ′(f), (f ′, f) ∈ A, бесконечно базируем по модулю любого T-идеала Γ, такого что
µ(Γ) ⊂ L.

Доказательство следует из леммы 3.23 и того, что µ(Tf ′(f)) = f ′f для (f ′, f) ∈ A. Теорема
доказана.
Интересно сравнить доказанную теорему с теоремой 3.10, где µ применялось не ко всему идеалу,

а только к его однородной компоненте. Имея бо́льшую информацию о Φ и A (бесконечность,
однородность), можно такую же переформулировку сделать и здесь.
Теперь посмотрим, как можно выбрать T-идеал Γ. Предположим, что L содержит некото-

рый T-идеал Γ1. Пусть f1, . . . , f2mN+1—некоторые многочлены из Γ1. Рассмотрим представление
fi = gi + g′i + hi + h′

i, где gi ∈ Φ〈X〉 + Φ, g′i—линейная комбинация степеней e, каждый моном
многочлена hi зависит от некоторой переменной из C и h′

i ∈ I. При этом очевидно, что gi, g
′
i ∈ Γ1

и многочлен g′i не имеет свободного члена, так как иначе мы бы получили Γ1 = L = F . Последнее,
очевидно, не так. Так как степень по множеству переменных C любого правильного слова не пре-
восходит 2mN , то многочлен µ(f1 . . . f2mN+1) есть сумма многочленов вида µ(f ′gif ′′) и µ(f ′g′if

′′),
где f ′, f ′′ ∈ F . Отсюда получаем, что µ(Γ2mN+1

1 ) ⊂ Γ1 ⊂ L и можно положить Γ = Γ2mN+1
1 .

T-идеал Γ можно еще расширить следующим образом. Пусть B—множество, элементами ко-
торого являются пары многочленов (f ′, f), где f ∈ Φ〈x1, . . . , xn, . . .〉 + Φ, и выполнено одно из
следующих условий:
1) f ′ есть линейная комбинация над Φ слов из 〈y1, . . . , yn, . . .〉 длины N и f ′f ∈ L;
2) f ′ есть линейная комбинация над Φ слов из 〈X〉 длины более N .

В силу замечания 3.3 и леммы 3.23 можно положить Γ равным сумме T-идеала Γ2mN+1
1 и T-идеала,

порожденного многочленами Tf ′(f), (f ′, f) ∈ B.
Теоремы 3.4—3.6 дают достаточно примеров бесконечно базируемых T-пространств вида, требу-

емого в теореме 3.11. Как и следовало ожидать (см. [2]), все такие T-пространства не могут быть
порождены многочленами, зависящими от конечного числа переменных. Используя результат [2]
и теорему 3.11, получаем следующей результат.

Следствие 3.5. Пусть Φ —коммутативное нетерово кольцо и A —некоторое множество,
элементами которого являются пары многочленов (f ′, f), где f ′ —линейная комбинация над Φ
слов из 〈y1, . . . , ym〉 длины N и f ∈ Φ〈x1, . . . , xn〉 + Φ. Пусть M —T-пространство алгебры F ,
порожденное многочленами f ′f , (f ′, f) ∈ A. Тогда T-пространство M конечно базируемо по
модулю T-идеала, порожденного многочленами [y1, f ], (f ′, f) ∈ A.

Доказательство. Предположим, что утверждение следствия не выполнено. Пусть J —идеал коль-
ца Φ, порожденный всеми коэффициентами многочленов f ′f , (f ′, f) ∈ A. Теперь применим теоре-
му 3.11 для получения противоречия следующим образом. В качестве T-пространства L выберем
T-идеал, порожденный многочленами [y1, f ], (f ′, f) ∈ A, а в качестве g ненулевой полилинейный
многочлен алгебры F , такой что Jg ⊂ L, переходящий в нуль при любой подстановке xi → 1, где
g зависит от xi.
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Так как кольцо Φ нетерово, то существует конечное множество A′ ⊂ A, такое что идеал J
порожден коэффициентами многочленов f ′f , (f ′, f) ∈ A′. Из этого факта методами [20] легко
показать существование ненулевого полилинейного многочлена g′ ∈ F с коэффициентами ±1,
такого что Jg′ ∈ L. Выполняя в g′ подстановку xi → [x2i−1, x2i], i ∈ N, переименовывая переменные
и, возможно, умножая результат на −1, получаем требуемый многочлен g. Следствие доказано.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Белов А. Я. О нешпехтовых многообразиях // Фундам. и прикл. мат. — 1999. — Т. 5, вып. 1. — С. 47—66.
2. Белов А. Я. Алгебры с полиномиальными тождествами: представления и комбинаторные методы:
Дис.. . . д-ра физ.-мат. наук. —М., 2002.

3. Гришин А. В., Урбаханов С. В. О свойствах экстремальности примера не конечно базируемого T-про-
странства над полем характеристики 2 // IV междунар. конф. «Современные проблемы теории чисел
и ее приложения», тезисы докл. — Тула, 2001. — С. 50—51.

4. Гришин А. В., Урбаханов С. В. О коразмерностях в пространствах 2-слов над полем характеристики 2
и свойствах экстремальности // Чебышевский сборник. Т. 3, вып. 2 (4). —М.: Изд-во гос. пед. унив.
им. Л. Н. Толстого, 2002. — С. 34—42.

5. Гришин А. В. Показатель роста многообразия алгебр и его приложения // Алгебра и логика. — 1987. —
Т. 28, № 5. — С. 536—557.

6. Гришин А. В. О конечной базируемости систем обобщенных многочленов, близких к ассоциативным //
Междунар. конф. по алгебре. Сборник тезисов. — Барнаул, 1991. — С. 37.

7. Гришин А. В. О конечной базируемости систем обобщенных многочленов // Известия АН СССР. Сер.
матем. — 2001. — Т. 54, No. 5. — С. 899—927.

8. Гришин А. В. О конечной базируемости абстрактных T-пространств // Фундам. и прикл. мат. — 1995. —
Т. 1, вып. 3. — С. 669—700.

9. Гришин А. В. Примеры не конечной базируемости T-пространств и T-идеалов в характеристике 2 //
Фундам. и прикл. мат. — 1999. — Т. 5, вып. 1. — С. 101—118.

10. Гришин А. В. Многообразие ассоциативных колец не шпехтово // Успехи мат. наук. — 1999. — Т. 54,
№ 5. — С. 193—194.

11. Гришин А. В. О конечной базируемости и представимости в многообразиях альтернативных алгебр //
IV междунар. алгебр. конф. Тезисы докладов. —Новосибирск, 2000. — С. 65—67.

12. Гришин А. В. О конечной базируемости T-пространств обобщенных многочленов и представимости //
Успехи мат. наук. — 2001. — Т. 54, № 4. — С. 133—134.

13. Кемер А. Р. О нематричных многообразиях // Алгебра и логика. — 1980. — Т. 19, № 3. — С. 255—283.
14. Кемер А. Р. Многообразия и Z2-градуированные алгебры // Изв. АН СССР. Сер. матем. — 1984. —

Т. 48, № 5. — С. 1042—1059.
15. Кемер А. Р. Конечная базируемость тождеств ассоциативных алгебр // Алгебра и логика. — 1987. —

Т. 26, № 5. — С. 597—641.
16. Кемер А. Р. Тождества конечно порожденных алгебр над бесконечным полем // Изв. АН СССР. Сер.

матем. — 1990. — Т. 54, № 4. — С. 726—753.
17. Киреева Е. А. О конечной порожденности вполне инвариантных подмодулей в некоторых относитель-

но свободных ассоциативных алгебрах // Научные труды математического факультета МГПУ.—М.:
Прометей, 2000. — С. 296—276.

18. Киреева Е. А. О конечной порожденности вполне инвариантных подмодулей в алгебрах многочленов //
Чебышевский сборник. Т. 2. —М.: Изд-во гос. пед. унив. им. Л. Н. Толстого, 2001. — С. 54—60.

19. Красильников А. Н. О тождествах триангулируемых матричных представлений групп // Труды
ММО.— 1989. — Т. 52. — С. 229—245.

20. Львов И. В. Теорема Брауна о радикале конечно порожденной PI-алгебры. —Новосибирск: Инст. ма-
тем. СО АН СССР, 1984.

21. Размыслов Ю. П. Об одной проблеме Капланского // Изв. АН СССР. Сер. матем. — 1973. — Т. 37,
№ 3. — С. 483—501.

22. Щиголев В. В. Примеры бесконечно базируемых T-идеалов // Фундам. и прикл. мат. — 1999. — Т. 5,
вып. 1. — С. 307—312.

23. Щиголев В. В. Примеры бесконечно базируемых T-пространств // Мат. сб. — 2000. — Т. 191, № 3. —
С. 143—160.

24. Щиголев В. В. Конечная базируемость T-пространств над полями нулевой характеристики // Изв.
РАН. Сер. матем. — 2001. — Т. 65, № 5. — С. 191—224.



T -ПРОСТРАНСТВА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 97

25. Коуровская тетрадь. Нерешенные проблемы теории групп. —Новосибирск: Инст. матем. СО АН СССР,
1967.

26. Bourbaki N. Elements of mathematics. Commutative algebra. — Paris, Hermann; Addison-Wesley
Publishing Co., 1972.

27. Braun A. The radical in a finitely generated P.I. algebra // Bull. Amer. Math. Soc. — 1982. —Vol. 7, no. 2. —
P. 385—386.

28. Drenski V. S. Representations of the symmetric group and varieties of linear algebras // Mat. Sb. — 1981. —
Vol. 115, no. 1. — P. 98–115.

29. Grishin A. V. On the finite basis property of T-spaces over a field of finite characteristic // Proc. of the
Moscow–Tainan algebraiс workshop. — 1994. — P. 225—227.

30. Grishin A. V. On non-spechtianness of the variety of associative rings which satisfy the identity x32 = 0 //
Electron. Res. Announc. Amer. Math. Soc. — 2000. —Vol. 6. — P. 50–51.

31. Grishin A. V. The variety of associative rings which satisfy the identity x32 = 0 is not Specht // 12th
International Conference, FPSAC’00. Proceedings. —Moscow, 2000. — P. 686—691.

32. Gupta C. K., Krasilnikov A. N. A non-finitely based system of polynomial identities which contains the
identity x6 = 0 // Quart. J. Math. — 2002. —Vol. 53. — P. 173—183.

33. James G. D. The representation theory of the symmetric groups. — Berlin: Springer, 1978. — Lecture Notes
in Mathematics. Vol. 682.

34. Kemer A. R. The standard identity in characteristic p: A conjecture of I. B. Volichenko // Isr. J. Math. —
1993. —Vol. 81, no. 3. — P. 343—355.

35. Kemer A. R. Multilinear identities of the algebras over a field of characteristic p // Internat. J. Algebra
Comput. — 1995. —Vol. 5, no. 2. — P. 189—197.

36. Lewin J. A matrix representation for associative algebras. I, II // Trans. Amer. Math. Soc. — 1974. —
Vol. 188, no. 2. — P. 293—317.

37. Okhitin S. V. Central polynomials of an algebra of second-order matrices // Moscow Univ. Math. Bull. —
1988. —Vol. 43, no. 4. — P. 49—51.

38. Regev A. Existence of identities in A ⊗ B // Isr. J. Math. — 1972. —Vol. 11, no. 2. — P. 131—152.
39. Rowen L. H. Polinomial identities in ring theory. —New York, London: Academic Press, 1980. — Pure and

Applied Mathematics. Vol. 84.
40. Specht W. Gezetze in Ringen // Math. Z. — 1950. —Vol. 52, no. 5. — P. 557—589.

А. В. Гришин
Московский педагогический государственный университет
E-mail: alex@grishin.mccme.ru

В. В. Щиголев
E-mail: vkshch@vens.ru



Современная математика и ее приложения. Том 18 (2004). С. 98–127

КОММУТАТИВНЫЕ ПОДАЛГЕБРЫ КВАНТОВЫХ АЛГЕБР

c© 2004 г. С. А. ЗЕЛЕНОВА

АННОТАЦИЯ. В работе изучается строение коммутативных подалгебр квантовых алгебр (в частности,
алгебр квантовых многочленов, квантовых матриц, квантовых алгебр Вейля). Обсуждаются понятия
степени трансцендентности и размерности Крулля.
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ВВЕДЕНИЕ

Квантовые алгебры— это неформальное название различных алгебр, возникающих в теории
квантовых групп.
Понятие квантовой группы появилось в конце 1980-х годов в связи с решением квантового урав-

нения Янга—Бакстера, являющегося ключевым моментом в «квантовом методе обратной задачи»,
развитом Л. Д. Фаддеевым и ленинградской школой математической физики с целью решения
«интегрируемых квантовых систем» (см. [34]).
Отправной точкой развития теории квантовых групп, объединившей первые разрозненные ре-

зультаты и примеры, стала работа В. Г. Дринфельда [9], содержащая мотивировки основных по-
нятий.
Хотя теория квантовых групп не позволила полностью решить уравнение Янга—Бакстера, мно-

гие интересные и полезные решения этого уравнения удалось построить именно с ее помощью.
«Машиной» для производства таких решений стала теория представлений некоторых специфиче-
ских алгебр, сходных с деформациями обертывающих алгебр полупростых алгебр Ли. Вот эти
специфические алгебры и получили название «квантовых групп».
Первый пример— деформация U(sl2(C))—возник в статье П. П. Кулиша и Н. Ю. Решетихина

в 1981 году (см. [15]).
Самый первый пример алгебры квантовых многочленов (см. определение 1.1.1) — квантовая плос-

кость kq[X, Y ]—был введен Ю. И. Маниным в [39]. В дальнейшем многие авторы рассматривали
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обобщения этой алгебры (см., например, [1, 19,43]). Среди таких обобщений можно назвать одно-
параметрические и многопараметрические квантовые аффинные пространства и квантовые торы,
иначе называемые алгебрами квантовых лорановских многочленов, общие квантовые многочлены
и т. д. Определение 1.1.1 является наиболее общим из всех указанных определений.
В работах [39–41] Ю. И. Маниным был предложен способ построения квантовых групп на

основе понятия универсальной кодействующей на некоторое семейство алгебр алгебры. Частным
случаем универсальной кодействующей являются алгебры квантовых матриц (определение 1.2.1).
Построением многопараметрических алгебр квантовых матриц Oλ,P (Mn(k)) занимались также
М. Артин, В. Шельтер, Дж. Тэйт (см. [29]) и А. Сэдбэри (см. [50]).
В начале 1990-х годов появились первые результаты, касающиеся теории некоммутативных диф-

ференциальных исчислений на квантовых группах. В связи с этой теорией в работах Г. Мальци-
ниотиса [38] и Е. Е. Демидова [6] возникли алгебры Aq̄,Λ

n (k), являющиеся квантовым аналогом
алгебр Вейля (определение 1.4.1).
В работе [22] Л. Д. Фаддеевым, Н. Ю. Решетихиным и Л. А. Тахтаджяном были сконструи-

рованы квантовые координатные кольца для классических простых групп Ли (т. е. для SLn(C),
SOn(C), Spn(C)). Квантовое координатное кольцо Oq(G)k в случае произвольной связной ком-
плексной полупростой алгебраической группы G было построено А. Жозефом в середине 1990-х
годов в работах [36,37]. Метод построения был навеян работами С. Л. Вороновича, Л. Л. Ваксмана
и Я. С. Сойбельмана [4,51–53].
Несмотря на то, что общего понятия квантовой группы (или квантовой алгебры) не существует,

а существуют лишь разнородные примеры, эти примеры имеют немало общих свойств. Так, напри-
мер, все вышеупомянутые алгебры нетеровы и обладают телами частных (см. [30]). Кроме того,
все они являются градуированными по N0.
В теории квантовых групп большой интерес представляет изучение тел частных квантовых

алгебр.
В связи с тем, что квантовые алгебры во многом аналогичны алгебрам функций над группами,

при изучении их тел частных возникают различные варианты гипотезы Гельфанда—Кириллова
(см. [5]).
А. Н. Панов в работе [19] сформулировал и доказал аналог гипотезы Гельфанда—Кириллова для

однопараметрических алгебр квантовых многочленов и для однопараметрических матричных кван-
товых алгебр Oq(GLn(k)). В той же работе доказано, что центр тела частных однопараметрической
алгебры квантовых многочленов является чисто трансцендентным расширением основного поля, и
вычислены размерность Гельфанда—Кириллова этого тела частных и степени трансцендентности
его центра.
Ж. Алев и Ф. Дюма доказали, что тело частных однопараметрической квантовой алгебры Вейля

Aq̄,Λ
n (k) изоморфно телу частных алгебры квантовых многочленов для некоторой матрицы муль-

типараметров (см. [25]). Они же, объединив свой результат с результатом А. Н. Панова, сфор-
мулировали классификационную теорему о телах частных смешанных квантовых алгебр Вейля
(см. [24]), а также результаты, касающиеся степени трансцендентности указанных тел частных,
их центров и максимальных подполей.
В работе В. А. Артамонова и П. Кона [26] для случая n = 2 показано, что в теле частных

kq(X, Y ) алгебры квантовых многочленов kq[X, Y ] централизатор любого элемента, отличного от
константы, коммутативен и потому является максимальным подполем в kq(X, Y ). Идея доказатель-
ства восходит к работе П. Кона [33]. В. А. Артамоновым в статье [2] получено обобщение этого
результата для случая алгебры квантовых многочленов kQ[X1, . . . , Xn] при n � 3 в предположении,
что поле k имеет нулевую характеристику.
В связи с появлением квантовых аналогов гипотезы Гельфанда—Кириллова представляют инте-

рес вопросы, связанные с вычислением различных размерностей, таких как размерность Крулля,
размерность Гельфанда—Кириллова, глобальная размерность.
Дж. МакКоннел и Ж. Петит в работе [43] построили алгоритм вычисления размерности Крулля

и глобальной размерности алгебры квантовых лорановских многочленов L = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

n ].
Описанный ими алгоритм основан на построении ряда локализаций кольца L по подмножествам
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множества порождающих X1, . . . , Xn и нахождении «минимальной» локализации, для которой
существует ненулевой конечномерный модуль над подтелом этой локализации, порожденным соот-
ветствующим подмножеством порождающих. Данный алгоритм верен и для размерности Крулля,
и для глобальной размерности, что позволяет авторам сделать заключение о равенстве этих двух
размерностей в случае алгебры квантовых лорановских многочленов.
К. Брукс в работе [31] вычислил размерность Крулля и глобальную размерность алгебры кван-

товых лорановских многочленов LQ,n,n, пользуясь результатами Дж. МакКоннела и Ж. Петита и
своими соображениями по поводу размерности Гельфанда—Кириллова модулей над скрученными
произведениями тел и свободных абелевых групп (см. [32]).
Как известно (см., например, [8]), вычисление размерности Крулля некоторой алгебры связано

со строением первичного спектра этой алгебры. Строению первичного и примитивного спектра
некоторых квантовых алгебр посвящена работа К. Гудерла [35]. В этой работе первичный спектр
описывается с помощью действующей на алгебре подгруппы группы автоморфизмов. Общие ре-
зультаты применяются к квантовым торам, квантовым аффинным пространствам и к матричным
алгебрам.
Группы автоморфизмов алгебры общих квантовых многочленов систематически изучаются в ра-

боте В. А. Артамонова и Р. Висбауэра [27]. Дано весьма полное описание групп автоморфизмов
таких алгебр. Дальнейшее исследование группы автоморфизмов ведется в работе [28], посвящен-
ной изучению действия точечных алгебр Хопфа на алгебре общих квантовых многочленов и его
инвариантов. Обзор результатов, касающихся строения группы автоморфизмов алгебр квантовых
многочленов, действия алгебр Хопфа на этих алгебрах, а также проективных модулей и Мори-
та-эквивалентности приведен в работе В. А. Артамонова [3].
Классы алгебр, изучаемых в настоящей работе, близки к классу разрешимых квантовых алгебр,

рассматриваемых А. Н. Пановым в [46–48].
Определение разрешимой квантовой алгебры следующее.
Рассмотрим коммутативную нетерову область C со свойством 1 + 1 + . . . + 1 �= 0 для любой

суммы единиц.
Пусть R—кольцо и C содержится в центре R.
Пусть также Q = (qij)—мультипликативно антисимметричная матрица над C размера

(n + m) × (n + m).
Пусть кольцо R порождено элементами

x1, . . . , xn, x
±1
n+1, . . . , x

±1
n+m

с определяющими соотношениями

xixj = qijxjxi для всех n + 1 � j � n + m, 1 � i � n + m,

xixj = qijxjxi + rij для всех 1 � i < j � n,

где rij лежит в подалгебре, порожденной элементами

xi+1, . . . , xn, x
±1
n+1, . . . , x

±1
n+m.

Кольцо R называется разрешимой квантовой алгеброй над C, если оно является итеративным
косым расширением области C.
В [47], в частности, показано, что квантовые алгебры Вейля и квантовые матричные алгебры

являются разрешимыми квантовыми алгебрами.
Другого рода обобщение было рассмотрено А. В. Одесским в [18]. Именно, рассматривается

класс ассоциативных алгебр, градуированных по полугруппе N0, определяемых n образующими,
n(n−1)

2 однородными квадратичными соотношениями и удовлетворяющих так называемому условию
Пуанкаре—Биркгофа—Витта, т. е. имеющих такие же размерности градуировочных компонент, как
и кольцо многочленов от n переменных. Частным случаем таких алгебр являются алгебры кван-
товых многочленов, координатные кольца полупростых алгебраических групп (см. [30]), эллипти-
ческие алгебры Склянина (см. [17, 18,20,21]) и др.
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Автор пользуется случаем выразить глубокую искреннюю благодарность своему научному ру-
ководителю д. ф.-м. н. профессору В. А. Артамонову за постановку задач, руководство работой и
полезные советы.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе вводятся некоторые классы алгебр, возникающих в некоммутативной алгебраи-
ческой геометрии. В работе изучается строение коммутативных подалгебр этих алгебр.
Далее везде k означает основное поле, Z—кольцо целых чисел, N0 —множество неотрицатель-

ных целых чисел, k∗ —множество обратимых элементов поля k.
Кроме того, Mn(k) обозначает множество матриц размера n× n с элементами, лежащими в по-

ле k, а Mn(k∗)—множество матриц размера n× n, состоящих из обратимых элементов основного
поля k.
Матрицу Q = (qij) ∈ Mn(k∗) будем называть мультипликативно антисимметричной, если

qii = 1 и qij = q−1
ji для всех индексов 1 � i, j � n.

1.1. Алгебры квантовых многочленов. Пусть n � 2 и задана мультипликативно антисиммет-
ричная матрица Q = (qij) ∈ Mn(k∗).

Определение 1.1.1. Алгеброй квантовых многочленов над полем k будем называть ассоциа-
тивную алгебру

L = LQ,n,r = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

r , Xr+1, . . . , Xn]
над k, порожденную n + r элементами

X±1
1 , . . . , X±1

r , Xr+1, . . . , Xn

и определяющими соотношениями

XiX
−1
i = X−1

i Xi = 1, 1 � i � r,

XiXj = qijXjXi, 1 � i, j � n.

Частными случаями алгебры квантовых многочленов являются однопараметрические и много-
параметрические квантовые аффинные пространства (см. [30])

LQ,n,0 = kQ[X1, . . . , Xn]

и однопараметрические и многопараметрические квантовые торы ранга n, которые иногда на-
зывают квантовыми лорановскими многочленами или мультипликативным аналогом алгебр
Вейля (см. [44]),

LQ,n,n = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

n ].
Под однопараметрическим случаем в литературе (см. [30, 42]) часто понимают случай, когда
qij = q ∈ k∗ для всех 1 � i < j � n. Более общее определение однопараметрического случая
см. в разделе 3.1.3.

1.2. Матричные алгебры.

Определение 1.2.1. Пусть q —обратимый элемент основного поля k. Однопараметрической
алгеброй квантовых матриц n × n (см. [30]) называется алгебра, порожденная элементами Xij

для i, j = 1, . . . , n и определяющими соотношениями

XijXlm =




qXlmXij , i < l, j = m,

qXlmXij , i = l, j < m,

XlmXij , i < l, j > m,

XlmXij + (q − q−1)XimXlj , i < l, j < m,

которая обозначается Oq(Mn(k)).
Обобщением матричной алгебры Oq(Mn(k)) является многопараметрическая алгебра кванто-

вых матриц n×n (см. [7,30]), обозначаемая Oλ,P (Mn(k)), где λ ∈ k∗ и матрица P = (pij) ∈ Mn(k∗)
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мультипликативно антисимметрична. Эта алгебра задается порождающими Xij для i, j = 1, . . . , n
и определяющими соотношениями

XlmXij =




plipjmXijXlm + (λ − 1)pliXimXlj , l > i, m > j,

λplipjmXijXlm, l > i, m � j,

pjmXijXlm, l = i, m > j.

Однопараметрический случай получается, когда λ = q−2 и pij = q для всех i > j.

Алгебра квантовых матриц возникла в теории квантовых групп как частный случай алгебры,
являющейся универсальной кодействующей на некоторое семейство алгебр S (см. [7]).
В случае Oλ,P (Mn(k)) семейство S состоит из двух алгебр

AQ = k〈x1, . . . , xn〉/(xixj − q−1
ij xjxi),

BP = k〈ξ1, . . . , ξn〉/(ξiξj + pijξjξi, ξ
2
i ),

где Q = (qij), P = (pij)—матрицы параметров, удовлетворяющие соотношениям

pijpji = qijqji = pii = qii = 1, 1 � i, j � n,

pijqij = λsgn(j−i), λ ∈ k∗, λ �= −1.

Метод конструирования квантовых групп с помощью универсальных кодействующих алгебр был
описан Ю. И. Маниным в конце 1980-х годов (см. [7,42]).

1.3. Квантовые координатные кольца для полупростых алгебраических групп. Пусть G—
некоторая связная комплексная полупростая алгебраическая группа. Если k —поле характеристи-
ки, не равной двум или трем, и q ∈ k∗, то определена (см., например, [30, глава I.7]) k-алгебра
Oq(G)k — однопараметрическое квантовое координатное кольцо группы G (его k-форма).

Теорема 1.3.1.
1. Кольцо Oq(G)k как k-алгебра порождается элементами u1, . . . , um и определяющими со-

отношениями

uiuj = qijujui +
j−1∑
s=1

m∑
t=1

(αstijusut + βstijutus)

для всех 1 � j < i � m при некоторых коэффициентах αstij , β
st
ij ∈ k и qij ∈ k∗.

2. Коэффициенты qij являются целыми степенями элемента q ∈ k∗.

Доказательство. См. [30, теорема I.8.16, теорема I.8.18].

1.4. Квантовые алгебры Вейля. Квантовые алгебры Вейля естественным образом возникают
в теории некоммутативных дифференциальных исчислений на квантовых группах (см. [6,7]).

Определение 1.4.1. Пусть q̄ = (q1, . . . , qn)—кортеж ненулевых элементов поля k и Λ = (λij)—
мультипликативно антисимметричная матрица. Пусть µij = λijqi при 1 � i < j � n. Квантовой
алгеброй Вейля Aq̄,Λ

n (k) называется ассоциативная алгебра над полем k, задаваемая 2n порожда-
ющими

X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn

с определяющими соотношениями

XiXj = µijXjXi,

YiYj = λijYjYi,

XiYj = λjiYjXi,

XjYi = µijYiXj ,

1 � i < j � n,

XjYj = 1 + qjYjXj +
∑

1�l<j
(ql − 1)YlXl, 1 � j � n.
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Некоторые свойства тел частных квантовых алгебр Вейля изучены Ж. Алевым и Ф. Дюма
в [23–25].

2. ТЕОРЕМА ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ЗАВИСИМОСТИ

2.1. Вспомогательные определения и утверждения. Вначале дадим несколько вспомогатель-
ных определений.
Через σ(v) будем обозначать сумму элементов целочисленного кортежа v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn:

σ(v) =
n∑
i=1

vi.

Определение 2.1.1. Определим отношение порядка �l. на множестве Zn. Положим u =
= (u1, . . . , un) �l. (v1, . . . , vn) = v, где u,v ∈ Zn, если выполнено одно из условий

1) σ(u) > σ(v),
2) σ(u) = σ(v) и существует такое j ∈ {1, . . . , n}, что ui = vi для всех i = 1, . . . , j − 1 и uj > vj .
Кроме того, определим на множестве Zn порядок �i.l., полагая u = (u1, . . . , un) �i.l. (v1, . . . , vn) =

= v для u,v ∈ Zn, если выполнено одно из условий
1) σ(u) > σ(v),
2) σ(u) = σ(v) и существует такое j ∈ {1, . . . , n}, что ui = vi для всех i = 1, . . . , j − 1 и uj < vj .

Иными словами, мы сравниваем кортежи из Zn по сумме их координат, а в случае равенства этих
сумм порядок ≺l. совпадает с лексикографическим, а порядок ≺i.l. обратен лексикографическому
порядку.
Все дальнейшие рассуждения применимы как к порядку ≺l., так и к порядку ≺i.l., поэтому мы

не будем рассматривать каждый из случаев отдельным образом и будем употреблять для этих
двух порядков общее обозначение ≺.

Лемма 2.1.2. Упорядочение ≺ обладает следующими свойствами:
1) u + t � u, если t = (t1, . . . , tn) ∈ Nn

0 , t �= 0;
2) u + t � v + t, если u � v, для всех t ∈ Zn;
3) в Nn

0 не существует бесконечной убывающей относительно ≺ цепочки;
4) зафиксируем элемент d ∈ Nn

0 . Пусть подмножество M ⊂ Nn
0 таково, что v 	 d для всех

v ∈ M . Тогда M конечно.

Доказательство.
1) Равенство σ(u + t) = σ(u) + σ(t) выполнено для всех кортежей u, t. Если же t—ненулевой

элемент Nn
0 , то σ(t) > 0, т. е. σ(u + t) = σ(u) + σ(t) > σ(u).

2) Если σ(u) = σ(v), то существует такое j ∈ {1, . . . , n}, что ui = vi для всех i = 1, . . . , j − 1
и uj �= vj . В случае порядка ≺l. uj > vj , а в случае порядка ≺i.l. uj < vj . В силу равенств
σ(u+t) = σ(u)+σ(t) и σ(u) = σ(v) выполнено равенство σ(u+t) = σ(v+t), причем i-е элементы
кортежей u+ t, v+ t совпадают для всех i = 1, . . . , j− 1, а между j-ми элементами этих кортежей
выполнено такое же неравенство, как и между j-ми элементами кортежей u и v.
В случае σ(u) > σ(v) верно соотношение σ(u + t) = σ(u) + σ(t) σ(v) + σ(t) = σ(v + t), откуда

следует требуемое неравенство.
3) Элементов Nn

0 с одинаковой фиксированной суммой координат конечное число, поэтому любой
элемент Nn

0 имеет конечное число меньших.
4) Будем доказывать искомое утверждение индукцией по n. При n = 1 оно очевидно.
Пусть наше утверждение доказано для всех натуральных чисел, меньших n. Фиксируем первую

координату v1 кортежа v. Поскольку v 	 d, то σ(v) � σ(d). Поэтому σ((v2, . . . , vn)) � σ(v) �
� σ(d) < σ((d1 + d2 + 1, d3, . . . , dn)), т. е. (v2, . . . , vn) ≺ (d1 + d2 + 1, d3, . . . , dn). По предположению
индукции таких кортежей (v2, . . . , vn) конечное число. По условию все координаты кортежа v
неотрицательны, откуда v1 � σ(v). Таким образом, на первую координату кортежа v накладыва-
ется условие 0 � v1 � σ(v) � σ(d), т. е. вариантов для v1 также конечное число.
Лемма полностью доказана.
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Определение 2.1.3. Абсолютным значением целочисленного кортежа z = (z1, . . . , zn) ∈ Zn

назовем кортеж из абсолютных значений элементов z:

|(z1, . . . , zn)| = (|z1|, . . . , |zn|).
Утверждение 2.1.4. Для произвольных кортежей u и v выполняется неравенство

|u + v| 	 |u| + |v|.
Доказательство. Для произвольных вещественных чисел x, y имеем |x + y| � |x| + |y|. Поэтому

σ(|u + v|) =
n∑
i=1

|ui + vi| �
n∑
i=1

|ui| + |vi| = σ(|u| + |v|).

Равенство выполняется, только когда для всех i = 1, . . . , n выполнены равенства |ui+vi| = |ui|+|vi|,
т. е. когда кортежи |u + v| и |u| + |v| равны.
Теперь утверждение очевидно.

Лемма 2.1.5. Зафиксируем элемент d ∈ Nn
0 . Пусть подмножество M ⊂ Zn таково, что

|v| 	 d для всех v ∈ M . Тогда M конечно.

Доказательство. Утверждение следует из пункта 4 леммы 2.1.2 и того, что для заданного t ∈ Nn
0

количество таких элементов v ∈ Zn, что |v| = t, конечно.
Лемма доказана.

Пусть k —основное поле, и пусть A—ассоциативная алгебра без делителей нуля над этим
полем.
Следующее определение восходит к книге [45].

Определение 2.1.6. Предположим, что существует отображение η алгебры A в множество Zn,
удовлетворяющее следующим соотношениям для всех ненулевых f, g ∈ A и α ∈ k∗:
N1) η(αf) = η(f);
N2) η(f + g) 	 max{η(f), η(g)}, где максимум берется относительно порядка ≺;
N3) η(fg) = η(f) + η(g).
Далее, предположим, что существует базис B = {bi}i∈I алгебры A как векторного пространства,

такой что

N4) η(bi) �= η(bj) для любых bi �= bj , bi, bj ∈ B;

N5) если f =
rf∑
s=1

αsbs—разложение произвольного элемента f ∈ A по базису B, то η(f) =

= max
s=1,...,rf

η(bs), здесь максимум также берется относительно порядка ≺.
Будем называть η(f) нормой элемента f .

Из свойств N1—N5 нормы сразу вытекает следующее простое утверждение:

Лемма 2.1.7. Если η(f) = η(g) = t ∈ Zn, то существуют такие ненулевые α, β ∈ k, что
η(αf + βg) ≺ t.

Доказательство. В силу свойства N4 разложение произвольного элемента h алгебры A по ба-
зису B содержит единственный элемент базиса, норма которого совпадает с нормой самого h.
Поскольку нормы f и g равны, то такой элемент базиса у них общий. Обозначим его через b.
Тогда f = βb + f ′, g = αb + g′, где η(f ′) ≺ η(f) = t, η(g′) ≺ η(g) = t, а α, β —ненулевые элементы
поля k. По свойству N2

η(f ′ − g′) 	 max{η(f ′), η(g′)} ≺ t,

т. е. для линейной комбинации αf − βg имеем

η(αf − βg) = η(αβb + f ′ − βαb + g′) = η(f ′ − g′) ≺ t.

Лемма доказана.
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Пусть f —произвольный ненулевой элемент A, и пусть f =
rf∑
s=1

αsbs— его разложение в бази-

се B. Определим отображение ρ алгебры A в множество Nn
0 , связанное с нормой η:

ρ(f) = max
s=1,...,rf

|η(bs)|.

В дальнейшем нам понадобятся некоторые свойства этого отображения.

Лемма 2.1.8. Отображение ρ обладает следующими свойствами:
1) ρ(αf) = ρ(f) для всех ненулевых f ∈ A и α ∈ k∗;
2) для всех ненулевых элементов f, g ∈ A выполнено неравенство ρ(f + g) 	 max{ρ(f), ρ(g)},
где максимум берется относительно порядка ≺, причем строгое неравенство возможно
только при ρ(f) = ρ(g);

3) если f =
rf∑
s=1

αsbs в базисе B, то

ρ(f) = max
s=1,...,rf

ρ(bs),

где максимум берется относительно порядка ≺;
4) |η(f)| 	 ρ(f) для любого ненулевого f ∈ A;
5) пусть фиксирован кортеж d ∈ Nn

0 и M —такое подмножество алгебры A, что для всех
f ∈ M верно неравенство ρ(f) 	 d. Тогда множество норм элементов M конечно;

6) множество элементов базиса B с фиксированной полунормой конечно.

Доказательство.
Свойства 1), 2) непосредственно следуют из определения.
3) Из определения отображения ρ следует, что ρ(b) = |η(b)| для любого b ∈ B. Отсюда

ρ(f) = max
s=1,...,rf

|η(bs)| = max
s=1,...,rf

ρ(bs).

4) |η(f)| = | max
s=1,...,rf

η(bs)| 	 max
s=1,...,rf

|η(bs)| = ρ(f).

5) Из 4) получаем |η(f)| 	 ρ(f) 	 d для всех f ∈ M . Для доказательства утверждения теперь
достаточно использовать лемму 2.1.5.
6) Утверждение следует из 5) и свойства N4 нормы.
Лемма полностью доказана.

Определение 2.1.9. Будем называть отображение ρ полунормой, согласованной с нормой η,
если оно удовлетворяет следующему свойству: ρ(fg) 	 ρ(f) + ρ(g) для всех ненулевых f, g ∈ A.
2.2. Примеры. В этом разделе приводятся наиболее важные для нас примеры алгебр, обладаю-
щих нормой и согласованной с ней полунормой.
Как и ранее, обозначение ≺ является общим для порядка ≺l. и порядка ≺i.l.. Все утверждения

настоящего раздела верны в обоих случаях.

2.2.1. Алгебры квантовых многочленов. Пусть k —основное поле, и пусть

L = LQ,n,r = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

r , Xr+1, . . . , Xn]—

некоторая алгебра квантовых многочленов.

Утверждение 2.2.1. Множество

BL = {Xt1
1 . . . Xtn

n | (t1, . . . , tn) ∈ Zr ⊕ Nn−r
0 }

является базисом алгебры L как линейного пространства.
Доказательство. Из определяющих соотношений алгебры L видно, что всякий элемент
Xε1
i1

. . . Xεs
is
, где все εi равны ±1, однозначно представим в виде αXt1

1 . . . Xtn
n при некоторых целых

t1, . . . , tn и α ∈ k∗. Поэтому всякий элемент f алгебры L однозначно представляется в виде линей-
ной комбинации элементов вида Xt1

1 . . . Xtn
n , т. е. BL является базисом алгебры L как линейного

пространства над k.
Утверждение доказано.
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В дальнейшем элементы базиса BL будем называть мономами и для краткости писать Xt вместо
Xt1

1 . . . Xtn
n , где t, как обычно, обозначает (t1, . . . , tn) ∈ Zn. Кортеж t будем называть степенью

монома Xt.
Введем нормирование на L, связанное с порядком �.
Определение 2.2.2. Нормой ηL(f) произвольного ненулевого многочлена f из L будем назы-

вать кортеж из Zn, являющийся максимальным (относительно ≺) в множестве степеней мономов,
входящих в f .

Иными словами, если f =
rf∑
s=1

αsbs, αs ∈ k∗, bs ∈ BL, — разложение элемента f по базису BL,
то

ηL(f) = max
s=1,...,rf

ηL(bs),

где максимум берется относительно порядка ≺.
Утверждение 2.2.3. Норма ηL удовлетворяет свойствам N1—N5, если в качестве соответ-

ствующего базиса B взять мономиальный базис BL.

Доказательство. Свойства N1, N4, N5 следуют непосредственно из определения.
Свойство N2 следует из определения нормы ηL и того, что мономы, входящие в разложение

суммы f + g по базису BL, — это либо мономы, входящие в разложение элемента f , либо мономы,
входящие в разложение элемента g.
Для проверки свойства N3, во-первых, заметим, что если f и g пропорциональны некоторым

мономам, то для них указанное свойство выполнено, так как степень произведения мономов равна
сумме их степеней. Далее, любой моном из fg является произведением монома m1 из f и мо-
нома m2 из g. Поэтому степень монома из fg —это сумма кортежей t1 = η(m1) и t2 = η(m2).
В силу свойств 1), 2) порядка � моном максимальной степени из fg —это произведение монома
максимальной степени из f и монома максимальной степени из g. Отсюда норма произведения fg
есть сумма норм f и g.
Утверждение полностью доказано.

Итак, отображение ηL действительно является нормой в смысле определения 2.1.6.
Поэтому мы можем определить соответствующее отображение ρL. Для ненулевого многочле-

на f значение отображения ρL —это кортеж из Nn
0 , являющийся максимальным (относительно

порядка �) в множестве абсолютных значений степеней мономов, входящих в f .

Утверждение 2.2.4. Отображение ρL удовлетворяет свойству

ρL(fg) 	 ρL(f) + ρL(g),

т. е. является полунормой, согласованной с нормой ηL.

Доказательство. Любой моном из fg является произведением монома m1 из f и монома m2

из g. Поэтому степень монома из fg это сумма степени t1 некоторого монома из f и степени t2

некоторого монома из g. По утверждению 2.1.4 |t1 + t2| 	 |t1| + |t2|. Поэтому
max
t1,t2

(|t1 + t2|) 	 max
t1

{|t1|} + max
t2

{|t2|}.

Утверждение доказано.

Итак, мы доказали

Утверждение 2.2.5. Алгебра L обладает нормой и согласованной с ней полунормой в смысле
определений 2.1.6, 2.1.9.
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2.2.2. Алгебры, фильтрованные по полугруппе Nn
0 . Напомним некоторые определения.

Пусть S —полугруппа, линейно упорядоченная относительно некоторого порядка ≺.
Определение 2.2.6. Фильтрованной по полугруппе S алгеброй называется алгебра A, в ко-

торой выделены подпространства Aµ, индексированные элементами полугруппы S таким образом,
что Aµ ⊆ Aλ при µ ≺ λ и AµAλ ⊆ Aµ+λ для всех µ, λ ∈ S.

Определение 2.2.7. Алгеброй, ассоциированной с фильтрованной по полугруппе S алгеброй A,
называется градуированная по полугруппе S алгебра

grA =
⊕
µ∈S

Āµ,

где Āµ = Aµ/
∑
λ≺µ

Aλ, а произведение элементов x̄ ∈ Āµ и ȳ ∈ Āλ определяется по формуле

x̄ȳ = xy, где x, y —представители смежных классов x̄, ȳ, а xy — смежный класс по подпростран-
ству

∑
ν≺µ+λ

Aν , порожденный элементом xy ∈ Aµ+λ.

Рассмотрим в качестве полугруппы S полугруппу Sn = Nn
0 с одним из введенных в 2.1.1 поряд-

ков. Пусть A = AQ,n—алгебра, фильтрованная по Sn, для которой

grAQ,n = LQ,n,0 =
⊕
t∈Sn

Lt,

где Lt —подпространство, порожденное мономом Xt. До конца этого пункта A всегда обозначает
алгебру AQ,n.
В силу свойства 4) порядка ≺ множество подпространств Ad, для которых d ≺ t, конечно. То

есть в нем существует максимальный элемент, и следовательно, существует такой кортеж t′, что
At′ =

∑
d≺t

Ad. Отсюда

grA =
⊕
t∈Sn

At/At′ =
⊕
t∈Sn

Lt.

Таким образом, At/At′ = Lt.
Для произвольного ненулевого элемента f ∈ A можно единственным образом определить такой

кортеж tf , что f ∈ Atf
и f /∈ At′f .

Определение 2.2.8. Кортеж tf будем называть нормой элемента f .

Для каждого фактор-пространства Āt фиксируем такой элемент bt, что bt ∈ At, bt /∈ At′ .
Поскольку Āt = Lt одномерно, то b̄t порождает Āt.

Утверждение 2.2.9. Множество B = {bt}t∈Sn является базисом алгебры A как линейного
пространства.

Доказательство. Пусть f —произвольный ненулевой элемент алгебры A с нормой tf = t. В силу
того, что элемент b̄t является базисом фактор-пространства Āt, существует единственный коэф-
фициент α ∈ k∗, такой что f − αbt ∈ At′ . Продолжая процесс, получим разложение по базису B.
Процесс закончится, так как норма остатка строго уменьшается, а по лемме 2.1.2 в Nn

0 не суще-
ствует бесконечной убывающей относительно ≺ цепочки элементов. Разложение единственно по
построению.
Утверждение доказано.

Утверждение 2.2.10. Отображение f �→ tf является нормой в смысле определения 2.1.6.

Доказательство. Докажем, что свойства N1—N5 нормы выполнены.
Свойство N1 следует из определения.
N2. Пусть f ∈ Atf

, f /∈ At′f и g ∈ Atg , g /∈ At′g , и пусть для определенности tf 	 tg. Из опре-
деления фильтрации следует, что f ∈ Atf

⊆ Atg , отсюда, поскольку At —линейное пространство
для любого t, сумма f + g лежит в Atg = Amax{tf ,tg}.
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N3. Пусть f и g —элементы, определенные в предыдущем пункте. Очевидно, ηL(f̄) = tf и
ηL(ḡ) = tg. По определению ассоциированной градуированной алгебры f̄ ḡ = fg. Отсюда tfg =
= ηL(fg) = ηL(f̄) + ηL(ḡ) = tf + tg.
Для доказательства свойств N4, N5 в качестве подходящего базиса алгебры A возьмем базис B.
Свойство N4 следует из определения базиса B.

N5. Пусть f =
Nf∑
s=1

αsbs, где αs ∈ k, bs ∈ B, — разложение элемента f по базису B. По уже

доказанным свойствам N1, N2 выполнено неравенство tf 	 max
s=1,...,Nf

tbs . Пусть для определенности

max
s=1,...,Nf

tbs = tb1 . По свойству N4 нормы различных элементов базиса различны, т. е. tbs ≺ tb1 для

s �= 1. Отсюда bs ∈ At′b1
⊂ Atb1

при s �= 1 и b1 /∈ At′b1
, b1 ∈ Atb1

, поэтому f =
Nf∑
s=1

αsbs /∈ At′b1
, но

f ∈ Atb1
, т. е. tf = tb1 .

Утверждение полностью доказано.

Итак, отображение η(f) = tf является нормой в смысле определения 2.1.6 и, следовательно,
мы можем определить соответствующее отображение ρ. Легко заметить, что в данном случае
ρ(f) = η(f), т. е.

ρ(fg) = η(fg) = η(f) + η(g) = ρ(f) + ρ(g),

а значит, верно

Утверждение 2.2.11. Алгебра A, фильтрованная по полугруппе Nn
0 , для которой grA =

= LQ,n = kQ[X1, . . . , Xn], обладает нормой и согласованной с ней полунормой в смысле опреде-
лений 2.1.6, 2.1.9.

2.3. Теорема об алгебраической зависимости. В дальнейшем будем предполагать, что A—
некоторая ассоциативная алгебра без делителей нуля, обладающая нормой η и согласованной с ней
полунормой ρ.
Рассмотрим произвольную подалгебру P алгебры A. Разобьем P на попарно непересекающи-

еся подмножества следующим образом. Пусть t ∈ Nn
0 . Через Pt обозначим множество всех тех

элементов P, полунорма которых равна t.
Обозначим через νt(p) проекцию элемента p ∈ A на конечномерное векторное пространство,

порожденное элементами {b ∈ B | ρ(b) = t}. Поскольку образ проекции νt(P) является конечно-
мерным векторным пространством, в нем можно выбрать конечный базис.

Определение 2.3.1. Пусть {ei}ri=1 —произвольный базис векторного пространства νt(P). Вся-
кую систему {hi}ri=1, где hi ∈ ν−1

t (ei), будем называть базой подмножества Pt.

Рассмотрим некоторую базу {hi}ri=1 множества Pt. В силу пункта 5 леммы 2.1.8 множество
норм элементов ν−1

t (νt(hi)) конечно, т. е. мы можем выбрать из множества ν−1
t (νt(hi)) элемент

с минимальной нормой. Обозначим такой элемент h′
i. Очевидно, что система {h′

i}ri=1 снова является
базой Pt.

Определение 2.3.2. Преобразование {hi}ri=1 → {h′
i}ri=1 будем называть преобразованием базы

первого рода.

Пусть снова {hi}ri=1 —база множества Pt. И пусть η(hj) = η(hl) для некоторых 1 � j < l � r.
Тогда согласно лемме 2.1.7 найдутся такие ненулевые коэффициенты β1, β2 ∈ k, что η(β1hj +
+ β2hl) ≺ η(hj). Поскольку система

{e1, . . . , ej−1, β1ej + β2el, . . . , er}
является базисом пространства νt(P), то система

{h1, . . . , hj−1, β1hj + β2hl, . . . , hr}
является базой множества Pt.
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Определение 2.3.3. Преобразование

{hi}ri=1 → {h1, . . . , hj−1, β1hj + β2hl, . . . , hr}
будем называть преобразованием базы второго рода.

Утверждение 2.3.4. Существует база {hi}ri=1 множества Pt, обладающая следующими
свойствами:

(∗) нормы hi различны;
(∗∗) η(hi) 	 η(h) для всякого h ∈ ν−1

t (νt(hi)).

Доказательство. Пусть {hi}ri=1 —произвольная база множества Pt. Применяя к ней преобразо-
вание первого рода, получим базу {h0

i }ri=1, удовлетворяющую свойству (∗∗).
Пусть элементы базы {h0

i }ri=1 упорядочены по возрастанию норм, т. е. η(h0
i ) 	 η(h0

i+1) для всех
i = 1, . . . , r − 1. Если все неравенства между нормами строгие, то {h0

i }ri=1 —искомая база. Иначе
существует такое 2 � j � r, что η(h0

i ) ≺ η(h0
i+1) для i = j, . . . , r−1 и η(h0

j−1) = η(h0
j ), поэтому к ба-

зе {h0
i }ri=1 можно применить преобразование второго рода, т. е. элемент h0

j−1 заменить на элемент
β1h

0
j−1 + β2h

0
j . Далее, снова применяя к построенной базе преобразование первого рода, получим

базу {h1
i }ri=1. Очевидно, что при переходе от базы {h0

i }ri=1 к базе {h1
i }ri=1 изменился лишь элемент

с номером j − 1, причем норма его уменьшилась, т. е. η(h1
i ) ≺ η(h1

i+1) для i = j − 1, . . . , r − 1 и
η(h1

i ) ≺ η(h1
j ) для i = 1, . . . , j−1. Таким образом, если переупорядочить элементы базы {h1

i }ri=1 по
возрастанию норм, то индекс j′, такой что η(h1

i ) ≺ η(h1
i+1) для i = j′, . . . , r − 1 и η(h1

j′−1) = η(h1
j′),

если он существует, строго меньше индекса j. Кроме того, база {h1
i }ri=1 по построению удовлетво-

ряет свойству (∗∗).
Аналогичным образом, применяя преобразования второго и первого рода, получим базу {h2

i }ri=1,
удовлетворяющую свойству (∗∗), для которой индекс j′′ будет строго меньше индекса j′. Далее,
строя таким же образом базы {h3

i }ri=1, . . ., получим базу {hsi}ri=1, удовлетворяющую свойству (∗∗),
для которой все неравенства между нормами элементов будут строгими, т. е. удовлетворяющую
еще и свойству (∗).
Утверждение доказано.

Для каждого t ∈ Nn
0 зафиксируем базу {ht

i}rti=1 множества Pt, удовлетворяющую свойствам

(∗) и (∗∗) из условия утверждения 2.3.4. Пусть {ht1
i }rt1i=1, {ht2

i }rt2i=1 —две такие базы, причем t1 �= t2.

Лемма 2.3.5. При любых i = 1, . . . , rt1 и j = 1, . . . , rt2 нормы элементов ht1
i и ht2

j различны.

Доказательство. Предположим, что для некоторых индексов i, j нормы элементов ht1
i , ht2

j равны.
Пусть для определенности t1 ≺ t2. Тогда по лемме 2.1.7 существует такое ненулевое β ∈ k, что
η(βht1

i + ht2
j ) ≺ η(ht2

j ).
Элемент h = βht1

i + ht2
j лежит в Pt2 . В самом деле, в силу утверждения 2 леммы 2.1.8 ρ(h) =

= ρ(βht1
i + ht2

j ) = ρ(ht2
j ) = t2, поскольку ρ(ht1

i ) = t1 ≺ t2 = ρ(ht2
j ).

Кроме того, νt2(h) = νt2(h
t2
j ), т. е. база {ht2

i }rt2i=1 не удовлетворяет свойству (∗∗), что противоре-
чит выбору этой базы.
Лемма доказана.

Совокупность элементов баз {ht
i}rti=1 для всех t ∈ Nn

0 назовем базой множества P. Будем обо-
значать эту совокупность B. Предыдущая лемма, таким образом, утверждает, что все элементы
базы B имеют различные нормы.

Утверждение 2.3.6. Всякий элемент из P может быть представлен в виде линейной ком-
бинации элементов базы B.
Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент p подалгебры P. Будем вести доказательство
индукцией по полунорме p.
Пусть ρ(p) = t. По предположению индукции все элементы P с полунормой, меньшей t, пред-

ставимы в виде линейной комбинации элементов базы B.
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Поскольку система {ht
i}rti=1 является базой для Pt, то

νt(p) =
rt∑
i=1

αiνt(ht
i ) = νt

( rt∑
i=1

αih
t
i

)
.

Поэтому ρ
(
p−

rt∑
i=1

αih
t
i

)
≺ ρ(p). Далее, используя индуктивное предположение, получаем искомый

результат.
Утверждение доказано.

Утверждение 2.3.6 и то свойство, что нормы различных элементов базы B различны, дают такое
простое следствие.

Следствие 2.3.7. Норма любого элемента подалгебры P совпадает с нормой некоторого
элемента базы B.
Обозначим через N множество всех норм элементов P. В силу следствия 2.3.7 и того, что

B ⊂ P, множество N совпадает с множеством всех норм элементов базы B.
Обозначим черезM подмодуль Zn, порожденный множеством N . Пусть ранг модуляM равен m.

Теорема 2.3.8. Всякая система из m + 1 элемента подалгебры P алгебраически зависима.
Именно, для любых p1, . . . , pm+1 ∈ P существует такой многочлен

F (x1, . . . , xm+1) ∈ k[x1, . . . , xm+1],

что
F (p1, . . . , pm+1) = 0.

Доказательство. Для произвольного d ∈ Nn
0 рассмотрим множество ψd всевозможных произве-

дений π = pl11 . . . p
lm+1

m+1 с неотрицательными степенями li, удовлетворяющих условию

m+1∑
i=1

liρ(pi) 	 d.

Множество ψd лежит в P, поэтому всякий его элемент может быть представлен в виде некоторой
линейной комбинации элементов базы B:

π =
∑

|η(h)|�ρ(π),
h∈B

βhh, βh ∈ k.

Рассмотрим множество φd всех элементов h ∈ B, входящих в линейное разложение какого-либо
элемента π ∈ ψd.
Для любого h ∈ φd выполнено неравенство

|η(h)| 	 ρ(π) 	
m+1∑
i=1

liρ(pi) 	 d.

Заметим, что поскольку модуль M имеет ранг m, то существует такой многочлен Pm ∈ R[x] m-й
степени от x с действительными коэффициентами, что мощность пересечения M с множеством
элементов Zn, абсолютные значения которых ограничены сверху элементом d, ограничивается
сверху значением многочлена Pm от σ(d). Поскольку η(φd) является подмножеством этого пере-
сечения и нормы всех элементов φd различны, то

cardφd = card η(φd) � Pm(σ(d)).

Теперь оценим снизу мощность ψds , где ds = s
m+1∑
i=1

ρ(pi). Все кортежи (l1, . . . , lm+1) ∈ Nm+1
0 ,

у которых li � s для любого i = 1, . . . , m + 1, удовлетворяют условию
m+1∑
i=1

liρ(pi) 	 ds.
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Количество таких кортежей равно

sm+1 =

(
σ(ds)

m+1∑
i=1

σ(ρ(pi))

)m+1

= Pm+1(σ(ds)),

то есть мощность множества ψds ограничена снизу значениями многочлена (m + 1)-й степени от
σ(ds):

cardψds � Pm+1(σ(ds)),
где Pm+1(x)—многочлен (m + 1)-й степени от x с действительными коэффициентами.
Поэтому для некоторого ds

cardφds � Pm(σ(ds)) < Pm+1(σ(ds)) � cardψds .

Это означает, что элементы множества ψds линейно зависимы, поскольку являются линейными
комбинациями символов h ∈ φds в количестве, меньшем мощности ψds .
Итак, мы нашли равную нулю линейную комбинацию произведений элементов p1, . . . , pm+1 вида

pl11 . . . p
lm+1

m+1 , где степени li неотрицательны.
Теорема доказана.

2.4. Основные следствия. Пусть заданы попарно коммутирующие, алгебраически независимые
элементы g1, . . . , gm алгебры A.
Рассмотрим множество

P = {p(g1, g2, . . . , gm) | p ∈ k[x1, x2, . . . , xm], m ∈ N0}
полиномов от этих элементов.
Это множество, очевидно, является подалгеброй алгебры A. Поэтому к нему применима теоре-

ма 2.3.8.

Утверждение 2.4.1. Существует система p1, . . . , pm многочленов от gi, i = 1, . . . , m, нормы
которых образуют линейно независимую систему.

Доказательство. Из теоремы 2.3.8 и алгебраической независимости элементов g1, . . . , gm следует,
что ранг модуля M, порожденного нормами элементов P, не может быть меньше m. Осталось
заметить, что если ранг модуля M равен l, то существует система многочленов p1, . . . , pl, нормы
которых образуют линейно независимую систему.
Утверждение доказано.

Определение 2.4.2. Элементы b1, b2 базиса B, удовлетворяющие неравенству η([b1, b2])≺η(b1)+
+ η(b2), будем называть псевдокоммутирующими.

Лемма 2.4.3. Пусть два элемента f, g ∈ A c нормами η(f) = t1 и η(g) = t2 коммутируют
между собой. Тогда базисные элементы b1, b2, для которых η(b1) = t1 и η(b2) = t2, являются
псевдокоммутирующими.

Доказательство. Пусть f = f ′ + αb1, g = g′ + βb2, где η(f ′) ≺ η(f) и η(g′) ≺ η(g). Из коммута-
тивности f и g следует, что

0 = [f, g] = [f ′, g′] + [αb1, g
′] + [f ′, βb2] + αβ[b1, b2],

т. е.
αβ[b1, b2] = [g′, f ′] + [g′, αb1] + [βb2, f

′].
Далее из свойств N1—N3 нормы получаем

η([b1, b2]) = η([g′, f ′] + [g′, αb1] + [βb2, f
′]) ≺ η(f) + η(g).

Откуда
η([b1, b2]) ≺ η(f) + η(g) = η(b1) + η(b2).

Лемма доказана.
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Определение 2.4.4. Элементы базиса B, имеющие линейно независимые нормы, будем назы-
вать независимыми.

Теорема 2.4.5. Максимальное количество N алгебраически независимых коммутирующих
друг с другом элементов алгебры A не превышает максимального количества M независимых
псевдокоммутирующих друг с другом элементов базиса B.

Доказательство. Пусть g1, . . . , gN —максимальная система алгебраически независимых, попарно
коммутирующих элементов алгебры A.
По утверждению 2.4.1 существует такая система p1, . . . , pN многочленов от элементов g1, . . . , gN ,

что нормы p1, . . . , pN линейно независимы.
Так как g1, . . . , gN — система коммутирующих элементов, то многочлены p1, . . . , pN попарно ком-

мутируют. Следовательно, по лемме 2.4.3 базисные элементы b1, . . . , bN , где η(b1) = η(p1),. . . ,
η(bN ) = η(pN ), являются попарно псевдокоммутирующими и имеют линейно независимые нормы.
Теорема доказана.

Пусть A— k-алгебра. Обозначим через C(A) множество подалгебр алгебры A, являющихся ком-
мутативными областями целостности.
Следующее определение было введено Реско в [49, 3.1].

Определение 2.4.6. Степень трансцендентности алгебры A над k, обозначаемая
tr. deg.(A/k), определяется следующим образом:

tr. deg.(A/k) = sup{tr. deg.(C/k) | C ⊃ k, C ∈ C(A)}.
Здесь tr. deg.(C/k) означает степень трансцендентности поля частных подалгебры C над k.

В терминах данного определения теорема 2.4.5 формулируется следующим образом.

Теорема 2.4.7. Степень трансцендентности N алгебры A не превышает максимального
количества M независимых псевдокоммутирующих друг с другом элементов базиса B.

3. СЛЕДСТВИЯ И ПРИМЕРЫ

3.1. Коммутативные подалгебры алгебры квантовых многочленов.

3.1.1. Степень трансцендентности алгебры квантовых многочленов. Как было доказано
в утверждении 2.2.5, алгебра LQ,n,r обладает нормой и согласованной с ней полунормой в смысле
определений 2.1.6, 2.1.9. Следовательно, для LQ,n,r выполнена теорема 2.3.8.

Лемма 3.1.1. В алгебре LQ,n,r псевдокоммутирующие мономы Xt1 , Xt2 коммутируют друг
с другом.

Доказательство. По условию ηL([Xt1 , Xt2 ]) ≺ t1 + t2.
Поскольку Xt1Xt2 = αXt1+t2 и Xt2Xt1 = βXt1+t2 , то для коммутанта получаем соотношение

[Xt1 , Xt2 ] = (α − β)Xt1+t2 , откуда α − β = 0, т. е. [Xt1 , Xt2 ] = 0.
Лемма доказана.

Лемма 3.1.2. В алгебре LQ,n,r попарно коммутирующие мономы, имеющие линейно незави-
симые нормы, алгебраически независимы.

Доказательство. Пусть мономы Xd1 , . . . , Xds ∈ LQ,n,r удовлетворяют условию леммы.
Если бы существовал такой многочлен F (x1, . . . , xs) от коммутирующих переменных x1, . . . , xs,

что F (Xd1 , . . . , Xds) = 0, то произведения вида (Xd1)i1 . . . (Xds)is , входящие в выражение
F (Xd1 , . . . , Xds), должны были бы сокращаться друг с другом. Но равенство (Xd1)i1 . . . (Xds)is =
= (Xd1)j1 . . . (Xds)js в силу линейной независимости d1, . . . ,ds равносильно равенству
(i1, . . . , is) = (j1, . . . , js), поэтому многочлен F должен быть тождественным нулем.
Лемма доказана.

В случае алгебры LQ,n,r теорема 2.4.5 может быть усилена следующим образом.
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Теорема 3.1.3. Максимальное количество N алгебраически независимых коммутирующих
друг с другом элементов алгебры LQ,n,r совпадает с максимальным количеством M независи-
мых коммутирующих друг с другом мономов из LQ,n,r.
Доказательство. В силу леммы 3.1.2 N � M .
С другой стороны, поскольку по лемме 3.1.1 всякая система псевдокоммутирующих мономов

является системой коммутирующих мономов, то по теореме 2.4.5 N � M .
Теорема доказана.

Наконец, в терминах определения 2.4.6 получаем следующее утверждение.

Теорема 3.1.4. Степень трансцендентности алгебры квантовых многочленов LQ,n,r совпа-
дает с максимальным количеством алгебраически независимых коммутирующих друг с другом
элементов мономиального базиса LQ,n,r.
3.1.2. Мономиальные подалгебры и центр. Пусть G—некоторая подгруппа группы Zn. Рассмот-
рим ее подполугруппу S = G ∩ (Zr ⊕ Nn−r

0 ).

Лемма 3.1.5. Полугруппа S конечно порождена.

Доказательство. Пусть r фиксировано. Доказательство будем вести индукцией по n.
Если n равно r, то полугруппа S совпадает с группой G, т. е. конечно порождена.
Пусть n > r, и предположим, что для всех n′ < n утверждение леммы верно.
Пусть S0 обозначает полугруппу всех кортежей из S, последний элемент у которых равен 0.

Из предположения индукции следует, что S0 конечно порождена. Если S0 совпадает с S, то все
доказано.
Пусть S0 является собственным подмножеством S. Рассмотрим такое минимальное неотрица-

тельное a, что в S существует элемент s1 = (. . . , a), не принадлежащий S0. Обозначим через S1

полугруппу, порожденную S0 и элементом s1. Аналогичным образом построим полугруппы Sm и
соответствующие элементы sm.
Докажем, что когда-нибудь процесс построения цепочки полугрупп Sm оборвется.
Предположим, что этого не случилось. Тогда мы имеем бесконечную последовательность по-

лугрупп Sm и соответствующих им элементов sm. Выберем из последовательности {sm} подпо-
следовательность элементов {s′m}, у которых (r + 1)-е координаты образуют неубывающую по-
следовательность. Из последовательности {s′m} выберем подпоследовательность элементов {s′′m},
у которых (r + 2)-е координаты образуют неубывающую последовательность, и т. д. Действуя та-
ким образом, мы сможем выбрать такие два элемента sm1 и sm2 , что (r + i)-я координата sm2

не меньше (r + i)-й координаты sm1 для всякого i = 1, . . . , n − r. Отсюда следует, что кортеж
t = sm2 − sm1 лежит в S. Поскольку sm1 не лежит в S0, последняя координата t строго меньше
последней координаты sm2 , поэтому t и sm1 лежат в Sm2−1. Следовательно, sm2 = sm1 + t также
лежит в Sm2−1, что противоречит выбору sm2 .
Итак, последовательность {Sm} конечна, т. е. для некоторого i полугруппа Si совпадает с S.

Таким образом, поскольку по построению всякая полугруппа Sm конечно порождена, то и S
конечно порождена.
Лемма доказана.

Рассмотрим алгебру квантовых многочленов LQ,n,r.
Определение 3.1.6. Подалгебру алгебры LQ,n,r, порожденную некоторым подмножеством мо-

номиального базиса алгебры LQ,n,r, будем называть мономиальной.

Пусть MU —максимальное множество взаимно коммутирующих мономов из LQ,n,r, коммутиру-
ющих с каждым многочленом из данного множества U ⊂ LQ,n,r.

Лемма 3.1.7. Множество MU конечно порождено как мультипликативная полугруппа.

Доказательство. Рассмотрим естественное вложение алгебры

LQ,n,r = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

r , Xr+1, . . . , Xn]

в алгебру квантовых многочленов LQ,n,n = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

n ].
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Обозначим через M ′
U максимальное множество, содержащее MU , состоящее из взаимно ком-

мутирующих мономов из LQ,n,n, каждый из которых коммутирует со всеми многочленами из U .
В силу своей максимальности множество M ′

U является мультипликативной группой, поэтому мно-
жество норм элементов M ′

U является подгруппой G группы Zn, а множество норм MU является
подполугруппой S = G ∩ (Zr ⊕ Nn−r

0 ) группы G.
Требуемое утверждение следует из изоморфизма S ∼= MU и леммы 3.1.5.
Лемма доказана.

Теорема 3.1.8. Максимальная коммутативная подалгебра A алгебры квантовых многочле-
нов LQ,n,r, порожденная некоторым подмножеством мономиального базиса алгебры LQ,n,r,
конечно порождена.

Доказательство. В силу своей максимальности, алгебра A содержит множество MA—макси-
мальное множество взаимно коммутирующих мономов из LQ,n,r, коммутирующих со всеми мно-
гочленами из A, содержащее все мономы, лежащие в A. Поскольку A порождается множеством
мономов, то A порождается MA, откуда в силу предыдущей леммы следует искомое.
Теорема доказана.

Лемма 3.1.9. Пусть f =
s∑
i=1

αimi—разложение многочлена f по мономиальному базису ал-

гебры LQ,n,r, здесь αi ∈ k, mi—некоторые мономы. Если f коммутирует с мономом m, то
[mi, m] = 0 для любого i = 1, . . . , s.

Доказательство. Выпишем коммутатор f и m:

[f, m] =
s∑
i=1

αi[mi, m].

Коммутаторы [mi, m] пропорциональны мономам с попарно различающимися степенями, так как
степени мономов mi попарно различны. Но мономы с различными степенями линейно независимы
в LQ,n,r, поэтому все коммутаторы в указанной сумме равны нулю.
Лемма доказана.

Теорема 3.1.10. Центр алгебры LQ,n,r является мономиальной подалгеброй. Более того, он
порождается конечным числом мономов.

Доказательство. Рассмотрим элемент центра алгебры LQ,n,r f =
∑

αimi, где αi ∈ k, mi—моно-
мы. Так как f лежит в центре, то f коммутирует с любым мономом m, т. е. в силу леммы 3.1.9
[mi, m] = 0 для всех i и для всех m. Но это означает, что все mi лежат в центре, т. е. центр
алгебры LQ,n,r порождается мономами. Множество мономов, лежащих в центре, совпадает с мно-
жеством MLQ,n,r

. Отсюда и из леммы 3.1.7 вытекает искомое утверждение.
Теорема доказана.

3.1.3. Однопараметрический случай. Напомним некоторые сведения из теории знакопеременных
билинейных форм. Пусть f —билинейная форма, определенная на Zn.

Определение 3.1.11. Билинейная форма f называется знакопеременной, если f(t, t) = 0 для
любого t ∈ Zn.

Из определения знакопеременной формы сразу следует равенство

f(t,d) = −f(d, t)

для всех t,d ∈ Zn.

Определение 3.1.12. Подмодуль M модуля Zn называется вполне изотропным относительно
формы f , если f(t,d) = 0 для всех пар t,d ∈ M .

Определение 3.1.13. Подмодуль M ⊂ Zn называется ядром формы f , если

M = {t ∈ Zn | f(d, t) = 0 для всех d ∈ Zn}.
Ядро обозначается (Zn)⊥.
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Теорема 3.1.14. Пусть V = Zn для некоторого n, f —знакопеременная билинейная форма
на V . Тогда существует такой базис e1, . . . , en модуля V и целое неотрицательное число
m � n/2, что

0 �= f(ei, ei+m) = αi ∈ Z, i = 1, . . . , m,

причем αi делит αi+1 при i = 1, . . . , m − 1, а в остальных случаях f(ei, ej) = 0. При этом ядро
формы f —модуль V ⊥—порождается элементами e2m+1, . . . , en. Кроме того, если W ⊂ V —
максимальный вполне изотропный подмодуль модуля V , то ранг W совпадает с n−m. Число
n − m является инвариантом знакопеременной формы f .

Доказательство. Теорема следует из известных теорем о приведении к каноническому виду
знакопеременных форм, заданных на модуле над кольцом главных идеалов и знакопеременных
форм, заданных на векторном пространстве над полем, а также из теоремы Витта (см., напри-
мер, [16, гл. XIV, § 5, 9]).

Определение 3.1.15. Ранг n − m максимального вполне изотропного подмодуля модуля Zn на-
зывается индексом Витта знакопеременной формы f .

Определение 3.1.16. Назовем алгебру квантовых лорановских многочленов LQ,n,n =
= kQ[X±1

1 , . . . , X±1
n ] однопараметрической, если существует такое q ∈ k∗, что qij = qaij для

всех 1 � i, j � n и некоторых aij ∈ Z.

Свойства тел частных однопараметрических алгебр квантовых многочленов были изучены
А. Н. Пановым в работе [19].
Отметим, что в литературе под однопараметрическим случаем часто понимается случай, когда

aij = 1 для 1 � i < j � n (см., например, определения однопараметрических квантовых аффинных
пространств и торов в [30]).
Далее будем предполагать, что q не является корнем из единицы.

Утверждение 3.1.17. Матрица A = (aij) ∈ Mn(Z) задает на Zn знакопеременную билиней-
ную форму

ϕ(t,d) = (t1, . . . , tn)




a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann






d1
...

dn


 .

Эта форма связана с законом коммутирования в L следующим образом: равенство
[Xt, Xd] = 0 выполнено тогда и только тогда, когда ϕ(t,d) = 0.

Доказательство. Из свойств матрицы Q следует, что ее «логарифм» A = (aij) ∈ Mn(Z) явля-
ется кососимметрической матрицей: At + A = 0. Поэтому билинейная форма ϕ(t,d), задаваемая
матрицей A на Zn, является знакопеременной.
Кроме того, XtXd =

∏
i,j

q
tidj

ij XdXt, и так как

∏
i,j

q
tidj

ij =
∏
i,j

qaijtidj = q

∑
i,j
aijtidj

,

то XtXd = q

∑
i,j
aijtidj

XdXt = qϕ(t,d)XdXt. Таким образом, [Xt, Xd] = 0 тогда и только тогда,
когда qϕ(t,d) = 1. Это возможно лишь в случае ϕ(t,d) = 0, поскольку, по нашему предположению,
q не является корнем из единицы.
Утверждение доказано.

Утверждение 3.1.18. Каждой максимальной системе M независимых попарно коммутирую-
щих мономов из алгебры LQ,n,n можно поставить в соответствие некоторый максимальный
вполне изотропный относительно знакопеременной формы ϕ подмодуль модуля Zn, ранг ко-
торого будет равен мощности соответствующей системы мономов.
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Доказательство. Пусть система M = {Xt1 , . . . , Xts} является максимальной системой незави-
симых попарно коммутирующих мономов. Тогда в силу предыдущего утверждения подмодуль
WM ⊂ Zn, порожденный кортежами t1, . . . , ts является вполне изотропным относительно фор-
мы ϕ подмодулем модуля Zn.
Обратно, если W ⊂ Zn—вполне изотропный подмодуль модуля Zn и e1, . . . , el— его базис, то

система {Xe1 , . . . , Xel} состоит из независимых попарно коммутирующих мономов. Поэтому если
WM не является максимальным, то содержащий его максимальный вполне изотропный подмо-
дуль W̃M обладает базисом e1, . . . , el, где e1 = t1,. . . , es = ts, т. е. система {Xe1 , . . . , Xel} являет-
ся системой независимых попарно коммутирующих мономов и содержит в качестве собственного
подмножества систему M = {Xt1 , . . . , Xts}, чего не может быть в силу максимальности M .
Утверждение доказано.

Теорема 3.1.19. Степень трансцендентности однопараметрической алгебры квантовых
многочленов LQ,n,n равна индексу Витта знакопеременной формы ϕ.

Доказательство. Из теоремы 3.1.14 следует, что все максимальные вполне изотропные относи-
тельно формы ϕ подмодули модуля Zn имеют одинаковые ранги, равные индексу Витта этой формы.
Отсюда в силу утверждения 3.1.18 все максимальные системы независимых попарно коммутирую-
щих мономов имеют одинаковые мощности, равные индексу Витта формы ϕ. Искомый результат
следует теперь из теоремы 3.1.4.
Теорема доказана.

Теорема 3.1.14 дает еще одно полезное следствие— классификацию однопараметрических алгебр
квантовых многочленов.
Через qA, где A = (aij), будем обозначать матрицу мультипараметров Q = (qij), где qijq

aij .

Теорема 3.1.20. Для любых Q, n однопараметрическая алгебра квантовых многочленов
LQ,n,n = kQ[X±1

1 , . . . , X±1
n ] изоморфна алгебре

LQ′,n,n = kQ′ [Y ±1
1 , . . . , Y ±1

n ],

где матрица Q′ = qA
′
и матрица A′ имеет вид

A′ =


 0 D 0

D−1 0 0
0 0 0


 , D =




d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dm


 .

Центр алгебры LQ,n,n при этом изоморфизме переходит в центр алгебры LQ′,n,n, который
является подалгеброй LQ′,n,n, порожденной элементами Y2m+1, . . . , Yn.

Доказательство. Всякая матрица P перехода от одного базиса модуля Zn к другому задает изо-
морфизм алгебр квантовых многочленов LQ,n,n и LQ′,n,n, где Q = qA, а Q′ = qP

tAP .
В силу теоремы 3.1.14 существует такая матрица перехода P , что матрица A′ = P tAP имеет

указанный в условии вид.
Заметим, что если Y t —центральный моном в LQ′,n,n, то по лемме 3.1.17 для всех d ∈ Zn

выполнено равенство ϕ′(t,d) = 0. Отсюда множество норм центральных мономов является ядром
формы ϕ′. Но по теореме 3.1.14 ядро формы ϕ′ порождается нормами элементов Y2m+1, . . . , Yn,
а значит, согласно теореме 3.1.10 центр алгебры LQ′,n,n порождается элементами Y2m+1, . . . , Yn (так
как они порождают множество центральных мономов). Осталось заметить, что при изоморфизме
центр переходит в центр.
Теорема доказана.

Вариант теоремы 3.1.20 для тел частных однопараметрических алгебр квантовых многочленов
был доказан А. Н. Пановым в [19] (теорема 2.19).
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3.2. Оценки степени трансцендентности других квантовых алгебр. В данном разделе обо-
значение ≺ является общим для порядков ≺l. и ≺i.l..
Пусть Xi1 . . . Xir —последовательность символов X1, . . . , Xn. Если переставить символы

в этой последовательности так, чтобы индексы не убывали, мы получим некоторый моном
Xt1

1 . . . Xtn
n = Xt.

Определение 3.2.1. Кортеж t ∈ Nn
0 будем называть степенью произведения Xi1 . . . Xir .

Определение 3.2.2. Через δ будем обозначать отображение, сопоставляющее произведению
Xi1 . . . Xir его степень. Так, например, δ(Xt) = t.

Пусть Q = (qij) ∈ Mn(k∗)—мультипликативно антисимметричная матрица.
Рассмотрим ассоциативную алгебру A

Q,α
n над полем k с порождающими X1, . . . , Xn и со следу-

ющими определяющими соотношениями:

XiXj = qijXjXi +
∑

t≺δ(XiXj),
t∈N

n
0

αijt Xt, 1 � i < j � n. (1)

Лемма 3.2.3.
1. Всякое произведение Xi1 . . . Xir порождающих элементов алгебры A

Q,α
n представимо в виде

Xi1 . . . Xir = γXt +
∑
d≺t

βdXd, γ ∈ k∗, βd ∈ k, (2)

где Xt—моном, получающийся из произведения Xi1 . . . Xir перестановкой порождающих Xi

в порядке неубывания индексов.
2. Коэффициент γ в соотношении (2) может быть получен применением к произведению

Xi1 . . . Xir правил вида XiXj = qijXjXi.

Доказательство.
1. Каждому произведению Xi1 . . . Xir мы можем поставить в соответствие его степень t ука-

занным выше способом. Кроме того, мы можем поставить в соответствие этому произведению
количество «беспорядков», т. е. пар индексов (ij1 , ij2), 1 � j1, j2 � r, для которых ij1 > ij2 , но
j1 < j2.
Для произведений, где r = 2 требуемые соотношения— это просто определяющие соотношения

алгебры A
Q,α
n .

Пусть χ = Xi1 . . . Xir —произвольное произведение порождающих. Предположим, что утвержде-
ние леммы доказано для произведений порождающих, у которых степень меньше (относительно
порядка ≺) степени χ, и для произведений порождающих, у которых степень равна степени χ, но
количество беспорядков меньше, чем у χ.
Пусть ij , ij+1 — соседние индексы, образующие беспорядок в χ. Тогда

Xi1 . . . Xir = Xi1 . . . Xij−1

(
q−1
ij+1ij

Xij+1Xij +
∑

t≺η(Xij+1
Xij

)

αijt Xt

)
Xij+2 . . . Xir =

= q−1
ij+1ij

Xi1 . . . Xij+1Xij . . . Xir +
∑

t≺η(Xij+1
Xij

)

αijt Xi1 . . . Xij−1X
tXij+2 . . . Xir .

Теперь заметим, что у произведений вида Xi1 . . . Xij−1X
tXij+2 . . . Xir степень меньше степени χ,

а у произведения Xi1 . . . Xij+1Xij . . . Xir количество беспорядков меньше, чем у χ, т. е. для них
утверждение леммы верно. Записывая для этих произведений соответствующие соотношения, по-
лучаем искомый результат.
2. Из предыдущих рассуждений ясно, что при перестановке порождающих старший (по степени)

моном в получающейся сумме всегда один и меняется в соответствии с правилами XiXj = qijXjXi.
Лемма доказана полностью.
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Заметим, что мономы {Xt | t = (t1, . . . , tn) ∈ Nn
0} порождают алгебру A

Q,α
n как линейное

пространство (это вытекает из леммы 3.2.3). Следующая лемма показывает, что в действительности
это множество мономов является базисом A

Q,α
n .

Лемма 3.2.4. Мономы {Xt | t = (t1, . . . , tn) ∈ Nn
0} образуют линейно независимую систему

в алгебре A
Q,α
n .

Доказательство. Предположим, что
r∑
i=1

βiX
ti = 0 для некоторых βi ∈ k, βi �= 0. Не ограничивая

общности, мы можем считать, что t1 ≺ . . . ≺ tr.
Из леммы 3.2.3 следует, что всякое представление монома Xt в алгебре A

Q,α
n обязательно содер-

жит произведение порождающих Xi1 . . . Xis , степень которого равна t, т. е. всякое представление

суммы
r∑
i=1

βiX
ti содержит некоторое произведение Xi1 . . . Xis степени tr с ненулевым коэффици-

ентом, так как другие мономы не могут дать слагаемое степени, бо́льшей их собственной степени.
Следовательно, указанное равенство возможно лишь тогда, когда все βi равны нулю.
Лемма доказана.

Из лемм 3.2.3, 3.2.4, в частности, следует, что множество мономов {Xt | t ∈ Nn
0} образует базис

алгебры A
Q,α
n как векторного пространства над k.

Утверждение 3.2.5. Алгебра A
Q,α
n является фильтрованной по полугруппе Nn

0 . Соответ-
ствующая ассоциированная градуированная алгебра изоморфна некоторой алгебре квантовых
многочленов, а именно

gr(AQ,α
n ) ∼= kQ[X1, . . . , Xn].

Доказательство. Для произвольного t ∈ Nn
0 в качестве линейного подпространства At возьмем

подпространство, порожденное конечным множеством {Xd | d 	 t, d ∈ Nn
0}. В силу леммы 3.2.4

все подпространства At различны. Вложение Ad ⊂ At при любых d ≺ t очевидно. Вложение
AdAt ⊆ Ad+t получается многократным применением пункта 1 леммы 3.2.3 к произведению про-
извольных элементов f ∈ Ad и g ∈ At.
То, что ассоциированная градуированная алгебра, соответствующая полученной фильтра-

ции A
Q,α
n , изоморфна алгебре квантовых многочленов kQ[X1, . . . , Xn], следует из пункта 2 лем-

мы 3.2.3.
Утверждение доказано.

В силу только что доказанного утверждения для A
Q,α
n выполнено условие леммы 2.2.11, а значит,

для этой алгебры верны все результаты раздела 2.3.

Теорема 3.2.6. Степень трансцендентности алгебры A
Q,α
n не превышает максимального

количества независимых коммутирующих друг с другом элементов мономиального базиса ее
ассоциированной градуированной алгебры LQ,n,0.
Доказательство. Доказательство следует из того, что всякой системе независимых попарно псев-
докоммутирующих элементов мономиального базиса алгебры A

Q,α
n соответствует система незави-

симых попарно коммутирующих мономов из алгебры LQ,n,0.
3.2.1. Матричные алгебры. Рассмотрим некоторую многопараметрическую алгебру квантовых
матриц Oλ,P (Mn(k)) (см. определение 1.2.1).
Перепишем определяющие соотношения этой алгебры в виде

XijXim = pmjXimXij ,

XijXlj = λ−1pilXljXij ,

XimXlj = λ−1pilpjmXljXim,

XijXlm = pilpmjXlmXij + (1 − λ)pmjXimXlj

для всех 1 � i < l � n, 1 � j < m � n.
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Пусть ≺ обозначает порядок ≺l., т. е. сравниваются суммы координат кортежей и при равенстве
сумм координат сравнение производится лексикографически.

Утверждение 3.2.7. Алгебра Oλ,P (Mn(k)) изоморфна алгебре A
Q,α
n при некоторых значениях

параметров Q, α.

Доказательство. Достаточно показать соответствие определяющих соотношений соотношениям
алгебры A

Q,α
n .

Для этого положим Xij = X(i−1)n+j . Нетрудно видеть, что для любой пары Xs, Xr, 1 � s, r � n2,
среди определяющих соотношений найдется соответствующее коммутационное соотношение. Оста-
ется проверить, что последнее соотношение является соотношением вида (1).
Действительно, пусть 1 � i < l � n и 1 � j < m � n. Тогда

(i − 1)n + j < (i − 1)n + m,

т. е.
δ(X(i−1)n+jX(l−1)n+m) � δ(X(i−1)n+mX(l−1)n+j).

Поскольку X(i−1)n+jX(l−1)n+m=XijXlm и X(i−1)n+mX(l−1)n+j=XimXlj , то δ(XijXlm)�δ(XimXlj).
Утверждение доказано.

Итак, для алгебры Oλ,P (Mn(k)) выполнены все результаты раздела 2.3. В частности, в силу
теоремы 3.2.6 верна

Теорема 3.2.8. Степень трансцендентности алгебры квантовых матриц Oλ,P (Mn(k))
не превышает максимального количества независимых попарно коммутирующих элемен-
тов мономиального базиса ассоциированной градуированной алгебры gr(Oλ,P (Mn(k))) ∼=∼= kQ[X1, . . . , Xn2 ].

3.2.2. Квантовые алгебры Вейля. Пусть снова ≺ обозначает порядок ≺l..
Рассмотрим квантовую алгебру Вейля Aq̄,Λ

n (k) (см. определение 1.4.1).

Утверждение 3.2.9. Для любых параметров Λ, q̄ алгебра Aq̄,Λ
n (k) изоморфна алгебре A

Q,α
n

при некоторых значениях параметров Q, α.

Доказательство. Достаточно показать, что соотношение

XjYj = 1 + qjYjXj +
∑

1�l<j
(ql − 1)YlXl, 1 � j � n,

имеет вид (1), так как все остальные определяющие соотношения уже имеют указанный вид.
Будем вести доказательство индукцией по j. Для j = 1 получаем X1Y1 = 1 + q1Y1X1. Далее,

если
YjXj = βj0 +

∑
1�l�j

βjlXlYl

для всех 1 � j � s − 1 при некоторых βjl ∈ k, то

XsYs = 1 + qsYsXs +
∑

1�j<s
(qj − 1)YjXj =

= 1 + qsYsXs +
∑

1�j<s
(qj − 1)

(
βj0 +

∑
1�l�j

βjlXlYl

)
= 1 + qsYsXs +

∑
1�j<s

γslXlYl.

Последнее равенство имеет требуемый вид. Кроме того, из этого равенства следует равенство

YsXs = −q−1
s + q−1

s XsYs −
∑

1�j<s
γslXlYl,

необходимое для продолжения индукции.
Утверждение доказано.
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Таким образом, к алгебре Aq̄,Λ
n (k) применимы результаты раздела 2.3. В частности, теорема 2.4.7

получает следующую формулировку.

Теорема 3.2.10. Степень трансцендентности квантовой алгебры Вейля Aq̄,Λ
n (k) не превы-

шает максимального количества независимых попарно коммутирующих элементов мономи-
ального базиса градуированной алгебры, ассоциированной с Aq̄,Λ

n (k):

tr. deg.(Aq̄,Λ
n (k)/k) � tr. deg.(kQ[X1, . . . , X2n]/k),

где матрица Q имеет вид

Q =
(

M C
C ′ Λ

)
, C =




q1 λ12 . . . λ1n

µ12 q2 . . . λ2n
...

...
. . .

...
µ1n µ2n . . . qn


 ,

где C ′ = (c−1
ij ), Λ = (λij)—мультипликативно антисимметричная матрица из определе-

ния 1.4.1 квантовой алгебры Вейля, q̄ = (q1, . . . , qn)—кортеж параметров из того же опре-
деления, а M = (µij) = (qiλij).

Доказательство. Утверждение следует из теорем 3.2.6 и 3.1.4.

3.2.3. Квантовые координатные кольца полупростых алгебраических групп. Рассмотрим ас-
социативную алгебру A над полем k, порожденную элементами X1, . . . , Xn с определяющими
соотношениями

XjXi = qjiXiXj +
i−1∑
s=1

n∑
t=1

(βijstXsXt + β′
ijstXtXs) (3)

для всех индексов 1 � i < j � m и некоторых коэффициентов βijst, β
′
ijst ∈ k и qji ∈ k∗.

Утверждение 3.2.11. Пусть Q = (qij), тогда существуют такие значения параметра α, что
алгебра A изоморфна алгебре A

Q,α
n .

Доказательство. Пусть ≺ означает ≺i.l., как это отношение определено в 2.1.1, т. е. упорядоче-
ние кортежей из Zn0 производится сначала по сумме координат, а в случае равенства этих сумм
в обратном лексикографическому порядке.
Если i < j, l < m, то неравенство XlXm ≺ XiXj выполнено тогда и только тогда, когда l < i

или l = i, m < j. Отсюда соотношение (3) можно переписать в виде

XjXi = qjiXiXj +
∑

δ(XlXm)≺δ(XiXj)

γijlmXlXm,

так как в определяющем соотношении (3) всегда s < i.
Остается привести все определяющие соотношения к виду (1). Для произведения X1X2 имеем

X1X2 = q−1
21 X2X1. Далее по индукции

XiXj = qijXjXi +
∑

δ(XlXm)≺δ(XiXj)

γijlmXlXm =

= qijXjXi +
∑

δ(XlXm)≺δ(XiXj),
l�m

γijlmXlXm +
∑

δ(XlXm)≺δ(XiXj),
l>m

γijlmXlXm =

= qijXjXi +
∑

δ(XlXm)≺δ(XiXj),
l�m

γijlmXlXm +
∑

δ(XlXm)≺δ(XiXj),
l>m

γijlm

(
qmlXmXl +

∑
t<δ(XmXl)

αt
mlX

t

)
=

= qijXjXi +
∑

t<δ(XiXj)

αt
ijX

t.

Утверждение доказано.
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В силу полученного результата и теоремы 1.3.1 квантовое координатное кольцо Oq(G)k связ-
ной комплексной полупростой алгебраической группы G изоморфно A

Q,α
n для некоторых Q, α, n.

Поэтому для алгебры Oq(G)k верны все результаты раздела 2.3. В частности, верна следующая
оценка.

Теорема 3.2.12. Степень трансцендентности квантового координатного кольца Oq(G)k
связной комплексной полупростой алгебраической группы G не превышает максимального
количества независимых коммутирующих друг с другом элементов мономиального базиса ас-
социированной градуированной алгебры gr(Oq(G)k) ∼= kQ[X1, . . . , Xn].

3.3. Связь с размерностью Крулля. В данном разделе мы рассмотрим некоторые результаты,
касающиеся алгебры квантовых лорановских многочленов

L = LQ,n,n = kQ[X±1
1 , . . . , X±1

n ].

Пусть E —частично упорядоченное множество. Если a, b—элементы множества E, то под [a, b]
будем понимать множество всех таких элементов x ∈ E, что a � x � b.

Определение 3.3.1. Множество E называется дискретным, если всякий его элемент сравним
только с собой, т. е. из a � b, a, b ∈ E следует равенство a = b. Множество E называется
артиновым, если оно не содержит бесконечных строго убывающих цепочек элементов. Девиация
множества E обозначается dev E и определяется по индукции следующим образом:

• dev E = −∞, если множество E дискретно;
• dev E = 0, если E артиново и не дискретно;
• пусть n ∈ N, тогда dev E � n в том и только том случае, когда для любой бесконечной
строго убывающей последовательности (a1, a2, . . .) элементов множества E при достаточно
большом i справедливо неравенство

dev[ai+1, ai] < n;

• если неравенство dev E � n не выполнено ни для какого n ∈ N, полагаем dev E = +∞.

Напомним определение размерности Крулля.

Определение 3.3.2. Пусть A—алгебра и E —множество ее левых идеалов, упорядоченное по
включению. Размерностью Крулля алгебры A (обозначается KdimA) называется девиация мно-
жества E:

KdimA = dev{L ⊆ A | L—левый идеал A}.
К. Дж. Б. Брукс в работе [31] вычислил значение размерности Крулля для алгебры L = LQ,n,n =

= kQ[X±1
1 , . . . , X±1

n ].

Теорема 3.3.3 (К. Дж. Б. Брукс). Размерность Крулля алгебры квантовых лорановских мно-
гочленов L совпадает с максимальным количеством M независимых коммутирующих друг
с другом элементов мономиального базиса L.
Из указанного результата Брукса и теоремы 3.1.4 следует

Теорема 3.3.4. Степень трансцендентности алгебры квантовых лорановских многочле-
нов L совпадает с ее размерностью Крулля:

tr. deg.(L/k) = KdimL.

Следующий результат, касающийся размерности Крулля, принадлежит Р. Реско (см. [49, теоре-
ма 3.16, замечание 3.17]).

Теорема 3.3.5 (Р. Реско). Пусть A—простая артинова алгебра над полем k, и пусть
tr. deg.(A/k) � t, t ∈ N. Тогда

Kdim(A⊗k k(x1, . . . , xt)) = t.
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Известно, что алгебра L нетерова (см., например, [30]). Кроме того, алгебра L не содержит
делителей нуля, т. е. у нее существует тело частных (см. [8, теорема 3.6.12]). Обозначим это тело
частных через DL.
Доказательство следующей теоремы принадлежит К. Гудерлу.

Теорема 3.3.6 (К. Гудерл). Степень трансцендентности тела частных алгебры квантовых
лорановских многочленов совпадает с размерностью Крулля алгебры L:

tr. deg.(DL/k) = KdimL.

Доказательство. В силу результата Брукса 3.3.3 размерность Крулля алгебры L равна максималь-
ному числу независимых коммутирующих друг с другом мономов из L. Так как при расширении
основного поля k коммутационные соотношения между мономами не меняются, то

Kdim(L ⊗k K) = KdimL,

где K ⊇ k —произвольное расширение поля k. Далее, локализуя, получаем

Kdim(DL ⊗k K) � Kdim(L ⊗k K).

Пусть степень трансцендентности тела DL равна t. Тогда согласно теореме Реско 3.3.5

Kdim(DL ⊗k k(x1, . . . , xt)) = t,

если взять поле рациональных функций k(x1, . . . , xt) в качестве расширения K. Отсюда

KdimL = Kdim(L ⊗k k(x1, . . . , xt)) � t = tr. deg.(DL/k).

Обратное неравенство следует из того, что d независимых взаимно коммутирующих мономов по-
рождают в DL подполе степени трансцендентности d. При d = KdimL получаем искомое.
Теорема доказана.

Объединяя только что доказанный результат Гудерла с теоремой 3.3.4, получаем следующее
утверждение.

Теорема 3.3.7. Степень трансцендентности алгебры квантовых лорановских многочле-
нов L совпадает со степенью трансцендентности ее тела частных:

tr. deg.(DL/k) = tr. deg.(L/k).

3.4. Пример коммутативной подалгебры. Из теоремы 3.1.8 следует, что максимальная моно-
миальная коммутативная подалгебра алгебры квантовых многочленов LQ,n,n является чисто транс-
цендентным расширением основного поля k. Пример, конструируемый в данном разделе, показы-
вает, что для произвольной максимальной коммутативной подалгебры алгебры LQ,n,n указанное
свойство не выполняется.
Рассмотрим алгебру Λ = LQ,2,2 = kq[X±1, Y ±1]. Это алгебра с двумя порождающими X, Y и

определяющим соотношением Y X = qXY . Далее будем предполагать, что q не является корнем
из единицы.
Пусть f , g —коммутирующие элементы Λ.

Утверждение 3.4.1. Элементы f , g алгебраически зависимы.

Доказательство. Пусть ηL(f) = (a, b), ηL(g) = (c, d). Легко заметить, что старшие мономы f и g
обязаны коммутировать (так как произведения остальных мономов имеют норму, которая меньше
нормы произведения старших, а значит, не могут сократиться с произведением старших). Отсюда

[XaY b, XcY d] = XaY bXcY d − XcY dXaY b = qbc(1 − qad−bc)Xa+cY b+d,

т. е. a/c = b/d и (a, b) = µ(c, d), так как q не корень из единицы. Таким образом, нормы f , g
линейно зависимы, следовательно, по теореме 2.3.8 сами элементы алгебраически зависимы.
Утверждение доказано.

Утверждение 3.4.2. Если h ∈ Λ содержит мономы с отрицательными степенями, то для
любого Ps(x) = asx

s + . . . + a1x + a0 ∈ k[x] многочлен Ps(h) ∈ Λ также содержит мономы
с отрицательными степенями.
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Доказательство. Пусть h содержит мономы с отрицательной степенью X. Выделим среди этих
мономов множество M мономов с максимальной по модулю степенью X, а в множестве M найдем
моном m0 с максимальной степенью Y . Такой моном единствен. Если для некоторого Ps(x) ∈ k[x]
многочлен Ps(h) содержит мономы только с неотрицательными степенями, то произведение ms

0,
входящее в Ps(h), должно сокращаться с произведением каких-либо других мономов. По построе-
нию сразу видно, что такое произведение должно состоять из элементов множества M , но все они
имеют степени по Y , меньшие чем у m0, поэтому любая сумма s этих степеней будет меньше, чем
степень Y в m0.
Если множество M пусто, то h содержит мономы с отрицательной степенью Y , и можно повто-

рить все предыдущие рассуждения с заменой X на Y и Y на X.
Утверждение доказано.

Пусть заданы два элемента f , g алгебры Λ, не содержащие мономов с отрицательными степе-
нями, т. е. f, g ∈ kq[X, Y ].
Предположим, что элементы f , g содержатся в некоторой максимальной коммутативной подал-

гебре алгебры Λ, являющейся чисто трансцендентным расширением k. Тогда в силу 3.1.4 элементы
f и g должны равняться многочленам от некоторого элемента h ∈ Λ. В силу утверждения 3.4.2
многочлен h обязан лежать в kq[X, Y ].
Далее мы укажем два элемента f, g ∈ Λ и покажем, что для этих элементов не существует

h ∈ kq[X, Y ], для которого существовали бы такие многочлены Ps1 , Ps2 ∈ k[x], что f = Ps1(h) и
g = Ps2(h).
Обозначим u = q2. Рассмотрим многочлены

f = X2Y 2(Y 4 + α1Y
2 + α2),

g = X3Y 3(Y 6 + β1Y
4 + β2Y

2 + β3),

где коэффициенты имеют вид

α1 = (u + 1)L, α2 =
u3L2

(u2 − u + 1)2
,

β1 =
(u2 + u + 1)L

u
, β2 =

(u2 + u + 1)L2

(u2 − u + 1)
, β3 =

u3L3

(u2 − u + 1)3
,

а L—произвольный ненулевой элемент k.

Утверждение 3.4.3. Многочлены f и g коммутируют.

Доказательство. Подсчитаем коммутатор:

[f, g] = fg − gf = X2Y 2(Y 4 + α1Y
2 + α2)X3Y 3(Y 6 + β1Y

4 + β2Y
2 + β3) −

− X3Y 3(Y 6 + β1Y
4 + β2Y

2 + β3)X2Y 2(Y 4 + α1Y
2 + α2) = u3X5Y 5p(Y ).

Выпишем многочлен p(Y ):

p(Y ) = (u6Y 4 + α1u
3Y 2 + α2) − (Y 6 + β1Y

4 + β2Y
2 + β3) −

− (u6Y 6 + β1u
4Y 4 + β2u

2Y 2 + β3)(Y 4 + α1Y
2 + α2) =

= (u6Y 10 + (α1u
3 + β1u

6)Y 8 + (β2u
6 + α1β1u

3 + α2)Y 6 +

+ (β3u
6 + α1β2u

3 + α2β1)Y 4 + (α1β3u
3 + α2β2)Y 2 + α2β3) −

− (u6Y 10 + (α1u
6 + β1u

4)Y 8 + (β2u
2 + α1β1u

4 + α2u
6)Y 6 +

+ (β3 + α1β2u
2 + α2β1u

4)Y 4 + (α1β3 + α2β2u
2)Y 2 + α2β3) =

= (α1(u3 − u6) + β1(u6 − u4))Y 8 + (β2(u6 − u2) + α1β1(u3 − u4) + α2(1 − u6))Y 6 +

+ (β3(u6 − 1) + α1β2(u3 − u2) + α2β1(1 − u4))Y 4 + (α1β3(u3 − 1) + α2β2(1 − u2))Y 2.

Подсчитаем коэффициенты при степенях Y .
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При Y 8:

α1(u3 − u6) + β1(u6 − u4) = (u + 1)L(u3 − u6) +
(u2 + u + 1)(u6 − u4)L

u
=

= −u3(u + 1)(u3 − 1)L + u3(u + 1)(u − 1)(u2 + u + 1)L = 0.

При Y 6:

β2(u6 − u2) + α1β1(u3 − u4) + α2(1 − u6) =

=
(u2 + u + 1)(u6 − u2)L2

(u2 − u + 1)
+

(u + 1)(u3 − u4)(u2 + u + 1)L2

u
+

u3(1 − u6)L2

(u2 − u + 1)2
=

= L2

(
u2(u2 + u + 1)(u4 − 1 − u(u2 − 1))

(u2 − u + 1)
− u2(u + 1)(u − 1)(u2 + u + 1)

)
=

= L2

(
u2(u2 + u + 1)(u2 − u + 1)(u2 − 1)

(u2 − u + 1)
− u2(u2 − 1)(u2 + u + 1)

)
= 0.

При Y 4:

β3(u6 − 1) + α1β2(u3 − u2) + α2β1(1 − u4) =

=
u3(u6 − 1)L3

(u2 − u + 1)3
+

(u2 + u + 1)(u + 1)(u3 − u2)L3

u2 − u + 1
+

u3(u2 + u + 1)(1 − u4)L3

u(u2 − u + 1)2
=

=
u2(u2 + u + 1)(u2 − 1)L3

u2 − u + 1

(
u

u2 − u + 1
+ 1 − u2 + 1

u2 − u + 1

)
= 0.

При Y 2:

α1β3(u3 − 1) + α2β2(1 − u2) =
u3(u + 1)(u3 − 1)L4

(u2 − u + 1)3
+

u3(1 − u2)(u2 + u + 1)L4

(u2 − u + 1)3
= 0.

Итак, данные многочлены коммутируют.
Утверждение доказано.

Утверждение 3.4.4. Не существует такого многочлена h ∈ Λ, что f и g являются много-
членами от h.

Доказательство. Пусть такой h существует, и пусть X l1Y l2 — его старший моном. Если f = Pn(h)
и g = Pm(h), то, рассматривая степени старших мономов, заключаем, что (2, 6) = n(l1, l2) и
(3, 9) = m(l1, l2). Поэтому n = 2 и m = 3, а старший моном h равен XY 3.
Покажем, что можно считать f пропорциональным h2.
Второй по старшинству моном h равен XY , так как произведение его со старшим мономом равно

X2Y 4 (бо́льшим оно быть не может, потому что ни с чем не сокращается).
Итак, h = γ3XY 3 + γ1XY + . . .. Если, кроме (γ1XY )2, никакие мономы из h не дают в про-

изведении X2Y 2, то можно рассмотреть h′ = γ3XY 3 + γ1XY . Квадрат этого многочлена будет
пропорционален f .
Если же какие-то мономы, кроме (γ1XY )2, дают в произведении X2Y 2, то, очевидно, это стар-

ший моном и моном XiY j , меньший XY . Уравнение ‖XiY j ·XY 3‖ = ‖X2Y 2‖ дает i = 1 и j = −1,
что невозможно в силу утверждения 3.4.2.
Итак, можно считать, что f = Ch2, C = const ∈ k, причем мы мимоходом выяснили, что h имеет

вид h = γ3XY 3 + γ1XY = γXY (Y 2 + µ).
Подсчитаем квадрат многочлена h:

h2 = γXY (Y 2 + µ)γXY (Y 2 + µ) = γ2qX2Y 2(uY 2 + µ)(Y 2 + µ) =

= γ2qX2Y 2(uY 4 + µ(u + 1)Y 2 + µ2) = γ2q3X2Y 2

(
Y 4 +

µ(u + 1)
u

Y 2 +
µ2

u

)
.



КОММУТАТИВНЫЕ ПОДАЛГЕБРЫ КВАНТОВЫХ АЛГЕБР 125

Теперь приравняем f к Ch2:

f = X2Y 2

(
Y 4 + (u + 1)LY 2 +

u3L2

(u2 − u + 1)2

)
= Cγ2q3X2Y 2

(
Y 4 +

µ(u + 1)
u

Y 2 +
µ2

u

)
.

Отсюда
Cγ2q3 = 1

и

L =
µ

u
,

u3L2

(u2 − u + 1)2
=

µ2

u
.

Из последнего уравнения получаем u2 = (u2 −u+1)2, откуда u2 = −1 или u = 1, чего не может
быть, так как u = q2 и по нашему предположению q не является корнем из единицы в k∗.
Утверждение доказано.

Таким образом, максимальная коммутативная подалгебра алгебры Λ = Lq,2,2, содержащая ука-
занные элементы f и g, не является чисто трансцендентным расширением основного поля k.
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Théorique, 1978. — P. 45—54.

34. Faddeev L. D., Takhtajan L. A. A Liouville model on the lattice. — Lect. Notes Math. Phys. Vol. 24. —
1986. — P. 166—179.

35. Goodearl K. R. Quantized coordinate rings and related noetherian algebras. — Expository paper for Proc.
35th Symp. Ring Theory and Representation Theory (Okayama, October 2002).

36. Joseph A. On the prime and primitive spectra of the algebra of functions on a quantum group //
J. Algebra. — 1994. — 169. — P. 441—511.

37. Joseph A. Quantum Groups and Their Primitive Ideals. — Berlin: Springer-Verlag, 1995. — Erg. Math. (3).
Vol. 29.
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