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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данная работа посвящена теории характеристических классов алгебр, на которых кодействует та
или иная квантовая группа или, более общо, произвольная алгебра Хопфа.

С формальной точки зрения такие объекты аналогичны (точнее, двойственны) пространствам, на
которых действует группа Ли. В самом деле, если рассмотреть алгебры функций на пространстве
и на группе, то отображение, двойственное умножению на элементы группы, определит обратный
гомоморфизм на указанных алгебрах, удовлетворяющий (при некоторых не слишком ограничи-
тельных предположениях) всем условиям, задающим кодействие.

Преимущество такого чисто алгебраического подхода состоит в возможности рассматривать не
только коммутативные алгебры, тем самым значительно расширяя область применимости теории.
Конечно, полученные при помощи подобного обобщения результаты невозможно интерпретировать
геометрически, однако в последнее время, прежде всего, в рамках так называемой некоммутатив-
ной геометрии, появились многочисленные примеры некоммутативных алгебр, тесно связанных с
геометрическими объектами, изучение которых, таким образом, приносит значительную информа-
цию о самом объекте. Прежде всего речь идет о C∗-алгебре слоения. Кроме того, можно рассмат-
ривать скрещенные произведения алгебр функций на многообразиях и групповых алгебр (дискрет-
ных) групп, изучение которых дает много информации о действии группы. Два класса естественно
возникающих некоммутативных алгебр предоставляет теория групп и алгебр Ли: универсальные
обертывающие алгебры алгебр Ли и алгебры функций относительно свертки. Многочисленные
примеры важных для приложений некоммутативных алгебр происходят из теории деформацион-
ного квантования, квантовой механики и квантовой теории поля.
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4 Г. И. ШАРЫГИН

Все перечисленные выше виды некоммутативных алгебр дают широкое поле для применения
идей и методов некоммутативной геометрии, одним из разделов которой является теория некомму-
тативных главных расслоений.

Термин «некоммутативная геометрия» был предложен в начале 1980-х гг. французским матема-
тиком А. Конном в связи с его исследованиями по теории слоений [8]. Во многих важных для
приложений случаях в силу того, что пространство слоев рассматриваемого слоения нехаусдорфо-
во, алгебра непрерывных функций на нем состоит лишь из постоянных функций. Тем не менее
оказалось, что вместо нее можно рассматривать некоммутативную C∗-алгебру. Применяя к этой
алгебре соответствующим образом приспособленные классические конструкции, как если бы она
на самом деле была алгеброй функций на некотором многообразии, А. Конн получил важные для
приложений результаты.

Этот принцип лежит в основании всей некоммутативной геометрии: хотя некоммутативные алге-
бры не могут быть отождествлены с алгебрами функций ни на каком топологическом пространстве,
полезно рассматривать их в таком качестве и по мере возможностей применять к ним те же мето-
ды, которые используются в обычной дифференциальной геометрии. На этом пути были получены
многочисленные результаты, прежде всего в теории характеристических классов (см. [1, 2, 8, 15]).
Оказалось, что конструкция Чженя—Вейля, позволяющая строить характеристические классы век-
торных расслоений над гладкими многообразиями, почти дословно переносится на случай конечно
порожденных проективных модулей над произвольными ассоциативными унитальными алгебрами.

С другой стороны, известно, что в классическом случае характеристические классы векторных
расслоений лежат в образе гомоморфизма Вейля ассоциированного главного расслоения. Поэтому
естественным желанием исследователей было построить аналогичную конструкцию и в некомму-
тативном случае.

На этом пути в первую очередь необходимо найти замену структурной группы некоммутатив-
ного главного расслоения. Ясно, что «некоммутативными аналогами» групп Ли являются алгебры
Хопфа. Однако произвольная алгебра Хопфа— слишком общий объект для этих целей. Достаточно
богатый класс алгебр Хопфа, обладающих многими свойствами алгебр функций на группах Ли,
был обнаружен в середине 1980-х гг. Речь идет о квантовых группах, появившихся одновременно
в работах нескольких математиков (см., например, [4,23]).

В течение 1990-х гг. было предпринято несколько попыток создать на основе теории квантовых
групп разумную теорию некоммутативных (квантовых) главных расслоений и изучить геометрию
с «квантовой структурной группой». К числу таких работ относятся, например, [18,20]. Наиболее
последовательная и развитая теория была создана югославским математиком М. Джорджевичем
(M. -Dur -devič). Не вдаваясь в подробности его определений, изложенных в основном тексте (см.
гл. 1), отметим, что одной из главных преодоленных им трудностей было отыскание правиль-
ной алгебраической интерпретации свободного действия группы на пространстве. Тем интереснее
кажется факт, что это условие оказалось слегка ослабленным определением «расширения Галуа—
Хопфа», объекта, давно изучавшегося в алгебре (см., например, [16]). Работам Джорджевича по-
священа больша́я часть данного обзора (гл. 1 и часть гл. 2).

ГЛАВА 1

КВАНТОВЫЕ ГРУППЫ И ГЛАВНЫЕ РАССЛОЕНИЯ

В этой главе приводятся определения и обсуждаются основные свойства квантовых групп и кван-
товых главных расслоений. В теории квантовых групп нашими основными источниками являются
работы С. Вороновича [23–25] . Следует указать, что определения и результаты, которыми мы
пользуемся, основаны на интерпретации квантовых групп как некоммутативных алгебр функций
на «квантовом пространстве», а не как деформированных универсальных обертывающих алгебр.
Такое описание принято в большинстве работ, посвященных вопросу. То, что эти два подхода эк-
вивалентны, следует, например, из результатов основополагающей работы [4]. Теории квантовых
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групп посвящен первый из пяти разделов данной главы. Его содержание естественно разбивается
на три части. Во-первых, мы даем определение и описываем основные свойства квантовых групп,
в частности, вводим понятие классической части квантовой группы. Далее мы описываем свойства
«дифференциальных исчислений» на квантовых группах и излагаем основы теории представлений
квантовых групп ровно в том объеме, который нам потребуется позднее для работы с главными рас-
слоениями. Далее мы последовательно излагаем теорию квантовых главных расслоений, связностей
на них и характеристических классов, при этом мы опираемся на работы М. Джорджевича [9–13].
Некоторые другие подходы к теории квантовых главных расслоений и вообще некоммутативной
дифференциальной геометрии с квантовыми структурными группами можно найти также в [18,20].
Из результатов этой главы для дальнейшего особенно важны конструкция гомоморфизма Вейля
(раздел 4) и конструкция характеристических классов ассоциированных векторных расслоений
(раздел 5).

1. КВАНТОВЫЕ ГРУППЫ

Определение 1.1 (см. [23]). Компактной матричной псевдогруппой G, или квантовой группой,
называется C∗-алгебра A, для которой определен ∗-гомоморфизм φ̂ : A→A⊗A и в которой выде-
лена всюду плотная ∗-подалгебра A, порожденная элементами (uij)i,j=1,...n так, что выполняются
следующие условия.

1) Ограничение отображения φ̂ на A задает отображение φ : A → A⊗A, при этом

φ(uij) =
n∑

k=1

uik ⊗ ukj . (1.1)

2) Задан ∗-гомоморфизм ε : A → C такой, что

(ε⊗ idA)φ = idA = (idA⊗ε)φ. (1.2)

3) Задан антиизоморфизм κ : A → A такой, что

m(κ⊗ idA)φ = ε = m(idA⊗κ)φ, (1.3)

φ(κ(u)) = (κ⊗ κ)T (φ(u)), (1.4)

где m : A⊗A → A—умножение, а T : A⊗A → A⊗A— тасующее отображение,

T (a⊗ b) = b⊗ a.
4) Для всех u ∈ A выполняется равенство

κ(κ(u∗)∗) = u.

Равенства (1.1)–(1.4) показывают, что отображения φ, κ и ε задают на A структуру алгебры
Хопфа. В самом деле, из равенства (1.1) и того факта, что A порождена элементами uij , следует,
что выполняется равенство

(φ⊗ id)φ = (id⊗φ)φ, (1.5)

т.е. коумножение φ коассоциативно, и все аксиомы алгебры Хопфа выполняются (при этом отоб-
ражения κ и ε служат соответственно антиподом и коединицей). К сожалению, в общем случае не
существует непрерывных отображений, распространяющих κ и ε на всю алгебру A, поэтому мы
не можем говорить, что C∗-алгебра A является C∗-алгеброй Хопфа.

В дальнейшем будем работать исключительно с алгеброй A— «алгеброй гладких функций на
квантовой группе», поэтому мы зачастую будем называть квантовой группой саму алгебру A и
говорить «квантовая группа A», а не «квантовая группа G». Приведем примеры квантовых групп.

Пример 1.1 (Классические матричные группы Ли). Пусть G ⊆ GLN (C) —компактная матрич-
ная группа Ли, C∗ —aлгебра непрерывных функций на G, C(G) коммутативна. Выберем в C(G)
всюду плотную подалгебру A, состоящую из полиномиальных функций от матричных элементов.
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Алгебра A порождена набором функций (wij)i,j=1,...,N на группе G; значение функции wij на
элементе g ∈ G равно элементу, стоящему на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы,
задающей g. Коумножение φ в A задается по правилу

∑

(f)

f(1)(g)f(2)(h) = f(gh)

для любых g, h ∈ G, если
∑
(f)

f(1) ⊗ f(2) = φ(f). Из формулы для произведения матриц следует, что

коумножение функций wij задается формулой

φ(wij) =
n∑

k=1

wik ⊗ wkj .

Антипод κ определяется как значение функции на обратном элементе:

κ(f)(g) = f(g−1),

а коединица в A—это значение функций из A на единице группы G.
Несложно проверить, что выполняются все условия определения 1.1. Полученная таким образом

квантовая группа G задается коммутативными алгебрами A и A. Верно и обратное: любая кван-
товая группа G, у которой алгебра A коммутативна, совпадает с некоторой квантовой группой из
описанных в этом примере (см. [23]).

В дальнейшем мы будем работать исключительно с «алгебрами гладких функций A», поэтому
в оставшихся примерах мы ограничимся описаниями алгебр A.
Пример 1.2 (квантовая группа SUμ(2)). Матрица образующих элементов u имеет вид

u =
(
α −μγ∗
γ α∗

)
, (1.6)

где μ ∈ (−1; 1) \ {0}—параметр. Соотношения, которым удовлетворяют элементы {α, α∗, γ, γ∗}:
αα∗ + μ2γγ∗ = 1, α∗α+ γ∗γ = 1,

αγ = μγα, αγ∗ = μγ∗α, γγ∗ = γ∗γ.

Коединица ε задается формулами ε(α) = 1, ε(γ) = 0. Антипод κ определяется на образующих
элементах uij формулой

κ(uij) = u∗ji (1.7)

или, в терминах {α, α∗, γ, γ∗}:
κ(α) = α∗, κ(−μγ∗) = γ∗,

κ(γ) = −μγ, κ(α∗) = α.

Пример 1.3 (квантовые группы SUμ(n)). Пусть μ ∈ (−1; 1) \ {0}—произвольное число. Тогда
SUμ(n) —это алгебра, порожденная элементами (uij)i,j=1,...,n, которые удовлетворяют следующим
соотношениям:

n∑

j=1

uiju
∗
kj = δkj · 1,

n∑

j=1

u∗jiujk = δik · 1,

n∑

j1,...,jn=1

ui1j1 · · ·uinjnEj1...jn = Ei1,...,in · 1, i1, . . . , in = 1, . . . , n,

где Ei1...in = (−μ)I(i), I(i) —число инверсий в последовательности i1, . . . in. Антипод определяется
формулой (1.7), а коединица— правилом ε(uij) = δij .
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Пример 1.4 (универсальная квантовая группа UF (n)). Пусть F —положительно определенная
матрица в GLn(C) такая, что tr(F ) = tr(F−1). Тогда мы можем рассматривать алгебру UF (n),
порожденную элементами матрицы u = (uij)i,j=1,...,n и соотношениями

n∑

j=1

uiju
∗
kj = δik · 1,

n∑

j=1

u∗jiujk = δik · 1,

n∑

j=1

u∗iju
F
kj = δik · 1,

n∑

j=1

uFjiu
∗
jk = δik · 1,

где uF = FuF−1. Антипод задается формулой (1.7), а коединица— правилом ε(uij) = δij .

Пусть теперь A—произвольная квантовая группа. Рассмотрим множество ∗-характеров алгебры
A (т.е. множество ∗-гомоморфизмов алгебры A в C). Формула

[
χ1 · χ2

]
(a) =

∑

(a)

χ1(a(1))χ2(a(2)), a ∈ A, (1.8)

задает умножение в множестве характеров (мы воспользовались записью

φ(a) =
∑

(a)

a(1) ⊗ a(2),

предложенной в [21]). Как доказано в [23], эта операция превращает множество характеров на A в
компактную подгруппу в унитарной группе U(n), n—размерность матрицы u из определения 1.1.

Определение 1.2. Указанная группа называется классической частью квантовой группы A
и обозначается Gcl или Acl (второе обозначение мы будем часто использовать при обсуждении
полиномиальных функций на Gcl).

Во многих случаях можно явно указать, какая группа будет классической частью той или
иной квантовой группы. Так, например, в рассмотренных выше примерах классическими частями
будут: в случае классических матричных групп Ли (пример 1.1) — сама группа G, в случае SUμ(2)
(пример 1.2) — S1, в случае квантовой группы SUμ(n) (пример 1.3) — (n − 1)-мерный тор Tn−1.
Классическая часть универсальной квантовой группы UF (n) (пример 1.4) зависит от структуры
корневых пространств оператора F (см. [10]). Наконец, укажем, что алгебру Ли lie(Acl) можно
рассматривать как множество таких линейных отображений A → C, что

X(ab) = X(a)ε(b) + ε(a)X(b) ∀a, b ∈ A.
Заметим, что формула

s(a)(χ) = χ(a), a ∈ A, χ ∈ Gcl,

задает отображение s : A → Acl. Нетрудно проверить, что это отображение является сюръектив-
ным морфизмом алгебры Хопфа A на алгебру полиномиальных функций на Gcl (см. пример 1.1).

Теперь вкратце расскажем о том, что мы будем называть дифференциальным исчислением на
квантовой группе. Пусть A—произвольная унитальная алгебра. Будем называть дифференциаль-
ным исчислением на алгебре A такой бимодуль Γ над A, для которого существует отображение

d : A→ Γ, d(ab) = d(a)b+ ad(b) ∀a, b ∈ A.
При этом любой элемент η ∈ Γ должен быть представи́м в виде η =

∑
k

akdbk.

Пример 1.5. Рассмотрим множество

A2 ⊆ A⊗A, A2 =

{
∑

k

ak ⊗ bk
∣∣∣∣∣
∑

k

akbk = 0

}
.

Отображение d задается формулой dx = 1 ⊗ x − x ⊗ 1. Несложно проверить, что все условия
выполнены. Это дифференциальное исчисление будем называть тривиальным и обозначать Γtriv

или Ω0
triv(A).
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В случае, когда A = A—квантовая группа, будем накладывать на дифференциальное исчисле-
ние Γ несколько дополнительных условий. Именно, потребуем, чтобы формулы

φΓ

(∑

k

akdbk

)
=

∑

k,(ak),(bk)

ak,(1)bk,(1) ⊗ ak,(2)dbk,(2), (1.9)

Γφ

(∑

k

akdbk

)
=

∑

k,(ak),(bk)

ak,(1)dbk,(1) ⊗ ak,(2)bk,(2) (1.10)

корректно задавали отображения φΓ : Γ→ A⊗ Γ и Γφ : Γ→ Γ⊗A и чтобы формула

(adb)∗ = d(b∗)a∗ (1.11)

корректно определяла ∗-структуру на Γ. Дифференциальное исчисление, удовлетворяющее всем
этим условиям, будем называть биковариантным. Если же выполняется только одно из усло-
вий (1.9) или (1.10) (и условие (1.11)), то такое дифференциальное исчисление будем называть
левоковариантным (соответственно, правоковариантным).

Пример 1.6. Если A—алгебра полиномиальных функций на матричной группе Ли, то в ка-
честве Γ можно взять пространство Ω1(Gcl) обыкновенных полиномиальных 1-форм на группе.
Конечно, такое дифференциальное исчисление будет биковариантным. Тогда для произвольной
квантовой группы A можно рассмотреть отображение

a 	→ d(s(b)) ∈ Ω1(Gcl),

превращающее Ω1(Gcl) = Γcl в дифференциальное исчисление на A. Это дифференциальное ис-
числение, вообще говоря, не является ни лево-, ни правоковариантным. Однако указанную кон-
струкцию можно исправить. Рассмотрим отображения

sl : a⊗ b 	→
∑

(a),(b)

a(1)b(1) ⊗ s(a(2))d(s(b(2))) ∈ A⊗ Γcl, (1.12)

sr : a⊗ b 	→
∑

(a),(b)

s(a(1))d(s(b(1)))⊗ a(2)b(2) ∈ Γcl ⊗A, (1.13)

sbi : a⊗ b 	→
∑

(a),(b)

a(1)b(1) ⊗ s(a(2))d(s(b(2)))⊗ a(3)b(3) ∈ A⊗ Γcl ⊗A. (1.14)

Образы этих отображений, очевидно, будут соответственно лево-, право- и биковариантным диф-
ференциальным исчислением на квантовой группе A. Можно доказать, что образ отображения
(1.12) совпадает с пространством

A�Acl
Γcl

def= ker
((

(id⊗s)φ)⊗ id− id⊗φΓcl
: A⊗ Γcl → A⊗Acl ⊗ Γcl

)
,

— тензорным произведением A и Γcl над Acl. Аналогично, для (1.13) образом служит пространство
Γcl �Acl

A, а для (1.14) —A�Acl
Γcl �Acl

A.
Теорема 1.1 (см. [10,24]). (i) Пусть Γ—левоковариантое дифференциальное исчисление.

Введем обозначение
Γinv = {ω ∈ Γ | φΓ(ω) = 1⊗ ω}.

Тогда справедливо разложение Γ ∼= A⊗Γinv. (Для правоковариантного дифференциально-
го исчисления справедливо аналогичное утверждение, только Γinv следует заменить на
аналогичное пространство invΓ.)

(ii) Рассмотрим отображение

π : A → Γ, π(a) = κ(a1))d(a(2))

(опустили очевидный знак суммы). Тогда π—эпиморфное отображение ker(ε) на Γinv. Яд-
роRΓ отображения π является правым идеалом в ker(ε). (Например, идеал, соответству-
ющий Γtriv, равен нулю, и отображение π в этом случае принимает вид π(a) = a− ε(a).)
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Если при этом Γ—биковариантное дифференциальное исчисление, удовлетворяющее
условию (1.11), то

ad(RΓ) ⊆ RΓ ⊗A, κ(R∗
Γ) = RΓ.

Здесь ad : A → A⊗A—присоединенное кодействие:

ad(a) =
∑

(a)

a(2) ⊗ κ(a1))a(3).

Пусть Γ —произвольное дифференциальное исчисление на произвольной алгебре A. Самый про-
стой способ продолжить его до «исчисления дифференциальных форм высших порядков» таков.
Рассмотрим факторалгебру

Γ∧ = Γ⊗A/S,

где S—идеал в Γ⊗A , порожденный пространством

S2 ⊆ Γ⊗A Γ, S2 =

{
∑

k

dak ⊗ dbk
∣∣∣∣
∑

k

akdbk = 0

}
.

Очевидно, что дифференциал d : A → Γ продолжается до дифференциала d : Γ∧ → Γ∧, обладающе-
го всеми свойствами дифференциала градуированной алгебры. Эту алгебру также будем называть
дифференциальным исчислением на квантовой группе. Очевидно, полученное распространение
универсально в следующем смысле (см. [10]).

Предложение 1.2. Пусть Ω—произвольная дифференциальная градуированная алгебра с
дифференциалом dΩ. Пусть ϕ : A → Ω—такой гомоморфизм, что отображение Γ → Ω,
ad b 	→ ϕ(a)dΩ(ϕ(b)) корректно определено. Тогда существует единственное продолжение
ϕ∧ : Γ∧ → Ω гомоморфизма ϕ до гомоморфизма дифференциальных градуированных алгебр.

В частности, из теоремы 1.1 и предложения 1.2 следует, что для дифференциального исчисления
Γ∧

triv, построенного по Γtriv, определены эпиморфные отображения на все возможные дифференци-
альные исчисления на квантовой группе.

Если Γ —биковариантное дифференциальное исчисление, то из предложения 1.2 следует, что
отображения φΓ и Γφ продолжаются до аналогичных отображений φΓ∧ и Γ∧φ. Тогда из теоремы 1.1
следует, что существует разложение

Γ∧ ∼= A⊗ Γ∧
inv, Γ∧

inv = Γ⊗
inv/Γ

⊗
inv ∩ S,

причем идеал Sinv = Γ⊗
inv ∩ S порожден пространством

S2
inv = S2 ∩

(
Γinv ⊗ Γinv

)
, S2 =

⎧
⎨

⎩
∑

(a)

π(a(a))⊗ π(a(2))
∣∣∣∣ a ∈ RΓ

⎫
⎬

⎭ .

Кроме того, ∗-структура на Γ продолжается до ∗-структуры на дифференциальной градуированной
алгебре Γ∧. В терминах отображения π дифференциал и ∗-структура на Γ∧ задаются формулами

da = a(1)π(a(2)), d(π(a)) = −π(a(1)) ∧ π(a(2)), π(a)∗ = −π(κ(a)∗).

Например, отсюда следует, что Γ∧
triv совпадает с кобар-резольвентой алгебры A.

Наконец, отметим, что правое кодействие Γφ при ограничении на пространство Γinv определяет
кодействие 
 : Γinv → Γinv ⊗A. В терминах кодействия π имеем


π = (π ⊗ id) ad .

Другие примеры дифференциальных исчислений на квантовых группах можно найти в [24].
Полная классификация дифференциальных исчислений на некоторых классах квантовых групп
содержится, например, в [14, 19].

Перейдем к представлениям квантовых групп. Конечномерным представлением u квантовой
группы A будем называть пару u = (ũ,Hu), где ũ = (uij)i,j=1,...,nu —матрица с элементами из
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A, Hu = C
nu —конечномерное гильбертово пространство, на котором справа кодействует кванто-

вая группа A, т.е. определено отображение

Δu : Hu → Hu ⊗A,
(Δu ⊗ id)Δu = (id⊗φ)Δu, (1.15)

(id⊗ε)Δu = id, (1.16)

так что в некотором базисе e1, . . . , enu действие задается формулой

Δu(ei) =
∑

k

ek ⊗ uki, i = 1, . . . , nu. (1.17)

Элементы (uij)i,j=1,...,nu будем называть матричными элементами представления u в базисе
e1, . . . e2. Из (1.15) и (1.16) следует, что

φ(uij) =
∑

k

uik ⊗ ukj , (1.18)

ε(uij) = δij . (1.19)

Из определения 1.1, в частности, следует, что матрица (uij)i,j=1,...,n элементов, порождающих A,
задает представление квантовой группы A на пространстве C

n. Это представление будем называть
фундаментальным.

Суммой u⊕v представлений u и v называется представление на пространстве Hu⊕Hv, заданное
следующей матрицей размерности (nu + nv)× (nu + nv):

(
ũ 0
0 ṽ

)

Аналогично, тензорным произведением представлений u и v, взятых в указанном порядке, называ-
ется представление u×v на пространстве Hu⊗Hv, определяемое матрицей размерности nunv×nunv
с элементами uijvkl.

Морфизмом представления u в представление v называется линейное отображение f : Hu → Hv

такое, что

(f ⊗ id)Δu = Δvf.

Множество морфизмов представлений является векторным пространством и обозначается
Mor(u, v). Представления u и v называются изоморфными, если существует морфизм f ∈ Mor(u, v),
который является изоморфизмом соответствующих векторных пространств. Если представления u
и v изоморфны, то их матрицы связаны соотношением f−1ṽf = ũ. В отличие от классического
случая, представления u× v и v× u, вообще говоря, не изоморфны, если только квантовая группа
не совпадает с одной из групп из примера 1.1.

Представление u называется приводимым, если в пространстве Hu существует ненулевое под-
пространство H, отличное от Hu, для которого выполняется вложение Δu(H) ⊆ H ⊗A. В против-
ном случае представление u называется неприводимым. Представление u вполне приводимо, если
оно изоморфно прямой сумме неприводимых представлений.

Для каждого представления u квантовой группы A определено сопряженное, или контрагре-
диентное представление ū, действующее на пространстве Hū = H∗

u линейных функционалов на
Hu. Матрица представления в двойственном базисе ū, ˜̄u определяется формулой

ūij = κ(uji).

Скалярное произведение на Hu задает антиизоморфизм векторных пространств ju : Hu → H∗
u = Hū.

Оператор

jū ◦ ju = Cu : H¯̄u = H∗∗
u = Hu → Hu

является морфизмом представлений; он называется каноническим морфизмом и представляет со-
бой положительно определенное линейное отображение, однозначно определяемое требованием
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tr(Cu) = tr(C−1
u ). Пусть (·, ·)u —эрмитово скалярное произведение на Hu. Тогда справедлива сле-

дующая формула, связывающая скалярные произведения в сопряженных представлениях:

(f, g)ū = (j−1
u (g), Cuj−1

u (f))u.

Для любой пары сопряженных представлений u, ū определены следующие канонические мор-
физмы представлений:

1) спаривание γu : H∗
u⊗Hu → H∅ = C (здесь ∅ — тривиальное представление квантовой группы

A на пространстве C, матрица которого состоит из единицы группы A);
2) вложение единичного оператора Iu : C→ Hu ⊗H∗

u.

Аналогично, меняя местами u и ū, получаем морфизмы γu : Hu ⊗H∗
u → C и Iu : C → H∗

u ⊗Hu; в
явном виде:

γu(f ⊗ x) = f(x), γu(x⊗ f) = f(Cu(x)),

Iu(1) =
nu∑

i=1

ei ⊗ e∗i , Iu(1) =
nu∑

i,j=1

[C−1
u ]jie∗i ⊗ ei;

здесь e∗1, . . . e
∗
nu

—двойственный базис в пространстве Hū = H∗
u.

Представления квантовой группы A образуют категорию. Согласно терминологии [25], такая
категория называется конкретной моноидальной W ∗-категорией. Эту категорию будем обозначать
R(G) или R(A).

Теорема 1.3 (см. [23,25]). (i) Все представления любой квантовой группы A вполне при-
водимы.

(ii) Любое неприводимое представление квантовой группы встречается в разложении на
неприводимые представления подходящей тензорной степени фундаментального пред-
ставления или представления, сопряженного фундаментальному.

(iii) Любое представление квантовой группы эквивалентно унитарному представлению, т.е.
такому представлению, матрица которого является унитарным элементом в тензорном
произведении B(Hu)⊗A, где B(Hu)—алгебра операторов на гильбертовом пространстве
Hu. Для матрицы унитарного представления выполнено условие

u∗ij = κ(uji).

(iv) Пусть T —множество неприводимых неэквивалентных представлений квантовой груп-
пы A. Тогда алгебра A как векторное пространство распадается в прямую сумму под-
пространств H̃u, порожденных матричными элементами uαij представлений α ∈ T . При
этом все элементы uαij между собой линейно независимы.

(v) Любая квантовая группа A однозначно восстанавливается по своей категории пред-
ставлений R(A).

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КВАНТОВЫХ РАССЛОЕНИЙ. ПРИМЕРЫ

Определение 2.1. Некоммутативным (или квантовым) главным расслоением P с базойM (M—
унитальная, ассоциативной, но не обязательно коммутативная ∗-алгебра) и структурной группой
A (A—алгебра гладких функций на квантовой группе G) называется унитальная ассоциативная
(но не коммутативная) ∗-алгебра B, для которой существует гомоморфизм *-алгебр F : B → B⊗A
такой, что

(id⊗φ)F = (F ⊗ id)F, (2.1)

(id⊗ε)F = id, (2.2)

где φ и ε— соответственно коумножение и коединица квантовой группы A. При этом должны быть
выполнены следующие два условия:

(КГР1) существует такое вложение ∗-алгебр i :M→ B, что
i(M) = {b ∈ B | F (b) = b⊗ 1};
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(КГР2) отображение X : B ⊗ B → B ⊗A, заданное формулой

X(c⊗ b) =
∑

k

cbk ⊗ b̃k, (2.3)

где
∑
k

b⊗ b̃k = F (b) ∈ B ⊗A, эпиморфно.

Равенства (2.1) и (2.2) означают, что алгебра Хопфа A кодействует на алгебре B (или что
«квантовая группа G действует на P»). Будем иногда опускать приставку «ко-» и говорить, что
«алгебра A действует на алгебре B» или на какой-либо другой алгебре. В дальнейшем будем
отождествлять алгебруM и образ вложения i. Поэтому можно считать, по определению, что база
расслоения P состоит из A-инвариантных элементов:

M def= {m ∈ B | F (M) = m⊗ 1}.
В самом деле, ясно, что 1 ∈ M и что если m ∈ M, то m∗ ∈ M. Кроме того, так как отображение
F является гомоморфизмом алгебр, то сумма и произведение любых двух элементов из M тоже
принадлежатM, т.е. множествоM⊆ B является ∗-подалгеброй в B.

Обсудим условие (КГР2). Заметим прежде всего, что та же самая формула (2.3) может быть
использована для того, чтобы задать отображение X̃ : B⊗MB → B⊗A. Иначе говоря, отображение
X пропускается через B ⊗M B. Кроме того, оба отображения, и X, и X̃, являются морфизмами
левых B модулей. Поэтому условие (КГР2) эквивалентно следующему условию:
(КГР2′) для любого a ∈ A существуют такие элементы pk, qk ∈ B, что

X
(∑

k

pk ⊗ qk
)

= 1⊗ a.

Выясним, наконец, геометрический смысл определения 2.1. В классическом случае главное рас-
слоение P со структурной группой G—это пространство, на котором свободно действует группа
Ли G. Действие группы G задается таким отображением f : P × G → P , что коммутативны
следующие диаграммы:

P ×G×G f×idG−−−−→ P ×G
idP ×ϕ

⏐⏐�
⏐⏐�f

P ×G f−−−−→ P

,

P
i1−−−−→ P ×G

∥∥∥
⏐⏐�f

P P

.

Здесь ϕ—умножение в группе Ли G и i1(p) = p× {e}. База расслоения P тогда отождествляется
с факторпространством M = P/G.

В соответствии с общей идеологией, описанной во введении, мы должны заменить сами про-
странства на соответствующие алгебры (гладких) функций и при этом обратить все стрелки в
диаграммах. Тогда несложно проверить, что отображение пространств f при этом превращается
в отображение ∗-алгебр F , удовлетворяющее уравнениям (2.1) и (2.2) (ср. раздел 1, определение
представлений квантовой группы). База расслоения становится множеством M A-инвариантных
элементов алгебры B.

В классическом случае условие свободности действия f эквивалентно инъективности следую-
щего отображения:

Y : P ×G→ P × P, (p, g) Y	→ (p, p · g),
где p · g = f(p, g). Очевидно, что образ отображения Y лежит в подпространстве

P ×M P
def= {(p, q) ∈ P × P |π(p) = π(q)} ⊂ P × P,

где π : P → M — естественная проекция. Но инъективное отображение пространств, очевид-
но, индуцирует сюръективное отображение алгебр функций. В результате обращения стрелок в
определении отображения Y получается отображение X (или X̃). Следовательно условие (КГР2)
является обобщением классического условия свободности действия структурной группы на про-
странстве расслоения.
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Замечание 2.1. Несложно проверить, что на самом деле в классическом случае образ отоб-
ражения Y совпадает с пространством P ×M P . На языке алгебр функций это утверждение
эквивалентно следующему условию:

(РГХ) Отображение X̃ : B ⊗M B → B ⊗A—изоморфизм.
В квантовом случае, однако, автору не известно доказательство того, что из условия (КГР2)
следует изоморфность отображения X̃.

Если на алгебре B действует справа алгебра Хопфа A, так что выполняется условие (РГХ), то
говорят, что B является расширением Галуа—Хопфа алгебры M при помощи алгебры Хопфа A.
Эти объекты изучаются, например в [16].

Закончим данный раздел примерами квантовых главных расслоений.

Пример 2.1 (тривиальные главные квантовые расслоения). Пусть M—произвольная униталь-
ная ∗-алгебра, A—квантовая группа. Положим B =M⊗A. Кодействие F на B задается формулой
F (m ⊗ a) = m ⊗ φ(a), где m ∈ M, a ∈ A и φ : A → A ⊗ A—коумножение в квантовой группе
A. Очевидно, что отображение F является кодействием (т.е. верны формулы (2.1) и (2.2)) и что
алгебраM совпадает с множеством A-инвариантных элементов этого кодействия.

Проверим, что действие группы A на B свободно, т.е. что выполняется условие (КГР2′). Рас-
смотрим произвольный элемент a ∈ A. Пусть φ(a) =

∑
k

bk⊗ck. Тогда для pk = 1⊗κ(bk) и qk = 1⊗ck,

очевидно, X
(∑
k

pk ⊗ qk
)

= 1 ⊗ a. В частности, сама квантовая группа A является тривиальным

расслоением над точкой: C∞(pt) = C.

Пример 2.2. Пусть Γ∧ —алгебра (некоммутативных) дифференциальных форм на квантовой
группе A. Алгебра A действует на Γ∧ справа (напомним, что мы рассматриваем только биковари-
антные дифференциальные исчисления). Множество неподвижных точек этого действия состоит
из правоинвариантных дифференциальных форм на группе, invΓ∧ (см. раздел 1). Чтобы проверить
выполнение условия (КГР2′), достаточно вспомнить, что существует разложение

Γ∧ = invΓ∧ ⊗A.
Далее, так же как в примере 2.1, берем pk = 1⊗ κ(bk), qk = 1⊗ ck, где

∑
k

bk ⊗ ck = φ(a).

Пример 2.3 (скрещенные произведения). Примеры 2.1 и 2.2 — частные случаи следующей об-
щей конструкции. Пусть ∗-алгебра Хопфа A действует слева (в обычном смысле!) на унитальной
∗-алгебреM, так что выполняются следующие условия:

a(m · n) =
∑

(a)

a(1)(m) · a(2)(n), a(1) = ε(a), a∗(n∗) = (κ−1(c)(n))∗,

для любого a ∈ A, m,n ∈ M,
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) = φ(a) и a(m) —результат действия элемента a на m.

Тогда можно определить алгебруM�A как векторное пространствоM�A ∼=M⊗A, а умножение
и ∗-структура наM�A задаются при помощи формул

(m⊗ b)(n⊗ c) =
∑

(b)

mb(1)(n)⊗ b(2)c, (2.4)

(m⊗ b)∗ =
∑

(b)

b∗(1)(m
∗)⊗ b∗(2). (2.5)

НаM�A справа очевидным образом кодействует алгебра Хопфа A, так что множество неподвиж-
ных точек этого кодействия совпадает с M. Если A—квантовая группа, то чтобы доказать, что
мы получили квантовое главное расслоение, осталось проверить выполнение условия (КГР2), что
делается точно так же, как в предыдущих двух примерах.

Чтобы теперь получить из этой общей конструкции тривиальное главное расслоение примера 2.1,
надо положить, что a ∈ A действует на m ∈M по формуле

a(m) = ε(a)m.
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В примере 2.2M = invΓ∧ и действие задается формулой

a(θ) =
∑

(a)

a(1)θκ(a(2)), θ ∈ invΓ∧

(см. раздел 1).
Совершенно аналогично можно определить скрещенное произведение в случае, когда алгебра

Хопфа действует на унитальной алгебре N справа; в этом случае пишут A�N . Кроме того, скре-
щенные произведения можно определить когда алгебра Хопфа A действует слева (соответственно,
справа) на алгебре M и кодействует справа (соответственно, слева) на алгебре N . Полученная
алгебра обозначается M � N (соответственно, N �M). Подробности можно найти, например,
в [21] (см. также [20]).

Пример 2.4 (однородные пространства). Пусть задано вложение квантовых групп ϕ̃ : G′ → G,
т.е. эпиморфное отображение алгебр Хопфа ϕ : A → A′. Тогда можно построить некоммутативное
главное расслоение со структурной группой G′. Алгеброй гладких функций на пространстве этого
расслоения служит A, действие A′ на A определяется формулой

FA′(a) =
∑

(a)

a(1) ⊗ ϕ(a(2)). (2.6)

В силу эпиморфности отображения ϕ условие (КГР2) выполняется. Следовательно, (A, FA′) —
квантовое главное расслоение со структурной группой A и базой

M′ = {a ∈ A | FA′(a) = a⊗ 1}.
Заметим, кстати, что эта же конструкция позволяет из произвольного главного расслоения со
структурной квантовой группой A получить главное A′-расслоение.

Пример 2.5 (замена структурной группы). Пусть задано квантовое главное расслоение P =
(B, F ) и пусть f : A′ → A— гомоморфизм квантовых групп (т.е. морфизм алгебр Хопфа). Опреде-
лим квантовое главное расслоение P ′ с базойM, ассоциированное с P при помощи гомоморфизма
f . Именно, рассмотрим подпространство B �A A′ ⊆ B ⊗A′:

B �A A′ = ker
(
F ⊗ idA′ − idB⊗AF = Φ : B ⊗A′ → B ⊗A⊗A′

)
, (2.7)

где
AF (a′) =

∑

(a′)

f(a′(1))⊗ a′(2).

Пространство B �A A′ называется тензорным произведением B и A′ над алгеброй Хопфа A.
Предложение 2.1. Пространство B�AA′ является алгеброй гладких функций на квантовом

главном расслоении со структурной группой A′ и базой M, т.е. это алгебра, для которой
существует правое кодействие F : B�AA′ →

(
B�AA′

)
⊗A′ такое, что выполняется условие

(КГР2), и подалгебра, неподвижная относительно этого кодействия, изоморфнаM.

Доказательство. Так как отображения F ⊗ idA′ и idB⊗AF являются гомоморфизмами ∗-алгебр,
то пространство B �A A′ является ∗-подалгеброй в B ⊗A′ с единицей 1⊗ 1′ ∈ B �A A′.

Действие группы G′ на B �A A′ задается как ограничение на B �A A′ отображения

idB⊗φ′ : B ⊗A′ →
(
B ⊗A′

)
⊗A′

(здесь φ′ —коумножение в A′). В самом деле, очевидно, что

(F ⊗ id⊗2
A′ )(idB⊗φ′) = F ⊗ φ′ = (idB⊗ idA⊗φ′)(F ⊗ idA),

(idB⊗AF ⊗ idA′)(idB⊗φ′) = idB⊗(AF ⊗ idA′)φ′ =

= idB⊗(idA⊗φ′)AF = (idB⊗ idA⊗φ′)(idB⊗AF ).

Поэтому

(Φ⊗ idA′)(idB⊗φ′) = (idB⊗A⊗φ′)Φ,
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(idB⊗φ′)(ker Φ) ⊆ ker(Φ)⊗A′.

Пусть F̃ : B �A A′ → (B �A A′) ⊗ A′ —указанное выше кодействие. Найдем его неподвижную
подалгебру. Предположим, что

F̃
(∑

i

bi ⊗ a′i
)

=
(∑

i

bi ⊗ a′i
)
⊗ 1.

Это значит, что
(∑

i

bi ⊗ a′i
)
⊗ 1 =

∑

i,(a′i)

bi ⊗ a′i,(1) ⊗ a′i,(2) =
∑

i

bi ⊗
(∑

(a′i)

a′i,(1) ⊗ a′i,(2)
)
,

где
∑
(a′i)

a′i,(1) ⊗ a′i,(2) = φ′(a′). Без ограничения общности можно считать, что все bi ∈ B линейно

независимы. Поэтому, сравнивая коэффициенты при bi, получаем, что φ′(a′i) = a′i ⊗ 1, для всех i
и, следовательно, a′i ∈ C. Таким образом,

∑

i

bi ⊗ a′i = b̃⊗ 1.

Но тогда B �A A � b̃⊗ 1 и поэтому

F (b̃)⊗ 1 = b̃⊗ AF (1) = b̃⊗ 1⊗ 1,

т.е.
F (b̃) = b̃⊗ 1, b̃ ∈M.

Наконец, осталось доказать, что выполняется условие (КГР2). Однако это утверждение тре-
бует более основательного знакомства с устройством алгебры B и мы отложим его до раздела 5,
посвященного описанию структуры ассоциированных векторных расслоений.

Замечание 2.2. Пусть биалгебра A действует справа на векторном пространстве R и действует
слева на пространстве L. Тогда точно так же, как и выше, можно определить тензорное произве-
дение над A правого A-комодуля R и левого A-комодуля L, пространство R�A L. Ясно, что если
R и L— ∗-алгебры и A действует на них гомоморфизмами алгебр, то и пространство R�AL будет
алгеброй.

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИСЧИСЛЕНИЯ

Как обычно, под «дифференциальным исчислением» следует понимать алгебру (некоммутатив-
ных) дифференциальных форм на расслоении. Ясно, что для успешной работы с главным расслое-
нием следует потребовать, чтобы эта алгебра была согласована с дифференциальным исчислением
на квантовой структурной группе A. Точный смысл этого требования становится ясен из опреде-
ления 3.1 ниже.

Именно, пусть P = (B, F ) — квантовое главное расслоение над базой M ⊂ B со структур-
ной квантовой группой A. Фиксируем на квантовой группе A биковариантное дифференциальное
исчисление Γ∧.

Определение 3.1 (см. [11]). Дифференциальным исчислением на квантовом главном расслое-
нии P , согласованным с Γ∧, называется дифференциальная градуированная *-алгебра Ω(P,Γ∧) =
Ω(P ), такая, что

1) Ω0(P ) = B;
2) Ω(P ) порождена Ω0(P ) как дифференциальная градуированная алгебра;
3) существует такое отображение дифференциальных градуированных алгебр

F̂ : Ω(P )→ Ω(P )⊗ Γ∧,

что F̂|Ω0(P ) = F : B → B ⊗A.
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Заметим, что для любого фиксированного биковариантного дифференциального исчисления Γ∧

на квантовой группе A на любом квантовом главном расслоении P существует соответствующее
Γ∧ дифференциальное исчисление Ω(P,Γ∧). В самом деле, достаточно взять в качестве Ω(P ) три-
виальное дифференциальное исчисление Ωtriv(B), существующее для любой ассоциативной уни-
тальной алгебры (см. раздел 1). Напомним, что

Ωtriv(B) = B2 =

{
∑

k

bk ⊗ ck ∈ B⊗2

∣∣∣∣
∑

k

bkck = 0

}
.

Так как F — гомоморфизм алгебр, то F⊗2(B2) ⊆ (B ⊗ A)2 и, следовательно, отображение F есте-
ственным образом распространяется до отображения

F̂ 1
triv : Ω1

triv(B)→ Ω1
triv(B ⊗A) = Ω1

triv(B)⊗A⊕ B ⊗ Ω1
triv(A),

а значит, и до отображения

F̂triv : Ωtriv(B)→ Ωtriv(B)⊗ Ωtriv(A)

указанного типа. С другой стороны, как указано в разделе 1, для любого дифференциального
исчисления Γ∧ на A существует единственный эпиморфизм дифференциальных градуировнных
алгебр g : Ωtriv(A) = Γ∧

0 → Γ∧. Поэтому можно положить

F̂ = (id⊗g)F̂triv, F̂ : Ωtriv(B) = Ω0(P )→ Ω0(P )⊗ Γ∧.

С любым дифференциальным исчислением Ω(P ) на P можно связать несколько важных градуи-
рованных алгебр.

1. Прежде всего определим алгебру Ω(M), дифференциальное исчисление на базе M расслое-
ния P :

Ω(M) def= F̂−1(Ω(P )⊗ 1). (3.1)

Заметим, что ограничение на Ω(M) дифференциала d алгебры Ω(P ) переводит алгебру Ω(M) в
себя. Таким образом, Ω(M) является дифференциальной градуированной ∗-подалгеброй в Ω(P );
через dM мы будем обозначать дифференциал в Ω(M).

Конечно, дифференциальная градуированная ∗-подалгебра ˜Ω(M) в Ω(P ), порожденная
∗-алгебройM⊆ B, лежит в Ω(M). Обратное утверждение, однако, вообще говоря, неверно.

2. Определим алгебру hor(P ) «горизонтальных дифференциальных форм» на расслоении P :

hor(P ) def= F̂−1(Ω(P )⊗A). (3.2)

Очевидно, что hor(P ) является градуированной ∗-подалгеброй в Ω(P ), причем Ω(M) ⊆ hor(P ),
hor0(P ) = B. Однако в отличие от Ω(M), d(hor(P )) �⊆ hor(P ), так что hor(P ) не является диф-
ференциальной подалгеброй в Ω(P ). Наконец, ограничение на подалгебру hor(P ) отображения F̂
индуцирует на ней правое (ко-)действие квантовой группы A. Это кодействие будем обозначать F∧.

3. Рассмотрим алгебру левоинвариантных дифференциальных форм на квантовой группе A:
Γ∧

inv = {θ ∈ Γinv | φ∧Γ(θ) = 1⊗ θ}
(см. раздел 1). Напомним, что формула

θ ◦ a =
∑

(a)

κ(a(1))θa(2)

задает на Γ∧
inv правое действие алгебры A, удовлетворяющее условиям из примера 2.3. Поэтому мо-

жем построить по Γ∧
inv и hor(P ) скрещенное произведение hor(P )�Γ∧

inv (см. раздел 2), которое есте-
ственным образом будет наделено структурой ∗-алгебры, на которой справа кодействует алгебра
Хопфа A (кодействие задается как тензорное произведение отображений F̂ : hor(P )→ hor(P )⊗A
и 
∧ : Γ∧

inv → Γ∧
inv ⊗A; см. раздел 1).
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Кроме того, по правому A-комодулю hor(P ) и левому A-комодулю Γ∧ можно построить тензорное
произведение над A, hor(P ) �A Γ∧ (см. пример 2.5). Это пространство тоже будет ∗-алгеброй с
правым действием квантовой группы.

Предложение 3.1. Имеет место отождествление

hor(P ) � Γ∧
inv
∼= hor �A Γ∧,

причем действия квантовых групп при этом отождествлении совпадают.

Доказательство. Справедливо разложение

Γ∧ ∼= A⊗ Γ∧
inv (3.3)

(напомним, что Γ∧0
inv = Γ⊗0

inv = C). Левое действие A на Γ∧ при этом совпадает с отображением
φ⊗id. Несложно заметить, что для любой коалгебры C и любого правого C-комодуля D существует
изоморфизм D �C C ∼= D. В самом деле, очевидно, что следующие два отображения взаимно
обратны:

g : D �C C → D, d⊗ c 	→ dε(c),

где ε—коединица C, и

f : D → D �C C, d 	→ φC(d) ∈ C,
где φC : D → D ⊗ C —кодействие.

Таким образом, получили изоморфизм векторных пространств

f̃ : hor(P ) � Γ∧
inv
∼= hor(P ) �A Γ∧.

Пусть m—умножение в hor(P ) �A Γ∧. Изоморфизм f̃ переводит его в отображение

f̃−1 ◦m ◦ (f̃ ⊗ f̃) :
(
hor(P ) � Γ∧

inv

)⊗2 → hor(P ) � Γ∧
inv,

которое совпадает с умножением в hor(P )�Γ∧
inv: достаточно заметить (см. [10,24]), что умножение

в Γ∧ задается формулой

(a⊗ θ)(b⊗ η) =
∑

(b)

ab(1) ⊗ (θ ◦ b(2))η

(мы воспользовались разложением (3.3)). Аналогично проверяем, что изоморфизм f̃ сохраняет
∗-структуру и A-кодействие.

Полученная алгебра называется алгеброй разложимых дифференциалдьных форм на главном
расслоении P и обозначается vh(P ). Правое кодействие квантовой группы A на vh(P ) будем
обозначать F∧

vh.

Замечание 3.1. Вместо алгебры hor(P ) в этой конструкции можно использовать ее ∗-
подалгебру hor0(P ) = B. При этом получается градуированная ∗-подалгебра в vh(P )

ver(P ) def= B � Γ∧
inv
∼= B �A Γ∧,

называемая алгеброй вертикализованных дифференциальных форм на расслоении. На ней тоже
определено правое кодействие квантовой группы A.
4. Рассмотрим отображение

F∧ def= (id⊗pr0)F̂ : Ω(P )→ Ω(P )⊗A, (3.4)

где pr0 —проектирование на формы нулевой степени в Γ∧, т.е. A. Очевидно, что F∧ является
отображением градуированных ∗-алгебр и задает правое кодействие квантовой группы A на Ω(P ).
Очевидно, что на hor(P ) это отображение совпадает с уже построенным в п. 2 кодействием (по-
этому мы и не вводим для него отдельного обозначения).
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4. СВЯЗНОСТИ И ГОМОМОРФИЗМ ВЕЙЛЯ

Определение 4.1 (см. [11]). Псевдотензориальной формой на квантовом главном расслоении
P = (B, F ) со структурной квантовой группой A и диффернециальным исчислением Ω(P ) =
Ω(P,Γ∧) называется такое ∗-линейное отображение ϕ : Γinv → Ω(P ), что диаграмма

Γinv
ϕ−−−−→ Ω(P )

�

⏐⏐�
⏐⏐�F∧

Γinv ⊗A ϕ⊗id−−−−→ Ω(P )⊗A

(4.1)

коммутативна. Пространство ψ(P ) псевдотензориальных форм на P является градуированным
векторным пространством (градуировка индуцируется из Ω(P )).

Определение 4.2 (см. [11]). Псевдотензориальная форма ϕ ∈ ψ(P ) называется тензориальной,
если ϕ(Γinv) ⊆ hor(P ). Тензориальные формы на расслоении P образуют градуированное подпро-
странство τ(P ) в пространстве всех псевдотензориальных форм.

Определение 4.3 (см. [11]). Связностью на главном квантовом расслоении P с дифференци-
альным исчислением Ω(P ) называют произвольную псевдотензориальную форму ω, для которой
выполняются равенства

F̂ (ω(θ)) =
∑

k

ω(θk)⊗ ck + 1⊗ θ

для всех θ ∈ Γinv, где
∑
k

θk ⊗ ck = 
(θ).

Теорема 4.1 (см. [11]). (i) На любом главном квантовом расслоении P с любым дифферен-
циальным исчислением Ω(P ) существуют связности.

(ii) Если ω1, ω2 —две связности на главном квантовом расслоении P с дифференциальным
исчислением Ω(P ), то их разность ω1 − ω2 ∈ ψ(P ) является тензориальной 1-формой на
расслоении.

В дальнейшем при обсуждении связностей больше не будем указывать дифференциальное ис-
числение на P .

Пусть теперь ω — некоторая связность на главном квантовом расслоении P . В [11] показано,
что для любого дифференциального исчисления Γ∧ на квантовой группе существует такое сечение
ι : Γ∧

inv → Γ⊗
inv естественной проекции Γ⊗

inv → Γ∧
inv, что

1) 
⊗ι = (ι ⊗ idA)
∧, где 
⊗, 
∧ —распространения правого кодействия 
 : Γinv → Γinv ⊗ A
на Γ⊗

inv и Γ∧
inv соответственно;

2) ι(θ∗) = ι(θ)∗ для любого θ ∈ Γ∧
inv;

3) ι(θ ◦ a) = (ι(θ)) ◦ a для всех a ∈ A, θ ∈ Γ∧
inv.

Положим
ω∧ def= ω⊗ι : Γ∧

inv → Γ⊗
inv. (4.2)

Это отображение, конечно, в общем случае зависит от выбора сечения ι. Связности, для которых
отображение ω∧ определено канонически, т.е. независимо от выбора ι, называются мультиплика-
тивными, так как они, очевидно, задают гомоморфизм ∗-алгебр Γ∧

inv → Ω(P ). Напомним, что ядро
естественной проекции Γ⊗

inv → Γ∧
inv порождено векторным подпространством

〈
∑

(a)

π(a(1))⊗ π(a(2))
∣∣∣∣ a ∈ R

〉
⊆ Γ⊗2

inv,

где R ⊆ ker(ε) —правый идеал, определяющий дифференциальное исчисление Γ на квантовой
группе. Поэтому условие мультипликативности связности ω имеет вид

〈
∑

(a)

ω(π(a(1)))ω(π(a(2)))

〉
= 0. (4.3)
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В частности, если Γ = Γ0 — тривиальное дифференциальное исчисление, то R = 0, и поэтому все
связности будут мультипликативными. Однако в общем случае условие (4.3) нетривиально.

Определим теперь для произвольной связности ω отображение mω : vh(P ) → Ω(P ) векторных
пространств по формуле

mω(ϕ⊗ θ) = ϕω∧(θ).

Теорема 4.2 (см. [11]). (i) Отображение mω биективно.
(ii) Диаграмма

vh(P ) mω−−−−→ Ω(P )

F̂vh

⏐⏐�
⏐⏐�F∧

vh(P )⊗A mω⊗id−−−−→ Ω(P )⊗A
коммутативна.

Теперь при помощи отображения mω можно определить горизонтальное проектирование hω
дифференциальных форм на расслоении P :

hω = (id⊗pr0)m
−1
ω : Ω(P )→ hor(P ). (4.4)

Из теоремы 4.2 следует, что отображение hω A-ковариантно, т.е. коммутативна диаграмма

Ω(P ) hω−−−−→ hor(P )

F∧
⏐⏐�

⏐⏐�F∧

Ω(P )⊗A hω⊗id−−−−→ hor(P )⊗A

. (4.5)

Кроме того, очевидно, что (hω)
∣∣
hor(P )

= id.

Определение 4.4. Ковариантной производной на квантовом главном расслоении P , ассоцииро-
ванной со связностью ω, называется отображение

Dω
def= hω ◦ d : Ω(P )→ hor(P ),

(d—дифференциал в Ω(P )).

В следующей теореме приведены основные свойства ковариантного дифференцирования.

Теорема 4.3 (см. [11]). (i) Dω(Ωn(P )) ⊆ horn+1(P ).
(ii) Диаграмма

Ω(P ) Dω−−−−→ hor(P )

F∧
⏐⏐�

⏐⏐�F∧

Ω(P )⊗A Dω⊗id−−−−→ hor(P )⊗A

(4.6)

коммутативна.
(iii) (Dω)|Ω(M) = d|Ω(M) = dM.
(iv) Ограничение отображения Dω на подалгебру hor(P ) задается формулой

Dω(ϕ) = dϕ− (−1)∂ϕ
∑

k

ϕkω(π(ck)), (4.7)

где
∑
k

ϕk ⊗ ck = F∧(ϕ) и ∂ϕ = degϕ.

Пусть α ∈ ψ(P ) —произвольная псевдотензориальная форма. В силу коммутативности диаграмм
(4.5) и (4.6) композиции отображения α c hω и Dω являются тензориальными формами на рассло-
ении P . Эти тензориальные формы будем обозначать hω(α) и Dω(α).

Определение 4.5. Формой кривизны связности ω называется тензориальная 2-форма

Rω
def= Dω(ω).
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Пусть Ω —произвольная ассоциативная алгебра и α, β : Γinv → Ω —произвольные линейные
отображения. Тогда можно определить отображения

[α, β]q, 〈α, β〉 : Γinv → Ω

при помощи формул

[α, β]q(θ) =
∑

l

α(θl)β(π(dl)), 〈α, β〉 =
(
m(α⊗ β)ι

)
(d(θ)),

где m—умножение в Ω, а d : Γinv → Γ⊗2
inv —ограничение на Γinv дифференциала на Γ. Заметим, в

частности, что отображение 〈α, β〉 определено не канонически, оно зависит от выбора сечения ι.

Теорема 4.4. (i) Пусть ϕ ∈ τ(P )—произвольная тензориальная форма. Тогда ковариант-
ная производная от ϕ равна

Dω(ϕ) = d ◦ ϕ− (−1)∂ϕ[ϕ, ω]q.

(ii) Форма кривизны связности ω равна

Rω = d ◦ ω − 〈ω, ω〉.
(iii) Справедливо следующее равенство (обобщенное тождество Бьянки):

Dω(Rω)− {〈ω,Rω〉 − 〈Rω, ω〉 − [Rω, ω]q} = 〈ω, 〈ω, ω〉〉 − 〈〈ω, ω〉, ω〉. (4.8)

Кроме того, правая часть равенства (4.8) равна нулю, если связность ω мультиплика-
тивна.

Видим, что в общем случае значение формы кривизны зависит от выбора сечения ι, если связ-
ность не является мультипликативной. Однако это затруднение можно обойти, если рассмотреть
отображение R̃ω : ker ε→ hor(P ), «накрывающее» форму кривизны:

R̃ω(a) = dω(π(a))−
∑

(a)

ω(π(a(1)))ω(π(a(2))).

Ясно, что в случае, когда связность ω мультипликативна, имеем R̃ω(a) = Rω(π(a)).

Предложение 4.5. Для любой горизонтальной дифференциальной формы ϕ ∈ hor(P ) спра-
ведливо равенство

D2
ω(ϕ) = −

∑

k

ϕkR̃ω(ck − ε(ck)). (4.9)

Доказательство. Воспользуемся формулой (4.7):

D2
ω(ϕ) = Dω(dϕ− (−1)∂ϕ

∑

k

ϕkω(π(ck)) =

= −(−1)∂ϕ
∑

k

{
dϕkω(π(ck)) + (−1)∂ϕϕkdω(π(ck))

}
− (−1)∂ϕ+1

∑

k

dϕkω(π(ck))−

− (−1)∂ϕ+1

⎧
⎨

⎩−(−1)∂ϕ+1
∑

k,(ck)

ϕkω(π(ck,(3)))ω(π(ck,(1)κ(ck,(3))ck,(4)))

⎫
⎬

⎭ =

= −
∑

k

ϕk

⎧
⎨

⎩
∑

(ck)

dω(π(ck))− ω(π(ck,(1)))ω(π(ck,(2)))

⎫
⎬

⎭ .

Осталось заметить, что выражение, стоящее в фигурных скобках в последней сумме, равно
R̃ω(ck − ε(ck)).
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Отсюда, в частности, следует, что для мультипликативной связности выполняется равенство

D2
ω(ϕ) = −

∑

k

ϕkRω(π(ck))). (4.9′)

Мультипликативность— очень важное свойство связностей на квантовых главных расслоени-
ях, однако его недостаточно, чтобы можно было развивать теорию харктеристических классов,
аналогичную классической. В следующем определении мы формулируем дополнительные ограни-
чения на ω, выделяющие класс связностей, по своим свойствам приближающихся к связностям на
обычных главных расслоениях.

Определение 4.6. Связность ω на главном квантовом расслоении называется регулярной, если
для любой горизонтальной дифференциальной формы ϕ ∈ hor(P ) и любого элемента θ ∈ Γinv

выполнено равенство

ω(θ)ϕ = (−1)∂ϕ
∑

k

ϕkω(θ ◦ ck) (4.10)

или, эквивалентно,
ϕω(θ) = (−1)∂ϕ

∑

k

ω(θ ◦ κ−1(ck))ϕk. (4.10′)

Сформулируем основные свойства регулярных связностей.

Теорема 4.6 (см. [11]). Пусть ω—регулярная связность.
(i) Для любой горизонтальной дифференциальной формы ϕ на расслоении выполняется ра-

венство
Dω(ϕ∗) = Dω(ϕ)∗.

(ii) Для любых ϕ,ψ ∈ hor(P ) выполняется равенство

Dω(ϕψ) = dω(ϕ)ψ + (−1)∂ϕDω(ψ).

Таким образом, отображение Dω|hor(P ) является эрмитовым антидифференцированием
алгебры hor(P ).

(iii) Для любой горизонтальной дифференциальной формы ϕ на расслоении P и любого
a ∈ ker ε выполняется равенство

R̃ω(a)ϕ =
∑

k

ϕkR̃ω(ack) (4.11)

или, эквивалентно,
ϕR̃ω(a) =

∑

k

R̃ω(aκ−1(ck))ϕk. (4.11′)

(iv) Для любой тензориальной формы λ на P независимо от выбора сечения ι выполняется
равенство

[λ, ω]q = −
{
〈λ, ω〉 − (−1)∂λ〈ω, λ〉

}
.

В частности, обобщенное тожество Бьянки (4.8) принимает вид

Dω(Rω) = 〈ω, 〈ω, ω〉〉 − 〈〈ω, ω〉, ω〉,
а композиция Dω c отображением R̃ω равна нулю.

Если, кроме того, связность ω мультипликативна, то справедливы следующие утверждения.
(v) Отображение mω является изоморфизмом ∗-алгебр.
(vi) Горизонтальное проектирование hω является гомоморфизмом ∗-алгебр, а для любых двух

дифференциальных форм α, β ∈ Ω(P ) выполняется равенство

Dω(αβ) = Dω(α)hω(β) + (−1)∂αhω(α)Dω(β).

(vii) Отображения hω и Dω эрмитовы, т.е. для любой формы α ∈ Ω(P ) имеем

hω(α∗) = hω(α)∗, Dω(α∗) = Dω(α)∗.
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(viii) Форма кривизны связности ω корректно определена, а для любой горизонтальной диф-
ференциальной формы ϕ на P и любого θ ∈ Γinv выполняется равенство

Rω(θ)ϕ =
∑

k

ϕkRω(θ ◦ ck) (4.12)

или, эквивалентно,
ϕRω(θ) =

∑

k

Rω(θ ◦ κ−1(ck))ϕk. (4.12′)

(ix) Тождество Бьянки (4.8) принимает классический вид

Dω(Rω) = 0. (4.13)

Наконец, если хотя одна регулярная связность на P мультипликативна, то и все остальные
регулярные связности на P тоже мультипликативны.

Пусть на P существуют регулярные связности. Фиксируем одну из таких связностей ω. Будем
временно считать, что она мультипликативна (например, можно предположить, что дифференци-
альное исчисление на группе тривиально, т.е. что идеал R равен нулю). В этом случае можно
построить отображение, аналогичное классическому гомоморфизму Вейля.

Именно, пусть I⊗ ⊆ Γ⊗
inv —пространство 
⊗-инвариантных элементов в Γ⊗

inv. Обозначим через
R⊗
ω : Γ⊗

inv → hor(P ) отображение, заданное формулой

R⊗
ω (θ1 ⊗ . . .⊗ θn) = Rω(θ1) · · ·Rω(θn).

Теорема 4.7 (см. [9, 11]). Пусть θ̃ =
∑
i
θ1
i ⊗ . . .⊗ θni ∈ I⊗ — произвольный элемент. Тогда

(i) R⊗
ω (θ̃) ∈ Ω(M);

(ii) dM(R⊗
ω (θ̃) = 0;

(iii) класс когомологий [R⊗
ω (θ̃)] ∈ H2n(Ω(M)) не зависит от выбора регулярной связности ω.

Доказательство. Доказательство теоремы 4.7 копирует классические рассуждения теории
Чженя—Вейля (см., например, [3]).

Первое утверждение теоремы очевидно, так как форма кривизны связности— эквивариантное
отображение. Далее воспользуемся тем фактом, что на Ω(M) ковариантное дифференцирование
совпадает с дифференциалом dM; тогда

dM(R⊗
ω (θ̃)) = Dω(R⊗

ω (θ̃)) =
∑

i

{Dω(Rω(θ1
i )) · · ·Rω(θni ) + · · ·+Rω(θ1

i ) · · ·Dω(Rω(θni ))} = 0.

Мы воспользовались тем обстоятельством, что Dω —антидифференцирование алгебры hor(P ), а
также тождеством Бьянки (4.13).

Пусть ω′ —другая регулярная мультипликативная связность. Положим

ωt = ω + t(ω′ − ω), t ∈ [0; 1].

Для любого t ∈ [0; 1] псевдотензориальная форма ωt является регулярной мультипликативной
связностью на P , причем ω0 = ω, ω1 = ω′. Имеем

d

dt
Rωt =

d

dt
[dωt − 〈ωt, ωt〉] = dϕ− 〈ϕ, ω〉 − 〈ω, ϕ〉 − 2t〈ϕ,ϕ〉 =

= dϕ− 〈ω + tϕ, ω + tϕ〉 = Dωt(ϕ),

где ϕ = ω′ − ω (см. теорему 4.6). Поэтому

d

dt
(R⊗

ωt
(θ̃)) =

∑

i

{
(Dωt(ϕ))(θ1

i )Rωt(θ
2
i ) · · ·Rωt(θ

n
i ) + · · ·+

+Rωt(θ
1
i ) · · ·Rωt(θ

(n−1)
i )(Dωt(ϕ))(θni )

}
=

= Dωt

(∑

i

{
ϕ(θ1

i )Rωt(θ
2
i ) · · ·Rωt(θ

n
i ) + · · ·+
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+Rωt(θ
1
i ) · · ·Rωt(θ

(n−1)
i )ϕ(θni )

})
= dM(ψt(θ̃)),

где

ψt(θ̃) =
∑

i

{
ϕ(θ1

i ) · · ·Rωt(θ
n
i ) + · · ·+Rωt(θ

1
i ) · · ·ϕ(θni )

}
.

Интегрируя последнее равенство по t от 0 до 1 получаем

Rω′(θ̃) = Rω(θ̃) + dM
( 1∫

0

ψt(θ̃)
)
.

Теорема доказана.

Сделаем несколько замечаний относительно образа и области определения отображения R⊗
ω .

Во-первых, в силу коммутационных соотношений (4.12), (4.12′) элемент R⊗
ω (θ̃) для любого θ̃ ∈ I⊗

лежит в градуированном центре Z(Ω(M)) алгебры Ω(M), являющемся градуированной дифферен-
циальной ∗-подалгеброй в Ω(M). Более того, из рассуждений, использованных при доказательстве
утверждения (iii), видно, что класс когомологий [R⊗

ω (θ̃)] ∈ Z(Ω(M)) корректно определен.
Во-вторых, пусть σ : Γ⊗2

inv → Γ⊗2
inv —оператор «некоммутативной перестановки»:

σ(θ ⊗ η) =
∑

l

ηl ⊗ θ ◦ dl,

где θ, η ∈ Γinv,
∑
l

ηl ⊗ dl = 
(η). Из тех же соотношений (4.12), (4.12′) следует, что

R⊗
ω σ(θ ⊗ η) = R⊗

ω (θ ⊗ η),
а значит, в качестве области определения отображения R⊗

ω можно взять I(Σ) —образ I⊗ при
естественной проекции на Σ = Γ⊗

inv

/〈Im(id−σ)〉— «алгебру полиномиальных функций на алгебре
Ли квантовой группы».

Наконец, если регулярная связность ω не является мультипликативной (а следовательно, на
расслоении P вообще нет регулярных мультипликативных связностей), то вместо отображения
R⊗
ω надо рассматривать аналогичное отображение

R̃⊗
ω : (ker ε)⊗inv → hor(P ),

где (ker ε)⊗inv —множество ad⊗-инвариантных элементов,

ad : A → A⊗A, ad(a) =
∑

(a)

a(2) ⊗ κ(a(1))a(3)

—присоединенное действие квантовой группы на себе. Очевидно, что ad(ker(ε)) ⊆ ker ε⊗A.
Следующая теорема является несложной переформулировкой теоремы 4.7.

Теорема 4.8. Образ отображения R̃⊗
ω лежит в пространстве замкнутых форм в Ω(M).

Соответствующие классы когомологий не зависят от выбора регулярной связности.

Кроме того, из коммутационных соотношений (4.11) и (4.11′) следует, что на самом деле образ
отображения R̃⊗

ω лежит в Z(Ω(M)) и что

R̃⊗
ω σ̃(a⊗ b) = R̃⊗

ω (a⊗ b),
где

σ̃(a⊗ b) =
∑

(b)

b(2) ⊗ aκ(b(1))b(3).

Обозначим факторалгебру, соответствующую перестановке σ̃, через Σ̃, а проекцию (ker ε)⊗inv при
отображении (ker ε)⊗ → Σ̃ —через I(Σ̃).
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Определение 4.7. Отображение

W : I(Σ)→ H∗(Z(Ω(M))), W (pr(θ̃)) = [R⊗
ω (θ̃)],

где ω—произвольная регулярная мультипликативная связность на P , а pr : I⊗ → I(Σ) — есте-
ственная проекция, будем называть гомоморфизмом Вейля. Очевидно, это отображение является
гомоморфизмом градуированных ∗-алгебр.

Аналогично, отображение

W̃ : I(Σ̃)→ H∗(Z(Ω(M))), W̃ (pr(ã)) = [R̃⊗
ω (ã)],

где ω—произвольная регулярная связность на P , будем называть обобщенным гомоморфизмом
Вейля.

Ниже будем обычно рассматривать W и W̃ как отображения соответствующих подалгебр в Γ⊗
inv

и (ker ε)⊗.

5. ВЕКТОРНЫЕ РАССЛОЕНИЯ И КЛАССЫ ЧЖЕНЯ

Пусть P = (B, F ) —квантовое главное расслоение с базой M и структурной группой A. Пусть
u = (ũ,Hu) —представление квантовой группы A.

Дадим определение векторного расслоения, ассоциированного с P при помощи представления u.

Определение 5.1. Векторным расслоением, ассоциированным с главным квантовым расслоени-
ем P при помощи представления u, называется пространство морфизмов представлений

Mor(u, F ) =
{
A ∈ HomC(Hu,B)

∣∣∣ F ◦A = (A⊗ id)Δu

}
.

Будем обозначать это пространство Eu.
Вообще, еслиM, N — произвольные правые A-комодули, то

Mor(M,N ) def=
{
A ∈ HomC(M,N )

∣∣∣ ΔN ◦A = (A⊗ id)ΔM
}
. (5.1)

Заметим, что очевидные формулы

(A ·m)(e) = A(e)m, (m ·A)(e) = mA(e), m ∈M, A ∈ Eu, e ∈ Hu,

задают на Eu структуруM-бимодуля.
Сформулируем основные свойства ассоциированных векторных расслоений.

Теорема 5.1 (см. [11]). (i) Для любого представления u пространство Eu является нену-
левым бимодулем над M, причем бимодуль Eu проективен и как левый, и как правый
модуль надM.

(ii) E∅ =M.
(iii) Для любых двух представлений u и v имеем

Eu⊕v = Eu ⊕ Ev, Eu×v = Eu ⊗M Ev;
причем второй изоморфизм задается умножением в B:

(
θuv(ϕ⊗ ψ)

)
(x⊗ y) = ϕ(x)ψ(y),

где x ∈ Hu, y ∈ Hv, ϕ ∈ Eu, ψ ∈ Ev.
(iv) Существует антиизоморфизм M-бимодулей �u : Eu → Eū, определяемый при помощи

диаграммы

Hu
ϕ−−−−→ B

ju

⏐⏐�
⏐⏐�∗

H∗
u

�uϕ−−−−→ B
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(v) Любой морфизм представлений f ∈ Mor(u, v) индуцирует обратное отображение би-
модулей f∗ : Ev → Eu; в частности, отображения γu, γu, Iu, Iu индуцируют (в свете
отожествлений п. (iii) вложения бимодулей

γu∗ :M→ Eū ⊗M Eu, γ∗u :M→ Eu ⊗M Eū
и спаривания

〈 〉+u : Eu ⊗M Eū →M, 〈 〉−u : Eū ⊗M Eu →M.

Явные выражения для ϕ ∈ Eu и ψ ∈ Eū имеют вид

〈ϕ,ψ〉+u =
nu∑

i=1

ϕ(ei)ψ(e∗i ), (5.2)

〈ψ,ϕ〉−u =
nu∑

i,j=1

[C−1
u ]jiψ(e∗i )ϕ(ej). (5.3)

(vi) Алгебра B разлагается в прямую суммуM-бимодулей

B =
∑⊕

α∈T
Bα,

где T —множество всех неприводимых представлений квантовой группы A, Bα ∼= Eα⊗Hα.

Заметим, что из свойств (iv) и (v) следует, что формулы

(x, y)+ = 〈x, �u(y)〉+u , (x, y)− = 〈�u(y), x〉−u
задают на Eu � x, y невырожденные полуторалинейные спаривания (как левого и правого M-
модуля соответственно). Кроме того, если элементы μk ∈ Eū, νk ∈ Eu таковы, что

γu∗ (1) =
∑

k

μk ⊗ νk,

то выполняется равенство ∑

k

μk(e∗i )νk(ej) = δij · 1. (5.4)

В самом деле, из определений и сделанных отождествлений следует, что
∑

k

μk(e∗i )νk(ej) =
(∑

k

μk ⊗ νk
)
(e∗i ⊗ ej) =

=
(
γu∗ (1)

)
(e∗i ⊗ ej) = (γu(e∗i ⊗ ej)) · 1 = e∗i (ej) · 1 = δij · 1.

Теперь мы можем доказать последнее утверждение предложения 2.1: квантовая группа A′ сво-
бодно действует на пространстве B �A A.
Доказательство. Как известно (см. раздел 1), любая квантовая группа A′ как векторное про-
странство распадается в прямую сумму подпространств H̃α′ , порожденных матричными элемента-
ми (uα

′
i′j′)i′,j′=1,...,nα′ всевозможных неэквивалентных неприводимых представлений α′ ∈ T ′ группы

A′. При этом все такие элементы линейно независимы. Заметим, что в силу формулы

φ′(uα
′
i′j′) =

∑

k′
uα

′
i′k′ ⊗ uα

′
k′j′

пространство H̃α′ является бикомодулем над A′.
Пусть Hα′ —пространство представления α′ и ei′ , i = 1, . . . , nα′ , — ортогональный базис в Hα′

такой, что
Δα′(ei′) =

∑

k′
ek′ ⊗ uα′

k′i′ .

Очевидно, что формула

α′Δ(ei′) =
∑

k′
uα

′
i′k′ ⊗ ek′
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задает на пространстве Hα′ структуру левого A′-комодуля. Этот комодуль будем обозначать H

α′ .

Следующее утверждение очевидно.

Лемма 5.2. H̃α′ ∼= H

α′ ⊗Hα′ как бикомодуль над A′. Изоморфизм задается формулой

ei′ ⊗ ej′ 	→ uα
′
i′j′ .

Пусть f : A′ → A— гомоморфизм квантовых групп. Формулы

ΔA
α′(ei′) =

∑

k′
ek′ ⊗ f(uα

′
k′i′), α′ΔA(ei′) =

∑

k′
f(uα

′
i′k′)⊗ ek′

определяют на Hα′ структуру левого (соответственно, правого) комодуля над A; иначе говоря,
пространство Hα′ становится пространством некоторого (возможно, приводимого) представления
группы A. Ясно, что если

Hα′ =
∑⊕

σ∈S(α′)

Hσ

—разложение пространства Hα′ в прямую сумму неприводимых представлений A относительно
кодействия ∇A

α′ , то

H

α′ =

∑⊕

σ∈S(α′)

H

σ .

Воспользуемся теперь результатами п. (vi) теоремы 5.1:

B �A A′ =
(∑⊕

α∈T
Eα ⊗Hα

)
�A

(∑⊕

α∈T ′
H̃α′

)
=

=
(∑⊕

α∈T
Eα ⊗Hα

)
�A

(∑⊕

α∈T ′
H

α′ ⊗Hα′

)
=

=
(∑⊕

α∈T
Eα ⊗Hα

)
�A

⎛

⎝
∑⊕

α∈T ′

( ∑⊕

σ∈S(α′)

H

σ

)
⊗Hα′

⎞

⎠ =

=
∑⊕

α∈T ,α′∈T ′
Eα ⊗

( ∑⊕

σ∈S(α′)

Hα �A H


σ

)
⊗Hα′ .

Лемма 5.3.

Hα �A H


β =

{
C при α = β,

0 при α �= β.

Доказательство. Пусть eαi , i = 1, . . . , nα, e
β
j , j = 1, . . . , nβ, — базисы в пространствах Hα, Hβ, в

которых правое действие квантовой группы задается формулой (1.16). Рассмотрим произвольный
элемент ∑

i,j

Cije
α
i ⊗ eβj ∈ Hα �A H



β ⊆ Hα ⊗Hβ.

Согласно определению тензорного произведения над коалгеброй должно быть выполнено следую-
щее равенство: ∑

i,j,k

Cije
α
k ⊗ uαki ⊗ eβi =

∑

i,j,l

Cije
α
i ⊗ uβjl ⊗ eβl .

Сравнивая коэффициенты при eαn ⊗ eβm, получаем
∑

i

Cimu
α
ni =

∑

j

Cniu
β
jm.

Так как все элементы uαij и uβkl линейно независимы, то α = β и коэффициенты при uαij слева и
справа совпадают. Поэтому δniCjm = δmiCni для любых i, j,m, n = 1, . . . , nα, откуда Cij = Cδij ,
C ∈ C.
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Итак,

B �A A′ =
∑⊕

α′∈T ′

( ∑⊕

σ∈S(α′)

Eσ
)
⊗Hα′ =

∑⊕

α′∈T ′
Eα′ ⊗Hα′ ,

где Eα′ =
∑⊕

σ∈S(α′)
Eσ. Ясно, что если uα′ —представление квантовой группы A на пространстве Hα′ ,

описываемое кодействием ΔA
α′ , то Eα′ = Euα′ .

Теперь можно найти такие элементы pk, qk ∈ B�AA′, что X
(∑

k

pk ⊗ qk
)

= 1⊗a′ для произволь-

ного a′ ∈ A′. В самом деле, можно считать, что a′ = uα
′
i′j′ для некоторых α′ ∈ T ′, i′, j′ = 1, . . . , nα′ .

Пусть элементы μ′k ∈ Eūα′ и ν ′k ∈ Euα′ определяются формулой

γ
uα′
∗ (1) =

∑

k

μ′k ⊗ ν ′k.

Возьмем

pk =
∑

l′
μ′k(e

∗
l′)⊗ κ(uα

′
i′l′), qk =

∑

m′
ν ′k(em′)⊗ uα′

m′j′ .

Очевидно, pk, qk ∈ B �A A′. Имеем

X(pk ⊗ qk) =
∑

k

{(∑

l′
μ′k(e

∗
l′)⊗ κ(uα

′
i′l′)

)(∑

m′,n′
ν ′k(em′)⊗ uα′

m′n′ ⊗ uα′
n′j′

)}
=

=
∑

k,l′,m′,n′
μ′k(e

∗
l′)ν

′
k(em′)⊗ κ(uα′

i′l′)u
α′
m′n′ ⊗ uα′

n′j′ =

=
∑

m′,n′
1⊗ κ(uα′

i′m′)uα
′
m′n′ ⊗ uα′

n′j′ = 1⊗ 1⊗ uα′
i′j′ .

Здесь использованы формулы (5.4) и
∑

m′
κ(uα

′
i′m′)uα

′
m′j′ = δi′j′ · 1.

Теорема доказана.

Таким образом, ясно, что структура ассоциированных векторных расслоений тесно связана со
структурой главного расслоения. В самом деле, главное расслоение можно восстановить по мно-
жеству ассоциированных векторных расслоений. Именно, пусть R(G) —категория конечномерных
представлений квантовой группы G. Пусть M—некоторая ассоциативная унитальная ∗-алгебра,
Φ(M) —категорияM-бимодулей, конечнопорожденных и проективных и как левые, и как правые
M-модули. В качестве морфизмов категории R(G) мы будем рассматривать не только линейные, но
и антилинейные морфизмы представлений. Под антилинейным морфизмом понимается такое анти-
линейное отображение гильбертовых пространств f : Hu → Hv, что Δvf = (f ⊗ ∗)Δu. Множество
антилинейных морфизмов представлений будем обозначать M̄(u, v). Тогда

MorR(G)(u, v) = Mor(u, v)⊕ M̄(u, v).

Аналогично, морфизмами в категории Φ(M) будем считать не только гомоморфизмы бимодулей,
но и антигомоморфизмы, т.е. такие отображения ϕ, что ϕ(mp) = ϕ(p)m∗ (m ∈ M, p—элемент
бимодуля) и наоборот. Таким образом, категории R(G) и Φ(M) становятся Z2-градуированными.

Пусть, как обычно, × обозначает тензорное произведение представлений в R(G). Будем гово-
рить, что функтор градуированных категорий ρ : R(G) → Φ(M) мультипликативен, если суще-
ствует естественная эквивалентность θ функторов (· ⊗M ·)(ρ, ρ) и ρ(· × ·) такая, что для любых
трех представлений u, v, w ∈ R(G) выполнено равенство

θu×v,w(θuv ⊗ id) = θu,v×w(id⊗θvw).
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Теорема 5.4 (см. [12]). Для любого квантового главного расслоения с базой M соответ-
ствие R(G) � u

ρ	→ Eu определяет мультипликативный функтор градуированных категорий
ρ : R(G)→ Φ(M). Наоборот, для любого мультипликативного функтора ρ : R(G)→ Φ(M) су-
ществует единственное главное квантовое расслоение с базой M и структурной квантовой
группой G такое, что ρ(u) = Eu.

Теорема 5.4 позволяет описывать главные расслоения, если категория R(G) достаточно простая.
Приведем примеры.

Пример 5.1. G = U(1). Главные U(1)-расслоения с базойM однозначно определяются бимоду-
лем E над M, конечно порожденным и проективным и как левый, и как правый модуль над M.
При этом должны быть определены отображения бимодулей

μ : E ⊗M Ē → M, μ̄ : Ē ⊗M E →M,

для которых

μ⊗ id = id⊗μ̄, μ̄⊗ id = id⊗μ.
Здесь Ē — сопряженный бимодуль, т.е. E = Ē как векторные пространства, а умножение в Ē
определяется формулами

m ◦ e = em∗, e ◦m = m∗e.

Пример 5.2. Другая квантовая группа, категория представлений которой устроена достаточно
просто, — универсальная матричная псевдогруппа UF (n) (см. раздел 1). Представления этой кван-
товой группы взаимно однозначно соответствуют словам из u, ū, где u—фундаментальное пред-
ставление, ū— его сопряжение, F —канонический морфизм F : Hu → Hu. Морфизмы в категории
представлений этой квантовой группы порождены сопряжениями {ju, jū}, спариваниями {γu, γu}
и вложениями единичных операторов {Iu, Iu}, удовлетворяющими соотношениям, описанным в
начале раздела.

Главные квантовые расслоения с такой структурной группой однозначно соответствуют парам
антиизоморфныхM-бимодулей Eu, Eū, для которых определены спаривания {〈 〉+u , 〈 〉−u } и вложения
{γ∗u, γu∗ }.

В частности, для любого главного квантового расслоения P любая пара ассоциированных век-
торных расслоений Eu, Eū, соответствующих сопряженным представлениям u, ū, удовлетворяет
всем описанным требованиям и, следовательно, определяет некоторое главное квантовое расслое-
ние со структурной группой UCu(nu).

Точно так же, как и ассоциированные векторные расслоения Eu, можно определить пространства
Eu-значных дифференциальных форм на базе. Именно, положим

Fu = Mor(u, F∧).

Теорема 5.5 (свойства пространств Fu; см. [11, 12]). (i) Для любого u, Fu— градуирован-
ный бимодуль над градуированной алгеброй Ω(M).

(ii) F∅ = Ω(M).
(iii) Умножение на элементы из Ω(M) задает изоморфизмы

Eu ⊗M Ω(M) ∼= Fu ∼= Ω(M)⊗M Eu.
(iv) Пусть σu : Eu ⊗M Ω(M) → Ω(M) ⊗M Eu— сквозной изоморфизм, m—умножение в M.

Тогда
σu(id⊗m) = (m⊗ id)(id⊗σu)(σu ⊗ id).

(v) Для любых представлений u и v имеем

(id⊗θuv)σu×v = (σu ⊗ id)(id⊗σv)(θuv ⊗ id),

где θuv : Eu ⊗M Ev → Eu×v —изоморфизм, описанный выше.
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(vi) Следующие две диаграммы коммутативны:

Eu ⊗M Ω(M) σu−−−−→ Ω(M)⊗M Eu
f∗⊗id

⏐⏐�
⏐⏐�id⊗f∗

Ev ⊗M Ω(M) σv−−−−→ Ω(M)⊗M Ev

,

Eu ⊗M Ω(M) σu−−−−→ Ω(M)⊗M Eu
[�u,∗]

⏐⏐�
⏐⏐�[∗,�u]

Ω(M)⊗M Eū σū−−−−→ Eū ⊗M Ω(M)

,

где f : Hv → Hu—морфизм представлений и [a, b](x⊗y) def= b(y)⊗a(x) (заметим, что тем
самым определены морфизм градуированных бимодулей f̂∗ и антиизоморфизм градуиро-
ванных бимодулей �̂u).

(vii) Алгебра hor(P ) распадается в прямую сумму

hor(P ) =
∑⊕

α∈T
Hα, Hα ∼= Fα ⊗Hα,

поэтому
Ω(M)⊗M B ∼= hor(P ) ∼= B ⊗M Ω(M). (5.5)

(viii) Наоборот, если задана система градуированных бимодулей Fα, α ∈ T , над Ω(M), удовле-
творяющая условиям (i)–(vi), то по ним однозначно восстанавливается алгебра hor(P ).

Определим теперь «канонический след» произвольного градуированного автоморфизма A : Fu →
Fu градуированного бимодуля Fu, для чего рассмотрим диаграмму

Eū ⊗M Eu id⊗A−−−−→ Eū ⊗M Eu ⊗M Ω(M)

γu∗

'⏐⏐
⏐⏐�〈 〉−u ⊗id

M = E∅

t̃rM(A)−−−−−→ M⊗M Ω(M) = Ω(M)

. (5.6)

В этой диаграмме t̃rM(A) —морфизм градуированных бимодулей, восстанавливаемый при помощи
диаграммы. Ясно, что морфизм t̃rM(A) однозначно определяется своим значением на единице

trM(A) def= t̃rM(A)(1),

причем, так как t̃rM(A) —морфизм бимодулей, то trM ∈ Z(Ω(M)). Очевидно,

trM(A⊕B) = trM(A) + trM(B).

Исследуем теперь поведение отображения trM относительно композиции морфизмов.

Лемма 5.6. Спаривания 〈 〉+u (соответственно, 〈 〉−u ) индуцируют изоморфизм простран-
ства Eū как левого (соответственно, правого) модуля над M с пространством левых
(соответственно, правых) модульных морфизмов Eu →M.

Доказательство. Докажем первое утверждение; второе доказывается аналогично. То факт, что
спаривание 〈 〉+u индуцирует морфизм указанных градуированных модулей, очевиден. Из равенства

∑

k

μk〈νk, ψ〉+u = ψ,

где, как обычно
∑
k

μk ⊗ νk = γu∗ , следует, что этот морфизм (будем его обозначать χ+
u ) инъек-

тивен. Чтобы доказать это равенство, достаточно применить правую и левую часть к вектору e∗l
и воспользоваться равенствами (5.2) и (5.4). Пусть ϕ : Eu → M—произвольное M-линейное
отображение. Рассмотрим элемент ψ =

∑
k

μkϕ(νk) ∈ Eū. Имеем:

[
χ+
u (ψ)

]
(ξ) = 〈ξ, ψ〉+u =

∑

k

〈ξ, μkϕ(νk)〉+u =
∑

k

〈ξ, μk〉+u ϕ(νk) =
∑

k

ϕ
[〈ξ, μk〉+u νk

]
= ϕ(ξ)

для любого ξ ∈ Eu, т.е. χ+
u —эпиморфное отображение.
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Из леммы 5.6 ясно, что для любого градуированного автоморфизма A : Fu → Fu формулы

〈A⊥ϕ, x〉−u = 〈ϕ,Ax〉−u , 〈x,A
ϕ〉+u = 〈Ax,ϕ〉+u
задают градуированные автоморфизмы A⊥, A
 : Fū → Fū сопряженного бимодуля (здесь 〈 〉−u ,
〈 〉+u — спаривания градуированных бимодулей Fu и Fū, построенные по морфизмам представлений
Iu, I

u, см. теорему 5.5).

Определение 5.2. Автоморфизм A бимодуля Fu называется транспонируемым, если A⊥ = A
.

Прежде чем мы сформулируем следующее утверждение, заметим, что диаграмма (5.6) позволяет
определить канонический след даже в том случае, если отображение A сохраняет только структуру
левого модуля. Конечно, в этом случае след уже не обязан быть элементом центра алгебры Ω(M).

Предложение 5.7 (см. [9]). Если автоморфизм B бимодуля Fu—транспонируемый, то для
любого морфизма A левых градуированных модулей имеем

trM(AB) = (−1)∂A∂B trM(BA). (5.7)

Доказательство. В силу леммы 5.6 можно считать, что A = ϕ ⊗ x, где ϕ ∈ Eū, x ∈ Fu. Тогда
BA = ϕ⊗B(x), (−1)∂A∂BAB = B
(ϕ)⊗ x и, следовательно,

trM(BA− (−1)∂A∂BAB) = 〈ϕ,B(x)〉−u − 〈B
(ϕ), x〉−u = 0

в силу транспонируемости B.

Пусть D : Fu → Fu —отображение градуированных пространств степени 1. Будем говорить,
что D—дифференцирование градуированного модуля Fu, если для любых ψ ∈ Fu, α ∈ Ω(M)
выполняются равенства

D(ψα) = D(ψ)α+ (−1)∂ψψdM(α),

D(αψ) = dM(α)ψ + (−1)∂ααD(ψ).

Для произвольного дифференцирования D модуля Fu формулы

dM〈ϕ,ψ〉−u = 〈D⊥(ϕ), ψ〉−u + (−1)∂ϕ〈ϕ,D(ψ)〉−u ,
dM〈ψ,ϕ〉+u = 〈D(ψ), ϕ〉+u + (−1)∂ψ〈ψ,D
(ϕ)〉+u

однозначно определяют дифференцирования D⊥, D
 сопряженного модуля Fū (опять использована
лемма 5.6).

Определение 5.3. Дифференцирование D называется транспонируемым, если D⊥ = D
.

В качестве примера транспонируемого дифференцирования можно, прежде всего, привести отоб-
ражение Dω,u : Fu → Fu, индуцированное ковариантной производной, ассоциированной с про-
извольной регулярной связностью ω на P . Это отображение отправляет морфизм ϕ ∈ Fu =
Mor(u, F∧) в композицию Dω ◦ ϕ. В силу диаграммы (4.6) эта композиция также принадлежит
Fu. Очевидно, что оба дифференцирования (Dω,u)
 и (Dω,u)⊥ равны Dω,ū.

Пусть A—произвольный автоморфизм бимодуля Fu, D—произвольное диффернцирование. За-
метим, что отображение

∇(A) = DA− (−1)∂AAD : Fu → Fu
также является морфизмом бимодулей.

Предложение 5.8. Если дифференнцирование D транспонируемо, то для любого A имеем

trM(∇(A)) = dM(trM(A)). (5.8)

Доказательство. Воспользуемся леммой 5.6. Можно считать, что A = ϕ⊗ x; тогда
DA = D
(ϕ)⊗ x, (−1)∂aAD = −(−1)∂ϕϕ⊗D(x)

и поэтому

dM(trM(A)) = dM〈ϕ, x〉−u = 〈D
(ϕ), x〉−u + (−1)∂ϕ〈ϕ,D(x)〉−u =
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= trM(DA− (−1)∂AAD) = trM(∇(A)).

Предложение 5.8 доказано.

Фиксируем представление квантовой группы u ∈ R(G). Для произвольного z ∈ Z(Ω(M)) и
транспонируемого дифференцирования D : Fu → Fu положим

Θn(z,D) def= trM(zD2n) ∈ Z(Ω(M)).

Теорема 5.9. (i) dMΘn(z,D) = Θn(dMz,D). В частности, если dMz = 0, то имеем также
dMΘn(z,D) = 0.

(ii) Если dMz = 0, то класс когомологий [Θn(z,D)] ∈ H2n+∂z(Z(Ω(M))) не зависит от выбора
транспонируемого дифференцирования D (и от выбора элемента в классе когомологий
[z]).

Доказательство. Утверждение (i) следует из (5.8). Докажем (ii). Пусть dMz = 0 и D′ —другое
транспонируемое дифференцирование. Положим D′ − D = S : Fu → Fu и определим семейство
транспонируемых дифференцирований Dt, t ∈ [0; 1], D0 = D, D1 = D′ при помощи формулы

Dt = D + tS, t ∈ [0; 1].

Имеем

d

dt
Θn(z,Dt) =

d

dt
trM(zD2n

t ) =
2n∑

i=1

trM(zDi−1
t SD2n−1

t ) =

= trM(DtX − (−1)∂XXDt) = dM(trM(X)),

где

X =
n∑

i=1

D2i−1
t SD2n−2i

t z

(здесь z рассматривается как бимодульный морфизм z : Fu → Fu.) Интегрируя по t от 0 до
1, получаем, что классы когомологий [Θn(z,D)] и [Θn(z,D′)] совпадают. Тот факт, что выбор
элемента в классе [z] также не влияет на класс [Θn(z,D)], следует из (i).

Следствие 5.10. Для каждого целого n � 1 и каждого векторного расслоения Eu, ассо-
циированного с главным квантовым расслоением P при помощи такого представления u,
что существуют транспонируемые дифференцирования D модуля Fu, определены классы
θun ∈ H2n(Z(Ω(M))), θun = [Θn(1, D)]. В частности, если на P существуют регулярные связно-
сти, то классы θun определены для всех u ∈ R(G).

Напомним, что в случае, когда на P существуют регулярные связности, в разделе 4 были опре-
делены характеристические классы расслоения P при помощи обобщенного гомоморфизма Вейля
W̃ , принимающего значения также в H2∗(Z(Ω(M))). Связь между этими характеристическими
классами и классами θun ассоциированных векторных расслоений устанавливается следующим об-
разом.

Прежде всего, заметим, что на матричном элементе uij представления u присоединенное дей-
ствие ad задается формулой

ad(uij) =
nu∑

k,l=1

ukl ⊗ κ(uik)ulj .

Следовательно, пространство H̃u инвариантно относительно этого кодействия. Более того, пред-
ставление ad|H̃u

изоморфно тензорному произведению Hū⊗Hu (изоморфизм задается соответстви-
ем e∗i ⊗ ej 	→ uij). Так как Iu : C→ Hū ⊗Hu —морфизм представлений, то можно заключить, что
образ сквозного отображения C → H̃u —элемент a(u) = tr(C−1

u ũ) — ad-инвариантен (ũ = (uij) —
матрица представления u).
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Для любого n � 1 положим

ãn(u) =
∑

(a)

(
a(1)(u)− ε(a(1)(u)

)
⊗ . . .⊗

(
a(n)(u)− ε(a(n)(u))

)
,

где ∑

(a)

a(1)(u)⊗ · · · ⊗ a(n)(u) = φn−1(a(u))

и φn определяется по индукции:

φ1 = φ, φn = (φ⊗ id⊗ . . .⊗ id︸ ︷︷ ︸
n− 1 раз

)φn−1.

Очевидно, ãn(u) ∈ (ker ε)⊗inv.

Предложение 5.11. θun = W̃ (ãn(u)).

Доказательство. Это прямое следствие формул (4.9), (5.3) и (5.4).

В заключение главы 1 сформулируем еще два принадлежащих М. Джорджевичу утверждения,
которые описывают связь между дифференцированиями модулей Fu и регулярными связностями
на P .

Теорема 5.12. (i) Пусть {Du}u∈R(G) —такой набор дифференцирований модулей Fu, что
выполнены следующие условия:

Du×v(ϕ⊗ ψ) = Du(ϕ)ψ + (−1)∂ϕϕDv(ψ),
D∅ = dM, Dū�u = �uDu, Duf∗ = f∗Dv

для любых u, v ∈ R(G), ϕ ∈ Fu, ψ ∈ Fv, f ∈ Mor(u, v) (здесь использован изоморфизм
Fu ⊗Ω(M) Fv ∼= Fu×v). Тогда существует (единственное) дифференцирование D алгебры
hor(P ) такое, что (D ⊗ id)F∧ = F∧D, индуцирующее на любом модуле Fu дифференци-
рование Du.

(ii) Пусть horP —произвольная градуированная ∗-алгебра такая, что hor0P = B. Предполо-
жим, что на horP задано правое кодействие квантовой группы FP : horP → horP ⊗ A,
совпадающее на B с F . Пусть на ∗-подалгебре Ω(M) = F−1

P (horP ⊗ A) задан дифферен-
циал dM, удовлетворяющий всем свойствам дифференциалов ∗-алгебр. Обозначим через
der(P ) аффинное пространство линейных отображений D : horP → horP таких, что

D(hor∗P ) ⊆ hor∗+1
P , D(ψ∗) = D(ψ)∗, D|Ω(M) = dM,

FPD = (D ⊗ id)FP , D(ϕψ) = D(ϕ)ψ + (−1)∂ϕϕD(ψ).

Тогда для любого подпространства L ⊆ der(P ) существуют такие дифференциальные
исчисления Γ∧ на A и Ω(P ) = Ω(P,Γ∧) на P , что horP совпадает с алгеброй гори-
зонтальных дифференциальных форм на P и все D ∈ L задаются как ковариантные
дифференцирования, построенные по регулярным связностям на P .

ГЛАВА 2

ЛОКАЛЬНО ТРИВИАЛЬНАЯ И КАРТАНОВСКАЯ ТЕОРИЯ

В этой главе описывается модификация общей теории из главы 1, если в качестве дифференциаль-
ного исчисления на базе использовать дифференциальную градуированную алгебру, построенную
по алгебре Ли дифференцирований алгебры M. В разделе 6 разбирается случай «локально три-
виального» главного квантового расслоения над гладким многобразием. Доказывается, что в этом
случае образ обобщенного гомоморфизма Вейля W̃ (ср. раздел 4), который в этом случае можно
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определить для произвольной, не обязательно регулярной, связности состоит из характеристиче-
ских классов «классической части» расслоения P . Далее, в разделах 7 и 8 рассматривается более
общий случай, когда базой расслоения служит произвольная унитальная алгебра M. Для этого
случая построена алгебра полуклассических дифференциальных форм на расслоении P , hor∗sc(P ),
удовлетворяющая всем условиям п. (ii) теоремы 5.12. Доказывается, что понятие связности в этом
случае эквивалентно понятию «лифта дифференцирований», а теория характеристических классов
ассоциированных векторных расслоений во многом аналогична теории, развитой в [1, 2].

Основное отличие теории, рассматриваемой в данной работе, от [1, 2] состоит в том, что век-
торные расслоения, ассоциированные с некоторым главным квантовым расслоением, являются
бимодулями надM— «алгеброй функций на базе». Поэтому, например, связности на них не всегда
существуют (см. гл. 3, а также [7]). Кроме того, канонический след trM (см. раздел 5) не явля-
ется следом морфизмов правых или левых модулей в смысле указанных работ, так как условие
trM(AB) = trM(BA) выполняется, только если один из морфизмов является транспонируемым.

Таким образом, возникает много вопросов, прежде всего: как связаны характеристические клас-
сы векторных расслоений, построенные в гл. 1, с классами из работ [1,2]? Конечно, предполагается,
что дифференциальное исчисление, которое используется нами, полуклассическое. Оказывается,
например, что регулярные связности в «полуклассической теории» являются связностями в смысле
указанных работ, а формы кривизны таких связностей в смысле главы 1 и в смысле этих работ
совпадают (см. предложение 8.2).

6. ЛОКАЛЬНО ТРИВИАЛЬНЫЕ КВАНТОВЫЕ РАССЛОЕНИЯ

В случае, когда базаM = C∞(M), где M —некоторое гладкое (C∞) компактное многообразие,
можно выделить важный класс квантовых главных расслоений, называемых локально тривиаль-
ными. Дадим точное определение.

Определение 6.1 (см. [10]). Локально тривиальным квантовым главным расслоением над мно-
гообразием M с квантовой структурной группой A называется унитальная ∗-алгебра B, удовле-
творяющая следующим условиям.

1) Существует отображение F : B → B ⊗A, являющееся кодействием.
2) Существует ∗-гомоморфизм i : C∞(M)→ B.
3) Для любой точки x ∈ M существует окрестность U � x, для которой определен ∗-гомо-

морфизм πU : B → C∞(M)⊗A такой, что πU (i(f)) = f |U ⊗ 1.
4) (id⊗φ)πU = (πU ⊗ id) ◦ F .
5) Если q = i(φ)b ∈ B, где φ ∈ C∞

0 (U), то πU (q) = 0⇔ q = 0.

Заметим, что из определения 6.1, конечно, следует, что B является квантовым главным рас-
слоением со структурной группой A и базой M в обычном смысле (для доказательства того,
что выполняется условие (КГР2), достаточно рассмотреть разбиение единицы (φU )u∈U для неко-
торого конечного покрытия U). Обратное утверждение, однако, неверно: существуют квантовые
главные расслоения, базаM которых есть C∞(M) для некоторого компактного многообразия M ,
но которые при этом не являются локально тривиальными. Рассмотрим пример.

Пусть A = S1. Как указано в разделе 5, задание расслоения со структурной группой A эквива-
лентно заданию двух сопряженных модулей E , E надM и отображений спаривания

μ : E ⊗μ E →M, μ : E ⊗μ E →M.

Если M = C∞(M), то можно в качестве модуля E взять Γ(ξ), где ξ—некоторое классическое
линейное расслоение, E = Γ(ξ). Однако структуру бимодуля в E мы введем, немного исказив ее.
Пусть ε : C∞(M)→ C∞(M) — ∗-автоморфизм алгебрыM (например, индуцированный некоторым
диффеоморфизмом многообразия M). Спаривания μ и μ определим при помощи формул

μ(ψ) = Uε−1(μ0(ψ)), μ(φ) = ε(U)(μ0(ϕ)),

где ψ ∈ E ⊗μ E , ϕ ∈ E ⊗μ E , μ0, μ0 — стандартные спаривания сечений линейного расслоения ξ

с сечениями двойственного расслоения ξ, а U —функция на M такая, что U∗ = U , т.е. U —ве-
щественнозначная функция. Ясно, что если ε �= id, то полученное главное расслоение не будет
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локально тривиальным. Однако и база, и даже структурная группа этого расслоения— классиче-
ские.

Теперь вернемся к локально тривиальным расслоениям.

Теорема 6.1 (см. [10]). Любое квантовое главное расслоение со структурной группой A по-
лучается при помощи следующей конструкции из некоторого (однозначно определенного)

главного расслоения со структурной группой Gcl. Пусть Pcl
Gcl−→ M —некоторое главное рас-

слоение. Группа Gcl действует на алгебре C∞(Pcl) по правилу

(g · φ)(x) = φ(g · x);
кроме того, она действует на алгебре A по правилу

ζg(a) =
∑

g(S(a(1)))a(2).

Тогда
B = {w ∈ C∞(Pcl)⊗A | g(w) = w ∀g ∈ A} = C∞(Pcl)⊗GU

A.
Итак, после того как построено главное расслоение, нужно заняться построением дифференци-

ального исчисления (т.е. алгебры дифференциальных форм) на квантовых главных расслоениях.
Конечно, можно воспользоваться общей конструкцией, описанной в разделе 3. Однако естественно
было бы потребовать, чтобы, во-первых, алгебра Ω(M), построенная по Ω(P ), совпадала с алгеброй
классических дифференциальных форм на многообразии M , а во-вторых, чтобы ∗-алгебра Ω(P )
была локально тривиальной в естественном смысле, т.е. чтобы тривиализующие отображения πU
распространялись до отображений π∧U : Ω(P ) → Ω(M)|U ⊗ Γ∧, где Ω(M)|U = Ω(M)|U —образ
алгебры обычных дифференциальных форм на M при ограничении на U . Как показано в [10],
далеко не всякое дифференицальное исчисление Γ на квантовой группе можно использовать для
этих целей: необходимое и достаточное условие, выделяющее те Γ, которые допускают такое рас-
пространение для произвольных B, а не только тривиальных B ∼= C∞(M)⊗A (мы будем называть
такие Γ допустимыми), выражается следующей формулой:

(X ⊗ id) ad(a) = 0 ∀X ∈ lie(Acl), a ∈ R,
где lie(Acl) —алгебра Ли группы Ли Acl.

Если положить
R = {a ∈ ker ε | (X ⊗ id) ad(a) = 0 ∀X ∈ lie(Acl)},

то (см. [10]) множество R является правым ad-инвариантным идеалом в ker ε.

Определение 6.2. Минимальным допустимым дифференциальным исчислением на квантовой
группе A называется дифференциальное исчисление Γ1, соответствующее идеалу R.

Прилагательное «минимальный» в данном контексте подразумевает, что для любого другого
допустимого модуля Γ выполнено вложение RΓ ⊆ R. К сожалению, даже в случае группы SUμ(2)
пространство (Γ1)inv является бесконечномерным. Кроме того, с этим дифференциальным исчис-
лением не всегда удобно работать (например, непонятно, какие связности будут в этом случае
регулярными или мультипликативными). Поэтому нашим основным примером будет дифференци-
альное исчисление Γ = Γ0 ≈ ker ε, соответствующее нулевому идеалу R.

Замечание 6.1. Минимальное допустимое дифференциальное исчисление, как нетрудно видеть,
совпадает с построенным в разделе 1 исчислением ΓA,A (напомним, что ΓA,A = A�Acl

Ω(Gcl) �Acl

A).
Кроме того, в дальнейшем мы будем изучать образ гомоморфизма Вейля в этом случае. Теперь

он лежит в алгебре обычных когомологий де Рама многообразия M . Как указано в разделе 3, этот
(обобщенный) гомоморфизм отображает пространство ad⊗-инвариантных элементов из (ker ε)⊗ в
когомологии Hev(M,R). Но, как известно, ker ε = (Γ0)inv, так что в результате описание образа
W , данное в данном разделе для простейшего дифференциального исчисления Γ0, годится и для
образа обобщенного гомоморфизма Вейля W̃ (ниже мы подробнее остановимся на этом вопросе).

Будем использовать следующие обозначения:
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1) U = {Uα}—атлас расслоения P (т.е. набор открытых множеств Uα таких, что M =
⋃
α
Uα,

и для каждого α определен ∗-гомоморфизм πUα : P → C∞(Uα) ⊗ A). Если мы будем рабо-
тать только с компактными многообразиями M , то можно считать, что атлас U конечен (в
противном случае предполагаем, что он локально конечен).

2) Pcl — «классическая часть P» — главное расслоение со структурной группой Gcl.
3) π∧Uα

—отображения, распространяющие на Ω(P ) отображения πUα-карты расслоения.
4) {gUV }U∩V �=∅ —коцикл классической части расслоения P , т.е. U, V ∈ U и отображения gUV :

U ∩ V → Gcl такие, что
gUV gVW gWU = e

(e — единица группы Gcl).

Заметим, что в рассматриваемом случае алгебра горизонтальных форм может быть описана
по-другому. Именно,

hor(P ) = {θ ∈ Ω(P ) | π∧U (θ) ∈ Ω(U)⊗A ∀U ∈ U}.
Кроме того, можно дать и описание в локальных терминах тензориальных форм и связностей
(определения тензориальных форм и связностей см. в разделе 4).

Теорема 6.2 (см. [10]). (i) Любая тензориальная форма ϕ степени n однозначно опреде-
ляется своей локальной записью:

π∧U (ϕ(θ)) =
∑

k

ϕU (θk)⊗ ck,

где ω(θ) =
∑
k

θk ⊗ ck и {ϕU : Γinv → Ωn(U)}U∈U —набор ∗-линейных отображений. Если

V ∈ U —другая карта, U ∩ V �= ∅, то

ϕV (θ)|U∩V =
∑

k

ϕU (θk)|U∩V gUV (ck), (6.1)

gUV : U ∩ V → Gcl —функция перехода для расслоения Pcl. Наоборот, любой набор {ϕU :
Γinv → Ωn(U)}U∈U , удовлетворяющий (6.1), определяет некоторую тензориальную форму
степени n.

(ii) Любая связность ω однозначно определяется своими локальными калибровочными по-
тенциалами {AU : Γinv → Ω1(U)}U∈U :

π∧U (ω(θ)) =
∑

k

AU (θk)⊗ ck + 1U ⊗ θ.

Если V ∈ U —другая карта, U ∩ V �= ∅, то

AV (θ)|U∩V =
∑

k

AU (θk)|U∩V gUV (ck) + ∂UV (θ), (6.2)

где ∂UV (π(a)) =
∑
gV U (a(1))d(gUV (a(2))); в случае, когда Γ—допустимое дифференциаль-

ное исчисление, это выражение не зависит от выбора представителя из a ∈ A, π(a) = θ.
Наоборот, любой набор локальных калибровочных потенциалов {AU : Γinv → Ω1(U)}U∈U ,
удовлетворяющий (6.2), определяет некоторую связность на расслоении P .

(iii) Форма кривизны связности ω определяется набором ∗-линейных отображений {FU :
Γinv → Ω2(U)}U∈U , определяемых по формуле

FU (θ) = dAU (θ)− 〈AU , AU 〉(θ), (6.3)

где последнее слагаемое равно

〈AU , AU 〉(π(a)) =
∑

AU (π(a(1)))AU (π(a(2)))

(ср. раздел 4).
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(iv) Условие регулярности связности в терминах калибровочных потенциалов {AU}U∈U име-
ет вид

AU (θ ◦ a) = ε(a)AU (θ)
для любого U ∈ U , a ∈ A, θ ∈ Γinv. Все регулярные связности на P мультипликативны
и могут быть интерпретированы как связности на классическом главном расслоении
Pcl —классической части расслоения P .

Пусть теперь дифференциальное исчисление на группе A тривиально. Тогда мы можем описать
связности на локально тривиальном главном расслоении более точно.

Теорема 6.3. В описанной ситуации задание связности на главном расслоении P эквива-
лентно выбору линейной связности для каждого векторного расслоения, ассоциированного
с P при помощи некоторого неприводимого унитарного представления квантовой группы
(заметим, что мы не говорим о регулярности связности, получающейся таким образом).

Доказательство. Прежде всего, дадим описание векторных расслоений, ассоциированных с ло-
кально тривиальным квантовым главным расслоением. Для этого нам понадобится следующее
вспомогательное утверждение.

Лемма 6.4. Пусть P = (B, F )—произвольное квантовое главное расслоение, H

u —про-

странство представления u, на котором A действует слева (см. раздел 5). Тогда

Eu = B �A H


u .

Доказательство. Достаточно провести доказательство для случая, когда представление u = uα

неприводимо. Тогда, согласно разложению из п. (vii) теоремы 5.5,

B �A H


α =

(
∑⊕

α′∈T
Eα′ ⊗Hα′

)
�A H



α =

∑⊕

α′∈T
Eα′ ⊗ (Hα′ �A H



α ) = Eα.

Последнее равенство следует из леммы 5.3.

В нашем случае, когда расслоение P локально тривиально, согласно теореме 6.1,

B = C∞(Pcl)⊗Gcl
A ∼= C∞(Pcl)⊗Gcl

(
∑⊕

α∈T
H̃α

)
∼= C∞(Pcl)⊗Gcl

(
∑⊕

α∈T
H

α ⊗Hα

)
∼=

∼=
∑⊕

α∈T
(C∞(Pcl)⊗Gcl

H

α )⊗Hα.

Все равенства записаны для бимодулей над C∞(M), на которых кодействует (справа) квантовая
группа A, при этом мы использовали результаты раздела 5. Тогда

Eα = B �A H


α =

(
∑⊕

α∈T
(C∞(Pcl)⊗Gcl

H

α )⊗Hα

)
�A H



α = C∞(Pcl)⊗Gcl

H

α .

Итак, векторное расслоение Eα, ассоциированное с локально тривиальным главным квантовым
расслоением при помощи (неприводимого) представления uα, равно C∞(Pcl)⊗Gcl

H

α (как бимодуль

над C∞(M)). Теперь можно дать описание этих пространств в терминах функций перехода.
Для этого заметим, что выполнено следующее равенство:

C∞(Pcl)⊗Gcl
H

α
∼= C∞

inv(Pcl, H


α ) =

{
ϕ = C∞(Pcl, H



α )

∣∣∣ ϕ(xg) = ρα(g)(ϕ(x)) ∀x ∈ P, g ∈ Gcl

}
,

где
ρα(g)(e) = (g ⊗ idH�

α
)αΔ(e),

αΔ —левое кодействие квантовой группы A на H

α = Hα, а группа Gcl интерпретируется как

множество характеров алгебры A. Заметим, что ρα : Gcl → U(nα) —унитарное представление
группы Gcl (nα = dimHα). В самом деле,

ρα(g1g2)(e) = (g1g2 ⊗ id)αΔ(e) = (g1 ⊗ g2 ⊗ id)(φ⊗ id)αΔ(e) =
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= (g1 ⊗ g2 ⊗ id)(id⊗αΔ)αΔ(e) = ρα(g1)ρα(g2)(e).

Унитарность ρα следует из того, что матрица (uαij), определяющая представление u, — унитарный
элемент в B(Hα)⊗A.

С другой стороны, очевидно, что

C∞
inv(Pcl, H



α ) = Γ∞(Pcl ×Gcl

H

α ) = Γ∞(Pcl ×ρα C

nα);

будем в дальнейшем говорить, что расслоение Pcl ×ρα C
nα ассоциировано с квантовым главным

расслоением P при помощи uα.
Далее, как указано в разделе 1 (см. также [23]), в качестве базиса алгебры A можно взять

следующий набор:
{uαij | i, j = 1, . . . , nα, α ∈ T },

где множество T —все неэквивалентные унитарные представления квантовой группы A,
nα = dimHα, и элементы uαij —матричные элементы представления u (см. разделы 1, 5 и [23]).

Напомним условие унитарности представления uα:

κ(uαij) = (uαji)
∗. (6.4)

При отождествлении (Γ0)inv
∼= ker ε проекция π : A → (Γ0)inv принимает вид π(a) = a− ε(a) · 1.

Пусть {∅} ∈ T обозначает тривиальное одномерное представление (матрица этого представления
состоит из единственного элемента 1). Тогда очевидно, что множество

{π(uαij) = uαij − δij · 1 | i, j = 1, . . . , nα, α ∈ T \ {∅}}
будет базисом в (Γ0)inv.

Итак, фиксируем α ∈ T и выберем какую-нибудь карту U ∈ U . Мы можем рассмотреть матри-
цу AαU = (Uaαij)

nα
i,j=1, Ua

α
ij = AU (π(uαij)), Ua

α
ij ∈ Ω1(U). Напомним, что AU — ∗-линейное отоб-

ражение, т.е. AU (θ∗) = AU (θ). Но ∗-структура на Γ вводится таким образом, что (см. [10])
π(a)∗ = −π(κ(a)∗). Следовательно,

π(uαij)
∗ = −π(κ(uαij)

∗)
(6.4)
= −π((uαji

∗)∗) = −π(uαji).

Поэтому
Ua

α
ij = AU (π(uαij)) = AU (π(uαij)

∗) = −AU (π(uαji)) = −Uaαji,
т.е. матрица AαU косоэрмитова.

Теперь найдем закон преобразования матричных элементов Ua
α
ij при изменении карты. Для

этого напомним, что
ω(π(a)) =

∑

(a)

π(a(2))⊗ κ(a(1))a(3).

Значит,

ω(π(uαij)) =
nα∑

k,l=1

π(uαkl)⊗ κ(uαik)uαlj . (6.5)

Тогда (см. формулу (6.2))

V a
α
ij |U∩V = AV (π(uαij))|U∩V =

∑

k,l

AU (π(uαkl))|U∩V gUV (κ(uαik)u
α
lj) + ∂UV (π(uαij)). (6.6)

Но
gUV (κ(uαik)u

α
lj) = g−1

UV (uαik)gUV (uαlj) = ((RαUV )−1)ik(RαUV )lj , (6.7)

где матрица ((RαUV )ij)nα
i,j=1 = RαUV (x) равна ρα(gUV (x)), и аналогично

∂UV (π(uαij)) =
∑

k

((RαUV )−1)ikd(RαUV )kj . (6.8)

Переписывая теперь (6.6) с учетом (6.7) и (6.8), получаем, что матрицы {AαU}U∈U преобразуются
по закону

(AαV )|U∩V = (RαUV )−1(AαU )|U∩V (RαUV ) + (RαUV )−1dRαUV .



38 Г. И. ШАРЫГИН

Видим, что набор {AαU}U∈U задает линейную связность в векторном расслоении, ассоциированном
с Pcl при помощи представления ρα.

Аналогично, прямым вычислением получаем, что матрицы {FαU = (FU (π(uαij)))
nα
i,j=1}U∈U равны

(FαU )ij = d(Uaαij) +
∑

k

Ua
α
ik ∧ Ua

α
kj

(d—внешний дифференциал на Ω(U)), и преобразуются по закону

(FαV )|U∩V = (RαUV )−1(FαU )|U∩V (RαUV ),

т.е. этот набор матриц совпадает с формой кривизны указанной линейной связности.
Квантовое тождество Бьянки в локальной записи выглядит следующим образом:

DFU − {[FU , AU ]q − 〈FU , AU 〉+ 〈AU , FU 〉} = 〈AU , 〈AU , AU 〉〉 − 〈〈AU , AU 〉, AU 〉. (6.9)

В этой формуле левая и правая части — ∗-линейные отображения из Γinv в Ω3(U), произведение
〈·, ·〉 определяется так же, как и выше, а

[FU , AU ]q(θ) =
∑

k

FU (θk) ∧AU (π(ck)),

где 
(θ) =
∑
k

θk⊗ck (см. раздел 4). Кроме того, ковариантная производная, стоящая в левой части,

равна
DFU = dFU + [FU , AU ]q.

Поэтому в случае, когда произведение 〈·, ·〉 корректно определено, как у нас, правая часть в (6.9)
равна нулю, и, если переписать (6.9) для базисного элемента π(uαij), получим равенство

d(FαU )ij +
∑

k

{(FαU )ik ∧ (AαU )kj − (AαU )ik ∧ (FαU )kj} = 0

или, на матричном языке,
dFαU + [FαU , A

α
U ] = 0.

Таким образом, тождество (6.9) переходит для конкретного выбора Γ = Γ0 в обычное тождество
Бьянки для линейных связностей.

Замечание 6.2. В случае, когда Γ —произвольное допустимое дифференциальное исчисление,
рассмотрим вместо формы связности ω : Γinv → Ω(P ), отображение

ω̃ : ker ε = Γ0 → Ω(P ), ω̃(a) = ω(π(a)).

Оно корректно определено и однозначно задается локальными калибровочными потенциалами

ÃU (a) = AU (π(a)),

удовлетворяющими условию

ÃV (a)|U∩V =
∑

(a)

ÃU (a(2))|U∩V gUV (κ(a(1))a(3)) +
∑

(a)

gUV (a(1))dgUV (a(2)).

Правда, так как Ω(P ) в этот раз построен по дифференциальному исчислению Γ �= Γ0, эти потен-
циалы нельзя использовать для построения связности на расслоении P относительно дифферен-
циального исчисления Γ0.

Совершенно аналогично доказывается, что матрицы {ÃαU | U ∈ U}, ÃαU = (U ãαij) = (ÃU (uαij))
образуют для каждого α линейную связность на ассоциированном векторном расслоении. Тогда
обобщенная формула кривизны R̃ω (см. раздел 4) связности ω может быть отождествлена в ло-
кальных терминах с набором форм кривизны указанных линейных связностей:

π∧U (R̃ω(uαij)) = d(U ãαij) +
∑

k

U ã
α
ik ∧ U ã

α
kj .
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Единственное отличие от описанного выше случая состоит в том, что матрица ÃαU лежит не просто
в пространстве косоэрмитовых матриц, т.е. в u(nα), но в некотором векторном подпространстве в∑⊕

α∈T
u(nα), выделенном в

∑⊕

α∈T
u(nα) при помощи соотношений

∑

α,iα,jα

ãαiαjα = 0,

где
∑

α,iα,jα

uαiαjα ∈ R, где R—идеал, определяющий дифференциальное исчисление Γ. (Мы рас-

сматриваем все матрицы Ãαij одновременно для всех α ∈ T .) Cуществует некоторая минимальная
подалгебра Ли g в

∑⊕

α∈T
u(nα), содержащая указанное подпространство. Конечно, эта подалгебра

содержит подалгебру
∑⊕

α∈T
ρα(lie(Gcl)). Поэтому можно считать, что на каждом векторном расслое-

нии Pcl ×ρα C
nα задана линейная связность со значениями в gα = g ∩ u(nα); тогда матрицы (U R̃αij)

определяют кривизну этой связности.

Теперь можно сформулировать основную теорему данного раздела. Она касается образа гомо-
морфизма Вейля. В разделе 4 мы определили гомоморфизм Вейля в случае, когда на расслоении
P задана регулярная связность. Если же квантовое расслоение P локально тривиально, то все
регулярные связности мультипликативны и могут быть интерпретированы как связности на «клас-
сической части» Pcl расслоения P (см. п. (iv) теоремы 6.2). Очевидно, что образ гомоморфизма
Вейля для таких связностей состоит из характеристических классов расслоений Pcl. Мы докажем,
что и для произвольных, не обязательно регулярных, связностей верно аналогичное утвержде-
ние. Именно, пусть ω—произвольная мультипликативная связность. Тогда точно так же, как и
в разделе 4, мы можем определить отображение R⊗

ω : Γ⊗
inv → Ω(M) (в случае немультиплика-

тивной связности алгебру Γ⊗
inv следует заменить на (ker ε)⊗inv и рассматривать отображение R̃⊗

ω ).
Справедлива следующая теорема.

Теорема 6.5. Пусть элемент I⊗ � θ̃ =
∑
i
θ1
i ⊗ · · · ⊗ θni (соответственно ã ∈ (ker ε)⊗inv) таков,

что для любой (не обязательно регулярной) связности ω на любом локально тривиальном
квантовом расслоении P имеет место соотношение d(R⊗

ω (θ̃)) = 0 (соответственно d(R̃⊗
ω (ã)) =

0), где d—дифференциал в Ω(M) = Ω∗(M). Тогда образ W (θ) (соответственно W̃ (ã)) лежит
в множестве характеристических классов Чженя классической части Pcl расслоения P .

Доказательство. Прежде всего заметим, что образ R⊗
ω (I⊗) (и R̃⊗

ω ((ker ε)⊗inv)) для любой связности
ω лежит в множестве дифференциальных форм, которые на каждой карте U расслоения представ-
ляются в виде полинома от элементов матриц FαU , α ∈ T \{∅}. Далее, эти полиномы инвариантны
при замене матриц FαU на сопряженные матрицы R−1FαUR, R ∈ ρα(Acl), хотя, вообще говоря,
не инвариантны при такой замене для произвольной унитарной матрицы R. Что касается значе-
ния внешнего дифференциала от этих форм, то он определяется при помощи тождества Бьянки.
Поэтому утверждение теоремы 6.5 является прямым следствием следующего утверждения.

Лемма 6.6. Если выполняются условия теоремы 6.5, то полиномы, задающие локальную
запись формы R⊗

ω (θ̃) (соответственно R̃⊗
ω (ã)) инвариантны относительно сопряжений произ-

вольными унитарными матрицами (соответственно, относительно сопряжений произвольны-
ми элементами из компоненты единицы группы Ли Gα ⊆ U(nα), соответствующей подалгебре
Ли gα ⊆ u(nα)).

Доказательство. Докажем только первое утверждение, второе доказывается аналогично.
Так как равенство dR⊗

ω (θ̃) = 0 достаточно проверять локально, мы вправе предположить, что
расслоение тривиальное, и рассматривать только одну карту U . Поэтому в дальнейшем не будем
указывать, какой карте соответствует матрица, представляющая кривизну. Будем писать просто Fα

вместо FαU (здесь α—неприводимое представление квантовой группы, отличное от тождествнного).
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Предположим, что в выражение для R⊗
ω (θ̃) входят коэффициенты только одной матрицы Fα

(т.е. фиксируем на время представление). Пусть p(tij) —многочлен от комплексных переменных
tij такой, что R⊗

ω (θ̃) = p(Fαij). В силу того, что degFαij = 2 для всех i, j, получаем

dp(Fαij) =
∑

i,j

∂p

∂Fαij
dFαij = 0. (6.10)

Из тождества Бьянки следует

dFαij = −
∑

k

{Fαik ∧Aαkj −Aαik ∧ Fαkj}.

Подставляя это в выражение (6.10), находим

0 =
∑

i,j

∂p

∂Fαij
dFαij =

∑

i,j

∂p

∂Fαij

∑

k

{Aαik ∧ Fαkj − Fαik ∧Aαkj}.

Выберем некоторый базис {ei} в пространстве косоэрмитовых матриц нужного порядка над C.
Пусть f i, ai, i = 1, . . . ,m, — коэффициенты разложения матриц Fα, Aα по этому базису, f i =
f i(a1, . . . am) ∈ Ω2(U), ai ∈ Ω1(U). Тогда мы сможем переписать последнее выражение в терминах
f i, ai, работая с ними, как с формальными переменными (поскольку f i коммутируют между собой
и со всеми ai и в каждый моном входит не больше одного ai; см. (6.10)). Получим

0 =
∑

i

Qi(f1, . . . , fm)ai. (6.11)

Нужно доказать, что из предположения о том, что последнее равенство выполнено для любого
набора 1-форм aj , следует, что Qi ≡ 0 для всех i. Для этого напомним, что

Aα =
∑

i

ei ⊗ ai,

Fα = dAα −Aα ∧Aα =
∑

i

ei ⊗ dai −
∑

i<j

[ei, ej ]⊗ ai ∧ aj .

Предположим, что для некоторого k, скажем, для k = 1, Qk �= 0. Тогда выберем

a1 = dx1 +R1(x2, . . . , xn, dx2, . . . , dxn),

aj = Rj(x2, . . . , xn, dx2, . . . , dxn), j = 2, . . . ,m,

где Rl, l = 1, . . . ,m, — такие 1-формы, что в некоторой точке x0 справедливо равенство Rj(x0) = 0,
dRj(x0) = 0. Тогда в этой точке

Fα(x0) =
∑

i

ei ⊗ f i(x0) =
∑

i

ei ⊗ dRi(x0)

и, следовательно, (6.11) превращается в этой точке в равенство

0 = Q1(dR1(x0), . . . , dRm(x0))dx1.

Далее, пусть {ξ1, ξ2, . . . , ξn}, n = dimM , — базис в Λ1(T ∗
x0
M), ξi = dxi. Тогда последнее равенство

переписывается в форме
Q1(η1, η2, . . . , ηm)ξ1 = 0,

где ηi ∈ Λ2(ξ1, . . . , ξn), причем в выражения для ηi не входит ξ1. Ясно, что подходящим выбором ηi
можно добиться того, чтобы Q1(η1, η2, . . . , ηm) �= 0. Тогда Q1(η1, η2, . . . , ηm)ξ1 �= 0; противоречие.

Итак, многочлены Qi, входящие в (6.11), тождественно равны нулю. Поэтому для любых двух
косоэрмитовых матриц A и B выполняется равенство

∑

i,j

∂p

∂Aij

∑

k

{BikAkj −AikBkj} =
∑

i,j

∂p

∂Aij
[B,A]ij = 0,
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где p = p(Aij) = p(A) —многочлены от матричных элементов. Но, как известно,

[B,A] =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

B̂−1(t)AB̂(t),

где B̂ = etB, B̂−1 = e−tB. Положим

q(t) = p(B̂−1)(t)AB̂(t) = p(Â(t)).

Найдем производную q(t). Заметим, что при всех t матрица B̂−1(t)AB̂(t) = Â(t) косоэрмитова,
поэтому

q′(t0) =
dp(Â(t))

dt

∣∣∣
t=t0

=
∑

i,j

∂p

∂Âij

∣∣∣
t=t0

dÂij(t)
dt

∣∣∣
t=t0

.

Но

dÂij(t)
dt

∣∣∣
t=t0

=

(
dÂ

dt

∣∣∣
t=t0

)

ij

,

dÂ

dt

∣∣∣
t=t0

=
d

dt

∣∣∣
t=t0

e−tBAetB =
d

dt

∣∣∣
t=0

e−(t0+t)BAe(t0+t)B =
d

dt

∣∣∣
t=0

e−tBCetB = [B,C],

где C = e−t0BAet0B = Â(t0), так что

q′(t0) =
∑

i,j

∂p

∂Cij
[B,C]ij = 0.

Итак, q(t) = const = q(0) = p(A). Поскольку множество унитарных матриц вида eB порождает
всю группу U(nα), мы доказали утверждение в данном случае.

В случае, когда мы не фиксируем α ∈ T \ {∅}, и в случае, когда вместо алгебры Ли косоэрми-
товых матриц рассматривается другая матричная алгебра Ли, рассуждения полностью аналогичны
(таким образом, утверждение леммы верно и для R̃⊗

ω (ã)).

Утверждение теоремы 6.5 теперь следует из определения гомоморфизма Вейля классического
главного расслоения.

В заключение этого раздела отметим, что может случиться, что в образе R⊗
ω (I⊗) (или

R̃⊗
ω ((ker ε)⊗inv)) вообще не содержится замкнутых форм.

7. ПОЛУКЛАССИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИСЧИСЛЕНИЯ

ПустьM—произвольная унитальная (не обязательно коммутативная) алгебра. В [1,2] построена
дифференциальная градуированная алгебра ΩZ(M), которую будем использовать в дальнейшем.
Опишем поэтому конструкции, предложенные в [1, 2].

ПустьM—ассоциативная алгебра с единицей (не обязательно коммутативная). Пусть Z —ком-
мутативная подалгебра вM, лежащая в центре Z(M) алгебрыM, der(M) —дифференцирования
алгебрыM, т.е.

der(M) = {X ∈ HomK(M,M) | X(ab) = X(a)b+ aX(b)},
где K —основное поле (C в нашем случае).

Очевидно, что правила

(zX)(m) = zX(m), (Xz)(m) = X(m)z ∀X ∈ der(M), z ∈ Z, m ∈M,

для любых X ∈ der(M), z ∈ Z, m ∈ M задают над der(M) структуру коммутативного бимодуля
над Z, т.е.

zX = Xz ∀X ∈ der(M), z ∈ Z.
Кроме того, пусть X, Y ∈ der(M) —произвольные дифференцирования алгебрыM. Положим

[X,Y ](m) = X(Y (m))− Y (X(m)).
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Тогда

[X,Y ](m1m2) = X(Y (m1)m2 +m1Y (m2))− Y (X(m1)m2 +m1X(m2)) =

= X(Y (m1))m2 + Y (m1)X(m2) +X(m1)Y (m2) +m1X(Y (m2))−
− Y (X(m1))m2 −X(m1)Y (m2)− Y (m1)X(m2)−m1Y (X(m2)) =

= [X(Y (m1))− Y (X(m1))]m2 +m1[X(Y (m2))− Y (X(m2))] =

= [X,Y ](m1)m2 +m1[X,Y ](m2),

т.е. [X,Y ] ∈ der(M). Очевидно, что операция [ , ] задает на der(M) структуру алгебры Ли над K.
Рассмотрим внешнюю алгебру ∧∗

Z(M) =
⊕

n�0

∧n
Z(M),

где Λ0
Z(M) = K, ΛnZ(M) = Λn(der(M))

/ ∼, где Λn(der(M)) — обычная внешняя степень векторно-
го пространства der(M), рассматриваемая естественным образом как бимодуль над Z, а отношение
эквивалентности определяется равенствами

z(X1 ∧ · · · ∧Xn) = zX1 ∧ · · · ∧Xn = X1 ∧ zX2 ∧ · · · ∧Xn = · · · =
= X1 ∧ · · · ∧ zXr ∧ · · · ∧Xn = · · · = X1 ∧ · · · ∧ zXn = (X1 ∧ · · · ∧Xn)z

для любых X1, . . . , Xn ∈ der(M), z ∈ Z.
Рассмотрим градуированное пространство

Ω∗
Z(M) =

⊕

n�0

Ωn
Z(M),

где

Ω0
Z(M) = Hom(C,M) =M,

Ωn
Z(M) = HomZ(

∧n
Z(M),M), n � 1.

Пусть ω1 ∈ Ωn
Z(M), ω2 ∈ Ωm

Z (M) —произвольные элементы. Определим элемент ω1 ∧ ω2 ∈
Ωn+m
Z (M) формулой

(ω1 ∧ ω2)(X1, . . . , Xm+n) =
∑

i1<···<in
j1<···<jm

(−1)ε(π)ω1(Xi1 , . . . , Xin)ω2(Xj1 , . . . , Xjm), (7.1)

где ε(π) — знак перестановки π ∈ Σn+m, π(k) = ik, k = 1, . . . , n, π(n + k) = jk, k = 1, . . . ,m, если
n, m � 1; если ω1 = a ∈M, то

(aω2(X1, . . . , Xm)) = a · ω2(X1, . . . , Xm);

аналогично, если ω2 = b ∈M, то

(ω1b(X1, . . . , Xn)) = ω1(X1, . . . , Xn) · b.
Определим для произвольного элемента ω ∈ Ωn

Z(M), n � 1, элемент dω ∈ Hom(Λn+1
Z (M),M)

формулой

(dω)(X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑

i=1

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))+

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1),

где ̂ означает пропуск элемента.

Теорема 7.1 (см. [1]). (i) Отображение
∧

: Ω∗
Z(M)⊗ Ω∗

Z(M)→ Ω∗
Z(M), ω1 ⊗ ω2 	→ ω1 ∧ ω2,

превращает пространство Ω∗
Z(M) в градуированную (но, вообще говоря, не коммута-

тивную) алгебру.
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(ii) Для любого ω ∈ Ωn
Z(M), n � 1, имеем dω ∈ Ωn+1

Z (M).
(iii) Если положить (da)(X) = X(a), для любого a ∈ M = Ω0

Z(M), то для любого ω ∈ Ω∗
Z(M)

имеет место равенство d2ω = 0.
(iv) Для любых ω1 ∈ Ωn

Z(M) и ω2 ∈ Ωm
Z (M) выполняется равенство

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)nω1 ∧ d(ω2).

Таким образом, пространство Ω∗
Z(M) превращается в дифференциальную градуированную ал-

гебру.
В случае, если M—унитальная ∗-алгебра, следует потребовать, чтобы подалгебра Z ⊆ Z(M)

состояла из ∗-инвариантных (эрмитовых) элементов. Вместо алгебры Ли всех дифференцирований
будем рассматривать эрмитовы дифференцирования, т.е.

derh(M) = {X ∈ der(M) | X(a∗) = X(a)∗ ∀a ∈M}.
Ясно, что derh(M) является подалгеброй Ли в der(M) и одновременно Z-подмодулем в der(M).

Можно построить дифференциальную градуированную алгебру

Ω∗
Z,h(M) =

⊕

n�0

Ωn
Z,h(M),

где
Ω0
Z,h(M) =M, Ωn

Z,h(M) = HomZ(
∧n

Z(derh(M)),M), n � 1.
Умножение и дифференциал в алгебре Ωn

Z,h(M) задаются теми же самыми формулами, что и
умножение и дифференциал в Ωn

Z(M).

Предложение 7.2. Формула

(ω∗)(X1, . . . , Xn) = (ω(X1, . . . , Xn))∗, ω ∈ Ωn
Z,h(M), n � 1,

(a)∗ = a∗, a ∈ Ω0
Z,h(M) =M,

(7.2)

задает на Ω∗
Z,h(M) структуру градуированной ∗-алгебры, совпадающую на Ω0

Z,h(M) с ∗-
структурой наM.

Доказательство. Второе утверждение предложения 7.2 очевидно. Докажем первое.
Прежде всего, если n � 1, то, очевидно,

ω∗(zX1, . . . , Xn) = (ω(zX1, . . . , Xn))∗ = (zw(X1, . . . , Xn))∗ =

= (ω(X1, . . . , Xn))∗z∗ = z(w(X1, . . . , Xn))∗ = zω∗(X1, . . . , Xn),

т.е. ω∗ ∈ Ωn
Z,h(M). Далее, если ω1 ∈ Ωn

Z,h(M), ω2 ∈ Ωm
Z,h(M), n,m � 1, — произвольные элементы,

то

(ω1 ∧ ω2)∗(X1, . . . , Xm+n) = ((ω1 ∧ ω2)(X1, . . . , Xm+n))
∗ +

+

⎛

⎜⎜⎝
∑

i1<···<in
j1<···<jm

(−1)ε(π)ω1(Xi1 , . . . , Xin)ω2(Xj1 , . . . , Xjm)

⎞

⎟⎟⎠

∗

=

=
∑

i1<···<in
j1<···<jm

(−1)ε(π)ω∗
2(Xj1 , . . . , Xjm)ω∗

1(Xi1 , . . . , Xin) = (−1)ε(τ)(ω∗
2 ∧ ω∗

1)(X1, . . . , Xm+n),

где τ —перестановка, τ ∈ Σm+n, τ меняет местами блок, состоящий из первых n элементов,
с блоком, состоящим из последних m элементов (элементы внутри блоков не перемещаются).
Несложно видеть, что ε(τ) = (−1)mn, т.е. выполняется равенство

(ω1 ∧ ω2)∗ = (−1)degω1·degω2ω∗
2 ∧ ω∗

1. (7.3)

Наконец, покажем, что d(ω∗) = (dω)∗ для любого ω ∈ Ωn
Z,h(M), n � 1. В самом деле,

(dω)∗(X1, . . . , Xn+1) = (dω(X1, . . . , Xn+1))∗+
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+

(
n+1∑

i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))

)∗

+

+

⎛

⎝
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)

⎞

⎠
∗

=

=
n+1∑

i=1

(−1)i+1
(
Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))

)∗
+

+
∑

i<j

(−1)i+j
(
ω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)

)∗
=

=
n+1∑

i=1

(−1)i+1Xi

(
(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))∗

)
+

+
∑

i<j

(−1)i+jω∗([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1) =

=
n+1∑

i=1

(−1)i+1Xi(ω∗(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))+

+
∑

i<j

(−1)i+jω∗([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1) =

= d(ω∗)(X1, . . . , Xn+1).

Это равенство верно для любых X1, . . . , Xn+1 ∈ derh(M), следовательно, d(ω∗) = (dω)∗.
До сих пор все рассматриваемые дифференциальные формы были положительной степени, по-

этому для окончания доказательства осталось заметить, что если степень одной из двух форм ω1,
ω2 равна нулю, то равенство (7.3) выполняется автоматически.

Вернемся к квантовым главным расслоениям. Пусть P = (B, F ) —квантовое главное расслоение
со структурной группой A и базойM. Выберем в коммутативной алгебре Z(B)∩M подалгебру Z,
состоящую из эрмитовых (т.е. z∗ = z) элементов. Пусть

∧n
Z,h(M) —внешняя алгебра, построенная

по derh(M) и Z.
Рассмотрим градуированное пространство

⊕
n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B). Так как
∧0

Z,h(M) = C, то

при n = 0 имеем
HomZ

∧0
Z,h(M),B) = Hom(C,B) = B.

Отображение F : B → B ⊗A индуцирует отображение градуированных пространств

F∗ :
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)→
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗A).

Заметим, что существует очевидное вложение для любого n � 1:

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)⊗A ↪→ HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗A).

Теорема 7.3. Пространство hor∗sc(P ) =
⊕
n�0

hornsc(P ), где

hornsc(P ) = F−1
∗ (HomZ(

∧n
Z,h(M),B)⊗A),

является градуированной ∗-алгеброй, на которой справа кодействует квантовая группа A.
Доказательство. Заметим, что формулы, аналогичные (7.1) и (7.2), превращают простран-
ство

⊕
n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B) в градуированную ∗-алгебру. Докажем, что hor∗sc(P ) является ∗-
подалгеброй в

⊕
n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B) относительно введенного умножения и ∗-структуры.
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В самом деле, в пространстве
⊕
n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗ A) точно таким же способом мож-

но ввести структуру градуированной ∗-алгебры. Так как отображение F : B → B ⊗ A яв-
ляется гомоморфизмом ∗-алгебр, то и отображение F∗, рассмотренное выше, будет гомомор-
физмом ∗-алгебр. С другой стороны, очевидно, что (HomZ(

∧n
Z,h(M),B)) ⊗ A— ∗-подалгебра в⊕

n�0
HomZ(

∧n
Z,h(M),B ⊗ A). Поэтому прообраз этой подалгебры относительно гомоморфизма F∗

будет ∗-подалгеброй в
⊕
n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B).

Докажем теперь, что на hor∗sc(P ) справа кодействует квантовая группа A. В самом деле, огра-
ничение гомоморфизма F∗ на hor∗sc(P ) задает отображение

F∧ : hor∗sc(P )→
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)⊗A.

Покажем, что
F∧(hor∗sc(P )) ⊆ hor∗sc(P )⊗A.

Для этого рассмотрим отображение

(F ⊗ idA)∗ :
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗A)→
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗A⊗2).

На подалгебре
⎛

⎝
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)

⎞

⎠⊗A ⊆
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗A)

это отображение, очевидно, совпадает с

F∗ ⊗ idA :

⎛

⎝
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)

⎞

⎠⊗A →
⎛

⎝
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B ⊗A)

⎞

⎠⊗A.

Таким образом, чтобы доказать последнее утверждение, достаточно показать, что

(F ⊗ idA)∗ (F∧(hor∗sc(P ))) ⊆
⎛

⎝
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)

⎞

⎠⊗A⊗2.

Но F∧ = F∗|hor∗sc(P ); с другой стороны,

(F ⊗ idA)∗F∗ = ((F ⊗ idA)F )∗ = ((idB⊗φ)F )∗ = (idB⊗φ)∗F∗.

Поэтому

(F ⊗ idA)∗(F∧(hor∗sc(P ))) = (idB⊗φ)∗(F∧(hor∗sc(P ))) ⊆

⊆ (idB⊗φ)∗

⎡

⎣

⎛

⎝
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)

⎞

⎠⊗A
⎤

⎦ =

= ((idB)∗ ⊗ φ)

⎡

⎣

⎛

⎝
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)

⎞

⎠⊗A
⎤

⎦ ⊆

⊆
⎡

⎣
⊕

n�0

HomZ(
∧n

Z,h(M),B)

⎤

⎦⊗A⊗2.

Итак,
F∧(hor∗sc(P )) ⊆ hor∗sc(P )⊗A.
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Тот факт, что F∧ является гомоморфизмом градуированных ∗–алгебр, следует из аналогичных
свойств отображения F∗, равно как и выполнение свойств

(F∧ ⊗ id)F∧ = (id⊗φ)F∧, (id⊗ε)F∧ = id .

Теорема 7.3 доказана.

Определение 7.1. Алгебру hor∗sc(P ) будем называть алгеброй полуклассических дифферен-
циальных форм на расслоении P . Аналогично, дифференциальную градуированную ∗-алгебру
Ω∗
Z,h(M), построенную по derh(M) и Z ⊆ Z(B) ∩ M, где Z состоит из эрмитовых элементов,

будем называть алгеброй полуклассических дифференциальных форм на M (приставка «полу-»
указывает на то, чтоM—некоммутативная алгебра) и обозначать Ωsc(M).

Следующая теорема описывает важнейшие свойства алгебры hor∗sc(P ).

Теорема 7.4. (i) Алгебра hor∗sc(P ) представляется в виде прямой суммы правых A-
комодулей, являющихся градуированными Ωsc(M)-бимодулями:

hor∗sc(P ) =
⊕

α∈T
Hα,

где
Hα � (Ωsc(M)⊗M Eα)⊗Hα

как левый Ωsc(M)-модуль и

Hα � (Eα ⊗M Ωsc(M))⊗Hα

как правый Ωsc(M)-модуль. Здесь α ∈ T —набор неэквивалентных неприводимых пред-
ставлений квантовой группы A, Eα—векторное расслоение, ассоциированное с P при
помощи представления α, Hα = C

nα —векторное пространство, на котором действу-
ет представление α. В частности, ∗-алгебра A-инвариантных элементов в hor∗sc(P ), H∅

совпадает с Ωsc(M).
(ii) Справедливы следующие разложения hor∗sc(P ) в тензорные произведения:

Ωsc(M)⊗M B ∼= hor∗sc(P ) � B ⊗M Ωsc(M), (7.4)

причем левый изоморфизм является изоморфизмом левых градуированных Ωsc(M)-
модулей, а правый изоморфизм— изоморфизм правых градуированных Ωsc(M)-модулей.

Доказательство. (i) Воспользуемся изоморфизмом D �C C ∼= D, справедливым для любого пра-
вого комодуля D над коалгеброй C. Тогда

hor∗sc(P ) ∼= hor∗sc �A A ∼= hor∗sc �A

(
⊕

α∈T
H̃α

)
∼=
⊕

α∈T

(
hor∗sc(P ) �A H̃

α
)
,

где H̃α —подпространство в A, порожденное элементами uαij , i, j = 1, . . . , nα, матрицы uα, задаю-

щей представление α. Как указано в разделе 5, H̃α ∼= H

α ⊗Hα как бикомодуль над A, поэтому

hor∗sc(P ) �A H̃
α ∼=

(
hor∗sc(P ) �A H



α

)
⊗Hα

как правый A-комодуль. Очевидно, что умножение на элементы Ωsc(M) ⊆ hor∗sc(P ), задает на
пространстве hor∗sc(P )�AH


α структуру градуированного бимодуля над Ωsc(M). Мы покажем, что
hor∗sc(P ) �AH


α изоморфен Ωsc(M)⊗M Eα как левый Ωsc(M)-модуль и изоморфен Eα⊗M Ωsc(M)
как правый Ωsc(M)-модуль.

В самом деле, пусть
nα∑

k=1

ωk ⊗ ek ∈ hornsc(P ) �A H


α ,
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где ωk ∈ hornsc(P ), ek —базис в H

α . Это значит, что

nα∑

k=1

F∧(ωk)⊗ ek =
nα∑

j,k=1

ωk ⊗ uαkj ⊗ ej .

Сравнивая коэффициенты при ek, получаем, что

F∧(ωk) =
nα∑

j=1

ωj ⊗ uαjk.

Отсюда следует, в частности, что если форма ω ∈ hornsc(P ) входит в разложение ненулевого эле-
мента из hornsc(P ) �A H


α , то
F∧(ω) ∈ hornsc(P )⊗ H̃α. (7.5)

С другой стороны, пусть X1, . . . , Xn ∈ derh(M) —произвольные элементы. Из вложения (7.5)
следует, что

F (ω(X1, . . . , Xn)) ∈ B ⊗ H̃α,

где F —кодействие A на B.
Отсюда вытекает, что

ω(X1, . . . , Xn) ∈ Bα для любых X1, . . . , Xn ∈ derh(M),

где Bα ⊆ B— такое подпространство, что F (Bα) ⊆ B ⊗ H̃α. Из результатов гл. 1 следует, что
B ∼= Eα ⊗Hα. Поэтому для ω указанного типа

ω ∈ HomZ(
∧n

Z,h(M),Bα) ⊆ HomZ(
∧n

Z,h(M),B),

где
HomZ(

∧n
Z,h(M),Bα) ∼= HomZ(

∧n
Z,h(M), Eα ⊗Hα) ∼=

∼= HomZ(
∧n

Z,h(M), Eα)⊗Hα ⊆ hornsc(P ).
(7.6)

Таким образом,

hornsc(P ) �A H


α ⊆

(
HomZ(

∧n
Z,h(M), Eα)⊗Hα

)
�A H



α
∼= HomZ(

∧n
Z,h(M), Eα),

поскольку Hα �A H

α = C.

С другой стороны, в силу вложения (7.6)

HomZ(
∧n

Z,h(M), Eα) ⊆ hornsc(P ) �A H


α

и, следовательно,
hor∗sc(P ) �A H



α
∼= HomZ(

∧∗
Z,h(M), Eα).

Осталось доказать, что

Ωsc(M)⊗M Eα ∼= HomZ(
∧∗

Z,h(M), Eα) ∼= Eα ⊗M Ωsc(M).

Достаточно показать, что для любого n � 1

Ωn
sc(M)⊗M Eα ∼= HomZ(

∧n
Z,h(M),M)⊗M Eα ∼= HomZ(

∧n
Z,h(M), Eα)

и аналогично для правого разложения (для n = 0 утверждение очевидно). Для этого напомним,
что Eα —проективный конечно порожденный левый модуль над M и одновременно правый ко-
нечно порожденный проективный модуль надM, и воспользуемся следующим хорошо известным
утверждением.

Лемма 7.5. Пусть E—конечно порожденной проективный правый модуль над произвольной
унитальной алгеброй M и H —произвольный бимодуль над коммутативной алгеброй Z ⊆
Z(M). Тогда справедливо разложение

HomZ(H,E) ∼= E ⊗M HomZ(H,M).
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Доказательство. Пусть сначала E—произвольный правый M-модуль. Рассмотрим очевидное
отображение

ϕE : E ⊗M HomZ(H,M)→ HomZ(H,E),

(ϕE(e⊗ f))(h) = ef(h), e ∈ E, f ∈ HomZ(H,M), h ∈ H
(корректность этого определения проверяется элементарным образом). Очевидно также, что ϕE
является морфизмом правыхM-модулей.

Пусть ψ : E → E′ —произвольный морфизм правых модулей надM. Формула

(ψ∗(f))(h) = ψ(f(h))

задает морфизм ψ∗ : HomZ(H,E)→ HomZ(H,E′) правыхM-модулей. Очевидно, что отображение
ϕE естественно относительно ψ и ψ∗, т.е. коммутативна диаграмма

E ⊗M HomZ(H,M)
ϕE−−−−→ HomZ(H,E)

ψ⊗id

⏐⏐�
⏐⏐�ψ∗

E′ ⊗M HomZ(H,M)
ϕE′−−−−→ HomZ(H,E′)

.

Наконец, ясно, что для любого свободного конечно порожденного модуля Mn отображение
ϕMn —изоморфизм.

Пусть теперь E—проективный конечно порожденный модуль, т.е. существует свободный конеч-
но порожденный модульMn и отображения модулей

i : E →Mn, p :Mn → E

такие, что p ◦ i = id.
Рассмотрим диаграмму

E ⊗M HomZ(H,M) i⊗id−−−−→ Mn ⊗M HomZ(H,M)
p⊗id−−−−→ E ⊗M HomZ(H,M)

ϕE

⏐⏐� ϕMn

⏐⏐�
⏐⏐�ϕE

HomZ(H,E) i∗−−−−→ HomZ(H,Mn)
p∗−−−−→ HomZ(H,E)

.

Тогда для любого f ∈ HomZ(H,E) имеем

f = id∗(f) = (p ◦ i)∗(f) = p∗i∗(f) = ϕE(p⊗ id)ϕ−1
Mni∗(f)

и, следовательно, отображение ϕE сюръективно (заметим, что эта часть выполняется для произ-
вольного конечно порожденного модуля E). С другой стороны, отображение ϕE инъективно, так
как

i∗ ◦ ϕE = (i⊗ id) ◦ ϕMn ,

причем ϕMn —изоморфизм, а i⊗ id —инъективное отображение, так как

(p⊗ id)(i⊗ id) = id⊗ id .

Лемма 7.5 доказана.

Таким образом, п. (i) доказан.
Пункт (ii) — непосредственное следствие п. (i) и разложения алгебры B в прямую сумму M-

бимодулей: B =
∑⊕

α∈T
Bα.

Теорема 7.4 доказана.
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8. СВЯЗНОСТИ В ПОЛУКЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

Как следует из теорем 7.3 и 7.4, алгебра hor∗sc(P ) удовлетворяет всем условиям, накладывае-
мым на алгебру горизонтальных дифференциальных форм на квантовом главном расслоении (см.
теоремы 5.5 и 5.12).

Пусть Ω(P ) — такое дифференциальное исчисление на квантовом главном расслоении P , что
алгебра горизонтальных дифференциальных форм этого дифференциального исчисления совпадает
с hor∗sc(P ). Тогда, как показано в разделе 4, ковариантные дифференцирования Dω, построенные по
регулярным связностям ω на P , являются градуированными антидифференцированиями степени 1
на hor∗sc(P ) такими, что

Dω(ϕ∗) = Dω(ϕ)∗, (8.1)

F∧Dω(ϕ) = (Dω ⊗ id)F∧(ϕ), (8.2)

и Dω|Ωsc(M) = dM, где dM —дифференциал на Ωsc(M), индуцированный из Ω(P ).
Будем считать, что dM = dsc, где

dsc : Ωn
sc(M)→ Ωn+1

sc (M)

—дифференциал на Ω∗
sc(M) = HomZ(

∧∗
Z,h(M),M), описанный в разделе 7.

В силу теоремы 5.12 верно и обратное утверждение: для любого подпространства L в аффин-
ном пространстве dersc(P ), состоящем из таких градуированных антидифференцирований D на
hor∗sc(P ), что выполнены условия (8.1), (8.2) и D|Ωsc(M) = dsc, существует такое дифференциальное
исчисление Ω(P ) = Ω(P,L) на квантовом главном расслоении P , что любое дифференцирование
D из L является ковариантным дифференцированием для некоторой регулярной связности на P
в дифференциальном исчислении Ω(P ) (конечно, подалгебра горизонтальных дифференциальных
форм в Ω(P ) совпадает с hor∗sc(P )).

Итак, изучим антидифференцирование порядка 1 алгебры hor∗sc(P ), удовлетворяющие уравнени-
ям (8.1) и (8.2) и условию D|Ωsc(M) = dsc.

Предложение 8.1. Любое дифференцирование D, удовлетворяющее указанным условиям,
определяет «лифт дифференцирований», т.е. отображение Z-бимодулей

l : derh(M)→ derh(B)

такое, что

l(X)(m) = X(m) ∀m ∈M, (8.3)

F (l(X)(b)) = (l(X)⊗ id)F (b) ∀b ∈ B. (8.4)

Наоборот, любое отображение l : derh(M)→ derh(B), удовлетворяющее (8.3) и (8.4), однознач-
но определяет некоторое антидифференцирование D степени 1 градуированной ∗-алгебры
hor∗sc(P ), удовлетворяющее указанным условиям.

Замечание 8.1. В классическом случае, когдаM и B—алгебры гладких (C-значных) функций
на многообразиях M и P , дифференцирования этих алгебр соответствуют C-значным гладким
векторным полям на многообразиях. В этом случае все алгебры, входящие в определения, ком-
мутативны, и можно выбрать в качестве Z алгебру вещественнозначных функций на M ; эрми-
товы дифференцирования в алгебрах M и B—это гладкие вещественнозначные векторные поля.
В этом случае понятие «лифта дифференцирования» превращается в известное из классической
дифференциальной геометрии понятие «лифта векторных полей» (см., например, [3]): для каждого
векторного поля X на M связность τ на главном расслоении P над M позволяет построить един-
ственным образом определенное векторное поле X̃ на P такое, что (см. [3]) выполнены следующие
условия.

1) для любого g ∈ G имеем dRg(X̃) = X̃ (Rg : P → P —отображение, задаваемое как правое
действие G на P при помощи элемента g, dRg —дифференциал этого действия).
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2) Пусть π : P → M —проекция. Из 1) следует, что π∗(X̃(p)) не зависит от выбора p ∈ π−1(x)
для любого x ∈M ; более того, должно быть выполнено следующее условие:

π∗(X̃(p)) = X(π(p)).

3) (f̃X) = π∗(f)X̃ для любой (вещественнозначной) функции f на M и X̃ + Y = X̃ + Ỹ .

Для того чтобы по классической связности τ на главном расслоении P построить такое отобра-
жение, достаточно вспомнить, что связность в классическом случае есть G-инвариантное распре-
деление горизонтальных подпространств в касательном расслоении к P . Очевидно, что и наоборот,
любое отображение X 	→ X̃ векторных полей на M в векторные поля на P , удовлетворяющее усло-
виям 1)–3), задает связность на главном расслоении P (горизонтальное подпространство в точке
p ∈ P состоит из векторов X̃(p) для всемозможных векторных полей X на M).

Доказательство. Пусть D : hor∗sc(P ) → hor∗sc(P ) — дифференцирование, удовлетворяющее усло-
виям (8.1), (8.2) и d|Ωsc(M) = dsc. Рассмотрим ограничение D0 отображения D на hor0sc(P ) = B.
Тогда

D0 : B → hor1sc(P ) ⊆ HomZ(
∧1

Z,h(M),B) = HomZ(derh(M),B).

Пусть X ∈ derh(M) —произвольное дифференцирование. Определим отображение X̃ : B → B по
правилу

X̃(b) = (D0(b))(X)

для любого X ∈ derh(M), b ∈ B.
Докажем, что соответствие X 	→ X̃ определяет лифт дифференцирований.
В самом деле, для любых b1, b2 ∈ B, X ∈ derh(M) имеем

X̃(b1b2) = (D0(b1b2))(X) = (D0(b1)b2 + b1D0(b2))(X) =

= (D0(b1))(X) · b2 + b1 · (D0(b2))(X) = X̃(b1)b2 + b1X̃(b2)

и, следовательно, X̃ —дифференцирование алгебры B. Кроме того,

X̃(b∗) = (D0(b∗))(X) = (D0(b)∗)(X) = [(D0(b))(X)]∗ = X̃(b)∗

для любого b ∈ B, и поэтому X̃ ∈ derh(M).
Далее,

(z̃X)(b) = (D0(b))(zX) = z(D0(b))(X) = zX̃(b)

для любого X ∈ derh(M), z ∈ Z, b ∈ B, и поэтому отображение l : derh(M) → derh(B), X 	→ X̃,
является морфизмом Z-(би)модулей.

Проверим, что отображение X l	−→ X̃ удовлетворяет условию (8.4). Имеем

F (X̃(b)) = F ((D0(b))(X)) = (F∧D0(b))(X) =
∑

(b)

(D0(b(1))⊗ b(2))(X) =

=
∑

(b)

D0(b(1))(X)⊗ b(2) = (X̃ ⊗ id)F (b),

т.е. выполнено условие (8.3). Если m ∈M, то

X̃(m) = D0(m)(X) = dsc(m)(X) = X(m)

(последнее равенство вытекает из определения дифференциала dsc).
Итак, любое дифференцирование алгебры hor∗sc(P ) определяет «лифт» l : derh(M) → derh(B).

Пусть, наоборот, задан некоторый «лифт» l, т.е. задано отображение Z-(би)модулей
l : derh(M)→ derh(B),

удовлетворяющее условиям (8.3), (8.4). Построим дифференцирование степени 1 алгебры hor∗sc(P ),
продолжающее dsc на Ωsc(M) ⊆ hor∗sc(P ) и удовлетворяющее условиям (8.1), (8.2).
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Именно, положим

Dl(ω)(X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑

i=1

(−1)i+1l(Xi)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))+

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1),

где ω ∈ hornsc(P ) —произвольный элемент, X1, . . . , Xn+1 ∈ derh(M) —дифференцирования. Тогда
Dl(ω) ∈ Hom(Λn+1

Z,h ,B), так как, очевидно,

Dl(ω)(X1, . . . , Xi, . . . , Xj , . . . , Xn+1) = −Dl(ω)(X1, . . . , Xj , . . . , Xi . . . , Xn+1)

для любых i, j.
Покажем, что на самом деле

Dl(ω) ∈ horn+1
sc (P ) ⊆ HomZ(

∧n+1
Z,h (M),B).

Имеем

Dl(ω)(zX1, . . . , Xn+1) = l(zX1)ω(X2, . . . , Xn+1)+

+
n+1∑

i=2

(−1)i+1l(Xi)ω(zX1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)+

+
n+1∑

i=2

(−1)i+1ω([zX1, Xi], X2, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)+

+
∑

1<i<j�n+1

(−1)i+jω([Xi, Xj ], zX1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1).

Воспользуемся тем фактом, что ω и l—Z-линейные отображения, и формулой

[zX, Y ] = z[X,Y ]− Y (z)X.

Таким образом,

Dl(ω)(zX1, . . . , Xn+1) = zl(X1)ω(X2, . . . , Xn+1)+

+
n+1∑

i=2

(−1)i+1
{
l(Xi)(z)ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1) +

+ zl(Xi)ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)
}

+

+
n+1∑

i=2

(−1)i+1
{
−Xi(z)ω(X1, X2, . . . , X̂i, . . . , Xn+1) +

+ zω([X1, Xi], X2, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)
}

+

+
∑

1<i<j�n+1

(−1)i+jzω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)

(мы используем тот факт, что X(z) ∈ Z для любого z ∈ Z и X ∈ derh(M); напомним, что алгебра
Z состоит из эрмитовых элементов центра ∗-алгебрыM). С другой стороны, l(Xi)(z) = Xi(z), так
как z ∈M. Значит,

Dl(ω)(zX1, . . . , Xn+1) = zl(X1)ω(X2, . . . , Xn+1)+

+
n+1∑

i=2

(−1)i+1Xi(z)ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)+
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+ z
n+1∑

i=2

(−1)i+1l(Xi)ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)+

+
n+1∑

i=2

(−1)i+2Xi(z)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)+

+ z
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1) =

= zDl(ω)(X1, . . . , Xn+1).

Итак, Dl(ω) ∈ HomZ(
∧n+1

Z,h (M),B).
Покажем, что Dl(ω) ∈ horn+1

sc (P ). Для этого достаточно доказать, что для любых X1, . . . , Xn+1 ∈
derh(M) имеем

{F∗(Dl(ω))}(X1, . . . , Xn+1) =
∑

(ω)

Dl(ω(1))(X1, . . . , Xn+1)⊗ ω̃(2),

где
∑
(ω)

ω(1) ⊗ ω̃(2) = F∧(ω). Тогда сразу докажем, что Dl удовлетворяет условию (8.2). В самом

деле,

{F∗(Dl(ω))}(X1, . . . , Xn+1) = F (Dl(ω)(X1, . . . , Xn+1)) =

=
n+1∑

i=1

(−1)i+1F (l(Xi)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)))+

+
∑

i<j

(−1)i+jF (ω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)) =

=
n+1∑

i=1

(l(Xi)⊗ id)F (ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))+

+
∑

i<j

∑

(ω)

(−1)i+jω(1)([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)⊗ ω̃(2) =

=
n+1∑

i=1

∑

(ω)

(−1)i+1l(Xi)ω(1)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)⊗ ω̃(2)+

+
∑

(ω)

∑

i<j

(−1)i+jω(1)([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)⊗ ω̃(2) =

=
∑

(ω)

Dl(ω(1))(X1, . . . , Xn+1)⊗ ω̃(2) =

= {(Dl ⊗ id)F∧(ω)} (X1, . . . , Xn+1).

Наконец, условие (8.1) проверяется прямым вычислением:

Dl(ω∗)(X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑

i=1

(−1)i+1l(Xi)(ω∗)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)+

+
∑

i<j

(−1)i+jω∗([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1) =

=
n+1∑

i=1

l(Xi)
(
(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1))∗

)
+

+
∑

i<j

(−1)i+j
(
ω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1)

)∗
=
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= (Dl(ω)(X1, . . . , Xn+1))
∗

для любых X1, . . . , Xn+1 ∈ derh(M).
Итак, Dl : hor∗sc(P ) → hor∗sc(P ) —эрмитово A-эквивариантное отображение. Тот факт, что Dl —

градуированное дифференцирование, доказывается точно так же, как и аналогичное утверждение о
свойствах дифференциала dsc. А поскольку l(X)(m) = X(m), ограничение Dl на Ωsc(M) совпадает
с dsc.

Наконец, из разложения п. (ii) теоремы 7.4 следует, что любое градуированное антидифферен-
цирование на hor∗sc(P ) однозначно восстанавливается по своему ограничению на hor0sc(P ) = B и
на Ωsc(M).

Замечание 8.2. Из доказанного следует, что по аналогии с классическим случаем (см. замеча-
ние 8.1), мы могли бы сразу определить связность на главном квантовом расслоении P как лифт
дифференцирований l : derh(M)→ derh(B), для которого выполнены все вышеперечисленные усло-
вия. В этом случае предложение 8.1 устанавливает связь между таким определением связности и
данным в гл. 1 определением.

Будучи частным случаем регулярной связности, лифт дифференцирований на главном квантовом
расслоении может не существовать (подробнее мы на этом остановимся в гл. 3). Чтобы лучше по-
нять, почему так может происходить, изучим отображение, индуцируемое Dl на ассоциированных
векторных расслоениях.

Напомним, что ассоциированные векторные расслоения Eu —это пространства морфизмов
Mor(u, F ). Если f : Hu → B—морфизм из Eu, то Dl ◦ f : Hu → hor1sc(P ) также является мор-
физмом A-комодулей, т.е.

F∧ ◦Dl ◦ f = (Dl ◦ f ⊗ id)Δu.

Но
hor1sc(P ) ⊆ HomZ(derh(M),B);

поэтому, вычисляя значение (Dl ◦ f)(e) на дифференцировании X, где e ∈ Hu, получаем, что
соответствие

((Dl ◦ f)(·)) (X) : Hu → B
является A-эквивариантным и, следовательно, принадлежит Eu. Таким образом, отображение Dl

можно интерпретировать как отображение из Eu � f в HomZ(derh(M), Eu):
∇̃Xf = ((Dl ◦ f)(·))(X) : Hu → B;

вместо точки следует подставлять элементы из пространства Hu. Это отображение из Hu в B будет
морфизмом представлений и, следовательно, элементом из Eu. Отображение

∇̃ : Eu → HomZ(derh(M), Eu)
удовлетворяет следующим соотношениям: для любого m ∈M

∇̃X(f ·m) = (∇̃Xf) ·m+ f ·X(m), (8.5)

∇̃X(m · f) = X(m) · f +m∇̃Xf. (8.6)

В самом деле,

∇̃X(fm)(e) = ((Dl ◦ fm)(e)) (X) = (Dl(f(e)m)) (X) =

= ((Dl(f(e)))m) (X) + (f(e)dsc(m))(X) =

= (Dl(f(e))(X))m+ f(e)(dsc(m)(X)) =

= (∇̃Xf)(e) ·m+ f(e)X(m)

для любых m ∈M, e ∈ Hu. Аналогично доказывается соотношение (8.6).
В [1, 2] (см. также [8]) определяются связности на проективных правых модулях над про-

извольной унитальной алгеброй M. Связностью на модуле E называется такое отображение
∇ : E → HomZ(der(M), E), что

∇X(e ·m) = ∇X(e) ·m+ e ·X(m),
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где Z —центр M. В [1, 2] показано, что такого рода связности существуют на всех проективных
конечно прожденных модулях E надM. В нашем случае бимодуль Eu проективен и конечно поро-
жден как левый и как правый модуль надM. Отсюда следует, что всегда существуют отображения
∇ : Eu → HomZ(derh(M), Eu), удовлетворяющие отдельно или соотношению (8.5), или (8.6). Одна-
ко, как будет показано в гл. 3 (см. также [7]), в общем случае может не существовать отображений,
удовлетворяющих и (8.5), и (8.6).

В заключение скажем несколько слов о кривизне связности на ассоциированном векторном
расслоении и о характеристических классах.

Именно, в [1] кривизна связности определяется как автоморфизм модуля E: Θ(X,Y ) : E → E,
зависящий от пары дифференцирований X, Y ∈ der(M),

Θ(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]. (8.7)

Очевидно, что Θ(X,Y ) = −Θ(Y,X). Далее, формула

(Θ ∧ · · · ∧Θ)(X1, X2, . . . , X2n−1, X2n) =

=
1
2n

∑

σ∈Σ2n

(−1)ε(σ)Θ(Xσ(1), Xσ(2)) · · ·Θ(Xσ(2n−1), Xσ(2n))
(8.8)

определяет автоморфизм (Θ ∧ · · · ∧ Θ)(X1, X2, . . . , X2n) : E → E, кососимметрическим образом
зависящий от дифференцирований X1, . . . , X2n. В [1, 2] также доказывается, что след автомор-
физмов (Θ ∧ · · · ∧ Θ)(X1, . . . , X2n), построенный по произвольному следу tr : M → V , где V —
произвольный der(M)-модуль и Z-бимодуль, для которого выполняется равенство

X(zv) = X(z)v + zX(v), X ∈ der(M), z ∈ Z, v ∈ V,
удовлетворяет соотношению

d(tr(Θ ∧ · · · ∧Θ))(X1, . . . , X2n+1) = 0,

где

d(ω)(X1, . . . , Xp+1) =
p+1∑

i=1

(−1)i+1Xiω(X1, . . . , X̂i . . . , Xp+1)+

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xp+1)

для произвольного ω ∈ HomZ(
∧p

Z(M), V ) —обобщение дифференциала dsc. Кроме того, оказыва-
ется, что класс

[d(tr(Θ ∧ · · · ∧Θ))] ∈ H2n(M, V ),

где H∗(M, V ) —когомологии дифференциального комплекса

V
d−−−−→ HomZ(

∧1
Z(M), V ) d−−−−→ HomZ(

∧2
Z(M), V ) −−−−→ . . . ,

не зависит от выбора связности ∇.
С другой стороны, в разделе 5 приведена конструкция характеристических классов ассоцииро-

ванных векторных расслоений, основанная на ковариантной производной произвольной регулярной
связности. Именно, показано, что классы [trM(D2n

ω )] ∈ H2n(Z(Ω(M))) не зависят от выбора регу-
лярной связности ω.

В нашем случае ковариантное дифференцирование, построенное по регулярной связности, — это
то же, что дифференцирование Dl, построенное по лифту l : derh(M)→ derh(B). С другой стороны,
как показано выше, Dl определяет отображения

∇̃ : Eu → HomZ(derh(M), Eu),
по которым при помощи формулы (8.7) можно построить отображение Θ̃(X,Y ) : Eu → Eu.
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Предложение 8.2. (
Θ̃(X,Y )(f)

)
(e) =

(
D2
l (f(e))

)
(X,Y ), (8.9)

где e ∈ Hu, f ∈ Eu = Mor(u, F ). Аналогично,
[(

(Θ̃ ∧ · · · ∧ Θ̃)(X1, . . . , X2n)
)

(f)
]
(e) = D2n

l (f(e))(X1, . . . , X2n). (8.10)

Доказательство. Имеем
(
Θ̃(X,Y )(f)

)
(e) =

[(
∇̃X∇̃Y − ∇̃Y ∇̃X − ∇̃[X,Y ]

)
(f)

]
(e) =

= ∇̃X (Dl(f(e))(Y ))− ∇̃Y (Dl(f(e))(X))−Dl(f(e))([X,Y ]).

С другой стороны,

Dl(b)(X) = l(X)(b) для любого b ∈ B, X ∈ derh(M).

Таким образом,

∇̃X (Dl(f(e))(Y )) = ∇̃X (l(Y )(f(e))) = Dl (l(Y )(f(e))) (X) = l(X)(l(Y )(f(e))).

Аналогично,
∇̃Y (Dl(f(e))(X)) = l(Y )l(X)(f(e)).

Окончательно получаем
(
Θ̃(X,Y )(f)

)
(e) = {l(X)l(Y )− l(Y )l(X)− l([X,Y ])} f(e). (8.11)

С другой стороны, по определению Dl (см. предложение 8.1),
[
D2
l (b)

]
(X,Y ) = l(X)(Dl(b)(Y ))− l(Y )(Dl(b)(X))−Dl(b)([X,Y ]) =

= {l(X)l(Y )− l(Y )l(X)− l([X,Y ])} (b),

и это верно для любого b ∈ B.
Таким образом, (8.9) доказано. Чтобы получить (8.10), достаточно сравнить формулу (8.8) с

тем, что получается по индукции из (8.11) при помощи формулы для дифференциала Dl.

Итак, на уровне форм кривизны оба подхода дают одно и то же. Однако в общем случае
отображение trM не будет следом градуированных морфизмов (см. раздел 5), так как для него
в общем случае не выполняется равенство trM(AB) = (−1)∂A∂B trM(BA), и поэтому его нельзя
применить к произвольной связности ∇ : Eu → HomZ(derh(M), Eu), в смысле [1,2,8]. В следующей
главе мы установим связь между произвольными (нерегулярными) связностями на P и связностями
в смысле [1, 2,8].

ГЛАВА 3

СВЯЗНОСТИ И ПРЕПЯТСТВИЯ

В этой главе обсуждается вопрос о существовании регулярных связностей на квантовых главных
расслоениях. Как показано в главе 1, для тех квантовых расслоений, на которых определены регу-
лярные связности, существует достаточно богатая теория характеристических классов, полностью
аналогичная теории Чженя—Вейля в случае классических главных расслоений. Кроме того, в раз-
деле 5 приведена конструкция характеристических классов векторных расслоений, ассоциирован-
ных с данным главным расслоением; она более универсальна, чем конструкция Чженя—Вейля, но
равно требует, чтобы на ассоциированных векторных расслоениях существовали транспонируемые
дифференцирования.

Прежде всего мы отвечаем на вопрос о существовании регулярных связностей. Оказывается,
что, основываясь на произвольной связности на расслоении, можно построить когомологическое
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препятствие, равенство которого нулю означает положительный ответ на этот вопрос. Это пре-
пятствие— класс когомологий специально построенного по алгебре hor(P ) и пространству Γinv

коцепного комплекса. Более того, при помощи этого препятствия мы построим аналог гомомор-
физма Вейля, принимающий значение в когомологиях Хохшильда алгебры M со значениями в
Ω(M) или, более общо, в когомологиях Хохшильда градуированной алгебры Ω(M). При этом
естественное отображение HH(Ω(M),Ω(M)) → HH(M,Ω(M)) переводит образ второго из по-
строенных отображений в образ первого.

Однако в общем случае вычислить подобное препятствие не представляется возможным. Поэто-
му далее мы переходим к рассмотрению аналогичных препятствий для существования дифферен-
цирований на присоединенных векторных расслоениях, прежде всего, в случае полуклассического
дифференциального исчисления (см. гл. 2). В этом случае тоже удается построить аналогичные
препятствия. Приводятся примеры, в которых вычисляется значение построенного препятствия.
Кроме того, в последнем разделе описана связь между препятствиями к существованию дифферен-
цирований присоединенных векторных расслоений и описанными выше классами в когомологиях
Хохшильда алгебрыM (или Ω(M)).

9. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕГУЛЯРНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ

Пусть ω—некоторая связность на расслоении P с дифференциальным исчислением Ω(P ). Пусть
Γ — соответствующий модуль дифференциальных форм на квантовой структурной группе A. Напо-
мним, что связность ω называется регулярной, если для любой горизонтальной дифференциальной
формы ϕ ∈ hor(P ) = F̂−1(Ω(P )⊗ 1) ⊆ Ω(P ) и любого θ ∈ Γinv выполняется соотношение

ω(θ)ϕ = (−1)∂ϕ
∑

k

ϕkω(θ ◦ ck),

где
∑
k

ϕk ⊗ ck = F̂ (ϕ) и

θ ◦ a =
∑

(a)

κ(a(1))θa(2) ∈ Γinv, θ ∈ Γinv, a ∈ A.

Рассмотрим для произвольной связности ω отображение lω : Γinv⊗hor(P )→ Ω(P ), определенное
формулой

lω(θ ⊗ ϕ) = ω(θ)ϕ− (−1)∂ϕ
∑

k

ϕkω(θ ◦ ck). (9.1)

Предложение 9.1 (см. [11]).

F̂ lω(θ ⊗ ϕ) =
∑

k,l

lω(θl ⊗ ϕk)⊗ dlck,

где
∑
l

θl ⊗ dl = 
(θ). В частности, lω(Γinv ⊗ hor(P )) ⊆ hor(P ).

Доказательство. Это утверждение приведено в [11]. Поскольку оно важно для нас в дальнейшем,
приведем полное доказательство:

F̂ lω(θ ⊗ ϕ) = F̂
(
ω(θ)ϕ− (−1)∂ϕ

∑

k

ϕkω(θ ◦ ck)
)

=

= F̂ (ω(θ))F̂ (ϕ)− (−1)∂ϕ
∑

k

F̂ (ϕk)F̂ (ω(θ ◦ ck)) =

=
(∑

l

ω(θl)⊗ dl + 1⊗ θ
)(∑

k

ϕk ⊗ ck
)
−

− (−1)∂ϕ
∑

k

(∑

(ck)

ϕk ⊗ ck,(1)
)(∑

l,(ck)

ω(θl ◦ ck,(3))⊗ κ(ck,(2))dlck,(4)
)
−
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− (−1)∂ϕ
∑

k

∑

(ck)

(
(ϕk ⊗ ck,(1))(1⊗ θ ◦ ck,(2))

)
=

=
∑

k,l

ω(θl)ϕk ⊗ dlck + (−1)∂ϕ
∑

k

ϕk ⊗ θck−

− (−1)∂ϕ
∑

k,l,(ck)

ϕkω(θl ◦ ck,(3))⊗ ck,(1)κ(ck,(2))dlck,(4)−

− (−1)∂ϕ
∑

k,(ck)

ϕk ⊗ ck,(1)κ(ck,(2))θck,(3) =

=
∑

k,l

lω(θl ⊗ ϕk)⊗ dlck.

Предложение 9.1 доказано.

Построим обещанный коцепной комплекс. В дальнейшем не раз будем использовать похожие
конструкции, поэтому проведем рассуждения подробно. Рассмотрим тензорное произведение

N = hor(P )⊗ Γinv. (9.2)

Умножение на элементы алгебры hor(P ) задает на N структуру градуированного левого модуля
над hor(P ). Зададим на N структуру правого градуированного модуля над hor(P ) по формуле

(ψ ⊗ θ) · ϕ = (−1)∂ϕ
∑

k

ψϕk ⊗ θ ◦ ck. (9.3)

Очевидно, для всех n ∈ N и ϕ, χ ∈ hor(P )) выполняются равенства

n · 1 = n, n · (ϕχ) = (n · ϕ) · χ, (ϕ · n) · χ = ϕ · (n · χ),

т.е. N становится градуированным бимодулем над градуированной алгеброй hor(P ). Заметим, что
на N справа кодействует квантовая группа A при помощи отображения

FN
def= F∧ ⊗
 : ϕ⊗ θ 	→

∑

k,l

(
ϕk ⊗ θ

)⊗ ckdl.

Предложение 9.2. Умножение на элементы hor(P ) в N является A-эквивариантным отоб-
ражением, т.е.

FN (ϕ · n) = (· ⊗ ·)(F∧ ⊗ FN )(ϕ⊗ n),

FN (n · ϕ) = (· ⊗ ·)(FN ⊗ F∧)(n⊗ ϕ)

для любых n ∈ N и ϕ ∈ hor(P ).

Доказательство. Первая формула очевидна. Докажем вторую. Это делается прямым вычислени-
ем: пусть ψ ⊗ θ = n ∈ N ; тогда

(−1)∂ϕFN (n · ϕ) = FN
(∑

k

ψϕk ⊗ θ ◦ ck
)

=

=
∑

k,l,m,(ck)

(
ψmϕk ⊗ θl ◦ ck,(3)

)⊗ bmck,(1)κ(ck,(2))dlck,(4) =

=
∑

k,l,m,(ck)

(
ψmϕk ⊗ θl ◦ ck,(1)

)⊗ bmdlck,(2) =

= (−1)∂ϕ(· ⊗ ·)(FN ⊗ F∧)(n⊗ ϕ),

где
∑
m
ψm ⊗ bm = F∧(ψ).
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В дальнейшем для краткости будем обозначать градуированную алгебру hor(P ) буквой K. Для
любого n � 0 рассмотрим пространства

Cneq(N ,K) def= Homeq
K (N ⊗K⊗n,K), (9.4)

где Homeq
K (N ⊗K⊗n,K) —множество всех A-эквивариантных морфизмов левых K-модулей. Поло-

жим для произвольного μ ∈ Cneq(N ,K)

δμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn+1) = μ(nk1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)+

+
n∑

i=1

(−1)iμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)+

+(−1)n+1μ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn)kn+1.

(9.5)

Предложение 9.3. (i) δμ ∈ Cn+1
eq (N ,K);

(ii) δ(δμ) = 0.

Доказательство. Первое утверждение является очевидным следствием предложения 9.2. Дока-
жем второе соотношение. Имеем:

δ(δμ)(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn+2) = δμ(nk1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+
n+1∑

i=1

(−1)iδμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+(−1)n+2δμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2.

Сначала рассмотрим первое слагаемое. Согласно (9.5) находим

δμ(nk1 ⊗ k2 ⊗ · · · ⊗ kn+2) = μ(nk1k2 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+
n+1∑

i=2

(−1)i−1μ(nk1 ⊗ k2 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+(−1)n+1μ(nk1 ⊗ k2 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2.

Далее, при 2 � i � n получаем

δμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2) = μ(nk1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+
i−2∑

j=1

(−1)jμ(n⊗ k1 · · · ⊗ kjkj+1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+(−1)i−1μ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ ki−1kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+(−1)iμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1ki+2 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+
n+1∑

j=i+1

(−1)j−1μ(n⊗ k1 · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kjkj+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+(−1)n+1μ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2.

Наконец, при i = 1 имеем

δμ(n⊗ k1k2 ⊗ · · · ⊗ kn+2) = μ(nk1k2 ⊗ k3 ⊗ · · · ⊗ kn+2)− μ(n⊗ k1k2k3 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+
n+1∑

i=3

(−1)i−1μ(n⊗ k1k2 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+2)+

+(−1)n+1μ(n⊗ k1k2 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2.

При i = n+ 1 имеем

δμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn+1kn+2) = μ(nk1 ⊗ · · · ⊗ kn+1kn+2)+
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+
n−1∑

i=1

(−1)iμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+1kn+2)+

+(−1)nμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ knkn+1kn+2)+

+(−1)n+1μ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn)kn+1kn+2.

При i = n+ 2 имеем

δμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2 = μ(nk1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2+

+
n∑

i=1

(−1)iμ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kiki+1 ⊗ · · · ⊗ kn+1)kn+2+

+(−1)n+1μ(n⊗ k1 ⊗ · · · ⊗ kn)kn+1kn+2.

Складывая все эти равенства с соответствующими знаками, получаем нуль.

Следствие 9.4. Градуированное пространство

C•
eq(N ,K) def=

⊕

n�0

Cn(N ,K)

является коцепным комплексом с дифференциалом δ.

Рассмотрим отображение μω : N ⊗K → K, заданное формулой

μω
(
(ψ ⊗ θ)⊗ ϕ) = ψlω(θ ⊗ ϕ).

Теорема 9.5. μω ∈ C1
eq(N ,K) и δμω = 0. Кроме того, класс когомологий [μω] ∈ H1(N ,K) не

зависит от выбора связности ω.

Доказательство. Первое утверждение — очевидное следствие предложения 9.1. Докажем второе.
Пусть n = ψ ⊗ θ. Имеем

δμω(n⊗ ϕ⊗ χ) = μω(nϕ⊗ χ)− μω(n⊗ ϕχ) + μω(n⊗ ϕ)χ.

Пусть F∧(χ) =
∑

n χn ⊗ fn, тогда
μω(nϕ⊗ χ) = (−1)∂ϕμω

((∑

k

ψϕk ⊗ θ ◦ ck
)
⊗ χ

)
= (−1)∂ϕ

∑

k

ψϕklω(θ ◦ ck ⊗ χ) =

= (−1)∂ϕ
∑

k

ψϕk

{
ω(θ ◦ ck)χ− (−1)∂χ

∑

n

χnω((θ ◦ ck) ◦ fn)
}

=

= (−1)∂ϕψ
{∑

k

ϕkω(θ ◦ ck)
}
χ− (−1)∂ϕ+∂χψ

∑

n,k

ϕkχnω(θ ◦ ckfn),

−μω(n⊗ ϕχ) = −ψlω(θ ⊗ ϕχ) = −ψω(θ)ϕχ+ (−1)∂ϕ+∂χψ
∑

n,k

ϕkχnω(θ ◦ ckfn),

μω(n⊗ ϕ)χ = ψlω(θ ⊗ ϕ)χ = ψ
{
ω(θ)ϕ− (−1)∂ϕ

∑

k

ϕkω(θ ◦ ck)
}
χ =

= ψω(θ)ϕχ− (−1)∂ϕψ
{∑

k

ϕkω(θ ◦ ck)
}
χ.

Складывая эти равенства, получаем нуль.
Пусть теперь ω′ —другая связность. Найдем разность μω′ − μω. Положим λ = ω′ − ω, λ ∈ τ(P )

(напомним, что τ(P ) —пространство тензориальных форм расслоения P ). Тогда
{
μω′ − μω

}
(n⊗ ϕ) = ψlω′(θ ⊗ ϕ)− ψlω(θ ⊗ ϕ) =

= ψω′(θ)ϕ− (−1)∂ϕψ
∑

k

ϕkω
′(θ ◦ ck)− ψω(θ)ϕ− (−1)∂ϕψ

∑

k

ϕkω(θ ◦ ck) =

= ψλ(θ)ϕ− (−1)∂ϕψ
∑

k

ϕkλ(θ ◦ ck) = δλ̃(n⊗ ϕ),

(9.6)
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где λ̃(ψ ⊗ θ) = ψλ(θ) ∈ C0(N ,K).

Следствие 9.6. Регулярные связности на главном квантовом расслоении P существуют
тогда и только тогда, когда класс когомологий [μω] ∈ H1

eq(N ,K) равен нулю.

Доказательство. Прямое утверждение— тривиальное следствие теоремы 9.5 и того факта, что,
согласно определению, ω — регулярная связность тогда и только тогда, когда lω = 0.

Чтобы доказать обратное, заметим, что пространство C1
eq(N ,K) можно отождествить с про-

странством тензориальных форм τ(P ) на расслоении P . Тогда из (9.6) следует, что μω+δλ̃ = μω+λ

для любой тензориальной формы λ (здесь λ̃—элемент из C1
eq(N ,K), отождествляемый с λ).

Замечание 9.1. Отображение градуированных пространств μω : N ⊗ K → K имеет степень 1,
так как ω ∈ ψ1(P ) —псевдотензориальная 1-форма. Поэтому, если рассматривать на C•

eq(N ,K)
градуировку, равную сумме введенной градуировки и степени отображения, то класс [μω] будет
лежать в H2

eq(N ,K).

Замечание 9.2. Коцепной комплекс C•
eq(N ,K) является подкомплексом в

C•(N ,K) =
⊕

n�0

HomK(N ⊗K⊗n,K)

(дифференциал в C•(N ,K) задается той же формулой, что и дифференциал в C•
eq(N ,K)).

Замечание 9.3. Пусть I1
⊗ —пространство 
-инвариантных элементов в Γinv, θ ∈ I1

⊗ —произ-
вольный элемент. Рассмотрим отображение

iθ : Ω(M)⊗n → N ⊗K⊗n,

iθ(m1 ⊗ · · · ⊗mn) = (1⊗ θ)⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn.

Так как любое отображение μ ∈ Cneq(N ,K) A-эквивариантно, то, в частности, μ отображает под-
пространство iθ

(
(Ω(M))⊗n

)
в Ω(M). В частности, коцикл μω индуцирует отображение

θω = iθ∗(μω) : Ω(M)→ Ω(M),

θω(m) = ω(θ)m− (−1)∂mmω(θ).
(9.7)

Предложение 9.7. θω —дифференцирование градуированной алгебры Ω(M). Если ω′ —дру-
гая связность, то разность θω′ − θω —внутреннее дифференцирование алгебры Ω(M).

Доказательство. Имеем

θω(m1m2) = ω(θ)m1m2 − (−1)∂m1+∂m2m1m2ω(θ) =

= ω(θ)m1m2 − (−1)∂m1m1ω(θ)m2 + (−1)∂m1m1ω(θ)m2 − (−1)∂m1+∂m2m1m2ω(θ) =

= θω(m1)m2 + (−1)∂m1m1θω(m2).

Аналогично при помощи (9.6) проверяем, что разность θω′ − θω равна внутреннему дифференци-
рованию, порожденному элементом λ(θ).

Конечно, само дифференцирование θω отнюдь не обязано быть внутренним. Ограничение θω
на M задает дифференцирование на M со значением в Ω1(M), определенное с точностью до
внутреннего дифференцирования.

Как известно (см. [17]), факторпространство пространства дифференцирований некоторой ас-
социативной алгебры A со значениями в A-бимодуле M по подпространству внутренних диффе-
ренцирований есть в точности HH1(A,M), где HH∗(A,M) —когомологии Хохшильда алгебры
A со значениями в M . В нашем случае A = M, M = Ω1(M). Напомним общее определение
когомологий Хохшильда унитальных алгебр.

Пусть A—унитальная алгебра, M —A-бимодуль. Рассмотрим коцепной комплекс

CH•(A,M) =
⊕

n�0

Hom(A⊗n,M)
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с дифференциалом

δf(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1) +
n∑

i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)+

+(−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1.

Точно так же, как и выше, проверяется, что δ2 = 0. Когомологии этого коцепного комплекса
называются когомологиями Хохшильда алгебры A со значениями в M . Несложно проверить (см.
[17]), что

HH0(A,M) = {m ∈M | ma = am ∀a ∈ A},
т.е. HH1(A,M) совпадает с пространством

{X : A→M | X(aa′) = X(a)a′ + aX(a′) ∀a, a′ ∈ A}
дифференцирований алгебры A со значениями в M , факторизованным по подпространству вну-
тренних дифференцирований

ad(M) = {[m, ·] : A→M | [m, a] = ma− am, m ∈M}.
Иначе говоря, HH1(A,M) —пространство «внешних дифференцирований» алгебры A со значени-
ями в M .

Таким образом, дифференцирование θω, θ ∈ I1
⊗, можно интерпретировать как элемент простран-

ства HH1(M,Ω1(M)) ⊆ HH1(M,Ω(M)). На самом деле для произвольных θ ∈ Γinv при помощи
той же формулы (9.7) можно определить отображения θω : Ω(M) → hor(P ), которые тоже бу-
дут дифференцированиями, и при замене связности к дифференцированию θω будет прибавляться
внутреннее дифференцирование [λ(θ), ·] где λ = ω′ − ω. Пусть

θ̃ =
∑

i

θ1
i ⊗ · · · ⊗ θni ∈ In⊗.

Положим
θ̃ω =

∑

i

θ1
i ω ⊗ · · · ⊗ θni ω : (Ω(M))⊗n → hor(P ).

Теорема 9.8. (i) θ̃ω(Ω(M)⊗n) ⊆ Ω(M). В частности, θ̃ω(M⊗n) ⊆ Ω(M).
(ii) Отображение θ̃ω, рассматриваемое как элемент CHn(M,Ω(M)), является коциклом.
(iii) Класс [θ̃ω] ∈ HHn(M,Ω(M)) не зависит от выбора связности ω.

Доказательство. Утверждение (i) очевидно. Докажем (ii):

δ(θ̃ω)(m1 ⊗ · · · ⊗mn+1) =

= m1θ̃ω(m2 ⊗ · · · ⊗mn+1) +
n∑

j=1

(−1)j θ̃ω(m1 ⊗ · · · ⊗mjmj+1 ⊗ · · · ⊗mn+1)+

+(−1)n+1θ̃ω(m1 ⊗ · · · ⊗mn)mn+1.

Напомним, что
θ̃ω(m′

1 ⊗ · · · ⊗m′
n) =

∑

i

θ1
iω(m′

1) · · · θniω(m′
n).

Тогда для фиксированного i имеем

m1θ
1
iω(m2) · · · θniω(mn+1) =

= θ1
iω(m1m2) · · · θniω(mn+1)− θ1

iω(m1)m2θ
2
iω(m3) · · · θniω(mn+1) =

= θ1
iω(m1m2) · · · θniω(mn+1)− θ1

iω(m1)θ2
iω(m2m3) · · · θniω(mn+1)+

+θ1
iω(m1)θ2

iω(m2)m3 · · · θniω(mn+1) = · · · =

=
n∑

j=1

(−1)i−1θ1
i ω(m1) · · · θjiω(m2m3) · · · θniω(mn+1)+
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+(−1)nθ1
iω(m2) · · · θni ω(mn)mn+1.

Складывая эти равенства для всех i, получаем δ(θ̃ω) = 0.
Докажем утверждение (iii). Для этого рассмотрим другую связность ω′. Пусть

ωt = ω + tλ, λ = ω′ − ω, t ∈ [0; 1].

Тогда ωt — семейство связностей на главном расслоении P такое, что ω0 = ω и ω1 = ω′. Находим:

d

dt
θ̃ωt(m1 ⊗ · · · ⊗mn) =

∑

i

{
[λ(θ1

i ),m1]θ2
iωt

(m2) · · · θni ωt
(mn) + · · ·+

+θ1
i ωt

(m1) · · · θn−1
iωt

(mn−1)[λ(θni ),mn]
}

= δχt(m1 ⊗ · · · ⊗mn),

где

χt(m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

n−1) =
∑

i

{
λ(θ1

i )θ
2
iωt

(m′
1) · · · θniωt

(m′
n−1) + · · ·+ θ1

iωt
(m′

1) · · · θn−1
iωt

(m′
n−1)λ(θni )

}
.

Интегрируя это равенство по t от 0 до 1 получаем

θ̃ω′ = θ̃ω + δ

⎛

⎝
1∫

0

χtdt

⎞

⎠ .

Теорема 9.8 доказана.

Замечание 9.4. Конструкцию когомологий Хохшильда можно распространить на случай, когда
A— градуированная алгебра, а M — градуированный A-бимодуль. В этом случае полагают

CHn(A,M) = Hom(A⊗n+1,M) =
⊕

j∈Z

CHn,j(A⊗n+1,M),

где

CHn,j(A⊗n+1,M) = Homj(A⊗n+1,M),

Homj(A⊗n+1,M) def= {f ∈ Hom(A⊗n+1,M) | f меняет градуировку на j}.
Дифференциал в этом случае задается следующей формулой, полностью аналогичной той, которой
пользуются в неградуированном случае:

δϕ(a1, . . . , an+1) = (−1)∂ϕ∂a1a1ϕ(a2, . . . , an+1)+

+
n∑

i=1

(−1)iϕ(a1, . . . , aiai+1, . . . , an+1) + (−1)n+1ϕ(a1, . . . , an)an+1

(мы полагаем ∂ϕ = j, если ϕ ∈ CHn,j(A,M)).
В градуированном случае пространство HH1(A,M) тоже совпадает с пространством «внешних»

(градуированных) дифференцирований алгебры A.

В свете вышеизложенного можно рассмотреть комплекс CH•(Ω(M), Ω(M)) и для произволь-

ного θ =
∑

i θ
1
i ⊗ · · · ⊗ θn+1

i ∈ In+1
⊗ определить элемент ˜̃

θω ∈ CHn,n(Ω(M), Ω(M)) при помощи
формулы

˜̃
θω(a1, . . . , an+1) = (−1)ε

∑

i

θ1
i,ω(a1) · · · θn+1

i,ω (an+1),

где ε = n∂a1 + (n− 1)∂a2 + . . .+ ∂an.

Теорема 9.9. (i) δ ˜̃θω = 0.
(ii) Класс когомологий [ ˜̃

ωθ] не зависит от выбора связности ω.
(iii) Отображение HH(Ω(M),Ω(M))→ HH(M,Ω(M)) переводит класс [ ˜̃θω] в класс [θ̃ω].

Доказательство совершенно аналогично доказательству теоремы 9.8.
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10. СЛУЧАЙ ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЙ

Препятствие, введенное в разделе 9, вычислять чрезвычайно сложно. Поэтому мы попытаемся
здесь разобраться с несколько более простой задачей: ковариантное дифференцирование, задан-
ное произвольной регулярной связностью, задает на каждом градуированном модуле Fu диффе-
ренциальных форм на расслоении P антидифференцирование Dω,u = Du степени 1, причем все
дифференцирования из набора {Du}u∈R(G) согласованы между собой (см. теорему 5.5). Фиксируем
теперь представление квантовой группы u ∈ R(G) и попробуем ответить на вопрос: существует ли
для модуля F = Fu такое отображение D : F → F , что

D(ϕα) = D(ϕ)α+ (−1)∂ϕϕdM(α),

D(αϕ) = dM(α)ϕ+ (−1)∂ααD(ϕ)

для любых ϕ ∈ F , α ∈ Ω(M). Даже в таком виде задача достаточно сложна. Чтобы еще более
упростить ее, рассмотрим ограничение D на E = F0 ⊆ F . Дифференцирование D задает тогда
такое отображение ∇ : E → F1, что

∇(em) = ∇(e)m+ edM(m), ∇(me) = dM(m)e+m∇(e) (10.1)

для любых e ∈ E , m ∈M. В частности, в случае полуклассического дифференциального исчисле-
ния на базе, когда алгебра горизонтальных дифференциальных форм на расслоении равна hor∗sc(P ),
имеем F1 = HomZ(derh(M), E) и, как показано в гл. 2, условия (10.1) эквивалентны следующим:

∇X(em) = ∇X(e)m+ eX(m), ∇X(me) = X(m)e+m∇X(e) (10.2)

для любых m ∈M, e ∈ E , X ∈ derh(M).
Точно так же, как по лифту дифференцирований l : derh(M) → derh(B) можно восстано-

вить дифференцирование алгебры hor∗sc(P ) (см. гл. 2), можно показать, что по отображению
∇ : E → HomZ(derh(M), E), удовлетворяющему условиям (10.2), можно восстановить дифференци-
рование D градуированного модуля F = HomZ(

∧
Z,h(M), E). Автору не известно, верно ли подоб-

ное утверждение в случае произвольного дифференциального исчисления. Очевидно, необходимым
и достаточным условием продолжимости отображения ∇ до дифференцирования градуированного
модуля F является коммутативность диаграммы

Ω(M)⊗M E σ−−−−→ E ⊗M Ω(M)

dM⊗1+(−1)∂·⊗∇
⏐⏐�

⏐⏐�∇⊗1+1⊗dM

Ω(M)⊗M E σ−−−−→ E ⊗M Ω(M)

, (10.3)

где σ : Ω(M)⊗M E → E ⊗M Ω(M) —канонический изоморфизм, причем мы отождествляем

Ω(M)⊗M F1 = F = Ω(M)⊗M E
(см. раздел 5). С другой стороны, из изоморфизмов

F ∼= Ω(M)⊗M E ,F ∼= E ⊗M Ω(M)

следует, что если такое продолжение существует, то оно единственно.

Замечание 10.1. Вообще говоря, для того, чтобы справиться с указанными затруднениями,

следует рассматривать дифференцирование D как отображение F D→ F степени 1 и работать в
дальнейшем в градуированной категории. Иными словами, везде, где далее речь идет об алгебре,
последнюю следует рассматривать как градуированную алгебру; соответственно, модуль должен
быть градуированным и т. п. (см. замечание 9.4 в конце предыдущего раздела). Все резуль-
таты данного раздела можно перенести на градуированный случай, при этом во всех формулах
надо будет правильно расставить знаки. Это сильно загромождает текст, тогда как все основные
идеи вполне проявляются уже в случае обычных ассоциативных алгебр. Поэтому мы ограничимся
указанным выше упрощенным случаем.
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Ниже мы будем исследовать вопрос существования для произвольного бимодуля E отображений
∇, удовлетворяющих условиям (10.1). Прежде всего разберем более простой случай. Пусть E—
произвольный правый модуль над унитальной алгеброй M. По аналогии с (10.1) будем называть
связностью на E со значениями в дифференциальном исчислении Ω(M) на базе M отображение
∇ : E → E ⊗M Ω(M), для которого выполняется условие

∇(em) = ∇(e)m+ edM(m). (10.4)

В частности, если дифференциальное исчисление на базе M—полуклассическое, т.е. Ω(M) =
HomZ(

∧
Z,h(M),M), то отображение

∇ : E → E ⊗M Ω1(M) ∼= HomZ(derh(M), E)

становится связностью на E в смысле [1, 2]. (Вместо алгебры Ли derh(M) эрмитовых дифферен-
цирований можно в этом случае использовать алгебру Ли всех дифференцирований алгебры M,
а в качестве Z можно взять весь центр алгебрыM.)

Из результатов [1, 2] следует, что если модуль E проективный и конечно порожденный, то на
нем всегда существуют связности, если дифференциальное исчисление полуклассическое. Анало-
гичным путем можно показать (см. [15]), что на таком модуле E будут существовать связности со
значениями в произвольном дифференциальном исчислении на базе. Мы же предъявим необходи-
мое и достаточное условие существования связности на произвольном правом модуле E и покажем,
что в случае, когда E проективен и конечно порожден, это условие автоматически выполнено.

Положим N = E ⊗M Ω1(M) (в полуклассическом случае N = HomZ(der(M), E)). Тогда N —
правый модуль надM. Рассмотрим цепной комплекс

C•(E,M;N ) =
⊕

n�0

Cn(E,M;N ),

Cn(E,M;N ) = HomC(E ⊗M⊗n,N )
(10.5)

с дифференциалом

δϕ(e⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn+1) = ϕ(em1 ⊗m2 ⊗ · · · ⊗mn+1)+

+
n∑

i=1

(−1)iϕ(e⊗m1 ⊗ · · · ⊗mimi+1 ⊗ · · · ⊗mn+1)+

+(−1)n+1ϕ(e⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn)mn+1.

(10.6)

Точно так же, как и выше, доказывается, что δ2 = 0. Рассмотрим коцепь 1 ⊗ dM ∈ C1(E,M;N ),
[1⊗ dM](e⊗m) = edMm (или (1⊗ dM)X(e⊗m) = eX(m) для любого X ∈ der(M)).

Предложение 10.1. δ(1⊗dM) = 0. Класс [1⊗dM] ∈ H1(E,M;N ) равен нулю тогда и только
тогда, когда на модуле E существует связность ∇ со значениями в Ω(M).

Доказательство. Прямое вычисление показывает, что для любых e ∈ E, m1,m2 ∈M
δ(1⊗ dM)(e⊗m1 ⊗m2) = em1dM(m2)− edM(m1m2) + edM(m1)m2 = 0,

так как
dM(m1m2) = dmc(m1)m2 +m1dM(m2),

или
δ(1⊗ dM)X(e⊗m1 ⊗m2) = em1X(m2)− eX(m1m2) + eX(m1)m2 = 0

так как X(m1m2) = X(m1)m2 + m1X(m2). Значит, δ(1 ⊗ dM) = 0. С другой стороны, если на
E существует связность ∇ ∈ Hom(E,N ) = C0(E,M;N ) то из (10.4) следует, что δ∇ = 1 ⊗ dM.
Наоборот, если класс когомологий [1⊗ dM] равен нулю, т.е. коцикл 1⊗ dM является кограницей,
то в качестве связности на E можно взять любую 0-коцепь, кограница которой равна 1⊗ dM.

Пусть M-модуль E проективен и конечно порожден. Покажем, что построенное препятствие
равно нулю. На самом деле, мы докажем более сильное утверждение.



ГЕОМЕТРИЯ НЕКОММУТАТИВНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГЛАВНЫХ РАССЛОЕНИЙ 65

Предложение 10.2. Если модуль E проективный и конечно порожденный, то для любого
правогоM-модуля N

Hn(E,M;N ) =

{
HomM(E,N ), n = 0,
0, n �= 0.

Доказательство. Во-первых, из формулы (10.6) очевидно, что для любого модуля E имеем
H0(E,M;N ) = HomM(E,N ). Докажем, что при указанных условиях Hn(E,M;N ) = 0, n > 0.
Пусть для начала E =M— свободный модуль с одной образующей. Рассмотрим отображение

s : Cn(E,M;N )→ Cn−1(E,M;N ), n � 1,

s(ϕ)(m0 ⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn−1) = ϕ(1⊗m0 ⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn−1).

Тогда

δs(ϕ)(m0 ⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn) =

=
n−1∑

i=0

(−1)is(ϕ)(m0 ⊗ · · · ⊗mimi+1 ⊗ · · · ⊗mn) + (−1)ns(ϕ)(m0 ⊗ · · · ⊗mn−1)mn =

=
n−1∑

i=0

ϕ(1⊗m0 ⊗ · · · ⊗mimi+1 ⊗ · · · ⊗mn) + (−1)nϕ(1⊗m0 ⊗ · · · ⊗mn−1)mn.

и аналогично

sδ(ϕ)(m0 ⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn) = ϕ(m0 ⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn)+

+
n−1∑

i=0

(−1)i+1ϕ(1⊗m0 ⊗ · · · ⊗mimi+1 ⊗ · · · ⊗mn) + (−1)n+1ϕ(1⊗m0 ⊗ · · · ⊗mn−1)mn.

Складывая эти два равенства, получаем, что δs+ sδ = id, т.е. s— стягивающая цепная гомотопия.
Таким образом, Hn(M,M;N ) = 0, n � 1. Заметим теперь, что если модуль E распадается в
прямую сумму модулей, E = E1 ⊕ E2, то соответствующий коцепной комплекс также распадается
в прямую сумму

C•(E,M;N ) = C•(E1,M;N )⊕ C•(E2,M;N )
и, следовательно, аналогичное разложение справедливо и для пространств когомологий:

H∗(E,M;N ) = H∗(E1,M;N )⊕H∗(E2,M;N ).

Таким образом, доказываемое утверждение справедливо для произвольных свободных конечно
порожденных модулейMn.

Наконец, заметим, что любой морфизм модулей f : E1 → E2 индуцирует отображение коцепных
комплексов

f• : C•(E2,M;N )→ C•(E1,M;N ),

причем (fg)• = g•f• для любых E1
f−→ E2

g−→ E3. Следовательно, любой морфизм модулей f задает
отображение пространств когомологий f∗ : H∗(E2,M;N )→ H∗(E1,M;N ), причем (fg)∗ = g∗f∗.

Пусть теперь E—проективный конечно порожденный модуль над M. Это значит, что суще-
ствует свободный конечно порожденный модульMn и пара морфизмов модулей

i : E →Mn, p :Mn → E

таких, что
p ◦ i = idE .

Тогда для произвольного элемента h ∈ Hk(E,M;N ) при k � 1 имеем

h = id∗
E(h) = (p ◦ i)∗(h) = i∗p∗(h) = 0,

так как p∗(h) ∈ Hk(Mn,M;N ) = 0 при k � 1.

Займемся теперь бимодулями. Будем рассматривать следующие случаи:



66 Г. И. ШАРЫГИН

1) E = Eu —ассоциированное векторное расслоение для некоторого квантового главного рассло-
ения P , и тогда будем искать связность ∇ как отображение из E в F1

u = N , удовлетворяющее
условиям (10.1);

2) для произвольного бимодуля E будем искать «полуклассические связности», т.е. отображения
∇ : E → HomZ(der(M), E) = N , удовлетворяющие уравнениям (10.2).

Тогда описанная конструкция может быть обобщена на бимодули двумя способами.
Во-первых, можно рассмотреть коцепной комплекс

C•
bi(E,M;N ) =

⊕

n�0

Cnbi(E,M;N ),

Cnbi(E,M;N ) = HomC

(∑⊕

i+j=n

M⊗i ⊗ E ⊗M⊗j ,N
) (10.7)

с дифференциалом

δbiϕ(m1 ⊗ · · · ⊗m1 ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

j) = m1ϕ(m2 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

j)+

+
i−1∑

l=1

(−1)lϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mlml+1 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

j)+

+(−1)iϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mie⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

j) + (−1)i+1ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ em′
1 ⊗ · · · ⊗m′

j)+

+
j−1∑

k=1

(−1)i+k+1ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

km
′
k+1 ⊗ · · · ⊗m′

j)+

+(−1)n+2ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mi ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

j−1)m
′
j ,

(10.8)

где i + j = n + 1. Точно так же, как и раньше, проверяем, что δ2bi = 0. Вместо коцепи 1 ⊗ dM
рассмотрим коцепь

1⊗ dM − dM ⊗ 1 ∈ C1
bi(E,M;N ),

(1⊗ dM − dM ⊗ 1)(m1 ⊗ e1 + e2 ⊗m2) = dM(m1)e1 − e2dM(m2)
(10.9)

(соответственно,

(1⊗ dM − dM ⊗ 1)X(m1 ⊗ e1 + e2 ⊗m2) = X(m1)e1 − e2X(m2),

если N = HomZ(der(M), E)).
Так же, как и раньше, доказываем, что

δbi(1⊗ dM − dM ⊗ 1) = 0

и что
0 = [1⊗ dM − dM ⊗ 1] ∈ H1

bi(E,M;N )

тогда и только тогда, когда на бимодуле E существует связность ∇ со значениями в N .

Предложение 10.3. Если для бимодуля E существует такой свободный конечно порожден-
ный бимодульMn, что определены такие морфизмы бимодулей i : E →Mn, p :Mn → E, что
p ◦ i = idE, то для любого бимодуля N имеем

Hn
bi(E,M;N ) =

{
HomM,M(E,N ), n = 0,
0, n �= 0,

где HomM,M —пространство морфизмов бимодулей.

Доказательство. Доказательство совершенно аналогично доказательству предложения 10.2, толь-
ко вместо гомотопии s следует рассмотреть отображение

sbi : Cnbi(M,M;N )→ Cn−1
bi (M,M;N ),
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определенное формулой

sbi(ϕ)(m−i ⊗ · · · ⊗m0 ⊗ · · · ⊗mj) =
j+1∑

k=−i
(−1)k+iϕ(m−i ⊗ · · · ⊗mk−1 ⊗ 1⊗mk ⊗ · · · ⊗mj),

если i+ j = n− 1.

Мы видим, что для существования связности на бимодуле E, вообще говоря. недостаточно,
чтобы он был проективным и конечно порожденным как левый (или правый) модуль надM.

Описанный критерий существования связностей на бимодулях не очень удобен: комплекс
C•

bi(E,M;N ) очень громоздкий и вычислять его когомологии достаточно сложно. Однако нетрудно
заметить, что он на самом деле равен тотальному комплексу Tot(Cp,q(E,M;N )), где

Cp,q(E,M;N ) = HomC(M⊗p ⊗ E ⊗M⊗q,N ), (10.10)

с дифференциалами

δ′ : Cp,q(E,M;N )→ Cp+1,q(E,M;N ),

δ′′ : Cp,q(E,M;N )→ Cp,q+1(E,M;N ),

задаваемыми формулами

δ′ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mp ⊗mp+1 ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

q) =

= m1ϕ(m2 ⊗ · · · ⊗mp+1 ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

q)+

+
p∑

i=1

(−1)iϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mimi+1 ⊗ · · · ⊗mp+1 ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

q)+

+(−1)p+1ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mp ⊗mp+1e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

q)

и

(−1)p+1δ′′ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mp ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

q ⊗m′
q+1) =

= ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mp ⊗ em′
1 ⊗m′

2 ⊗ · · · ⊗m′
q+1)+

+
q∑

j=1

(−1)jϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mp ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

jm
′
j+1 ⊗ · · · ⊗m′

q+1)+

+(−1)q+1ϕ(m1 ⊗ · · · ⊗mp ⊗ e⊗m′
1 ⊗ · · · ⊗m′

q)m
′
q+1.

Несложно проверить, что δ′2 = δ′′2 = δ′δ′′ + δ′′δ′ = 0. Рассмотрим фильтрацию Fr тотального
комплекса C•

bi(E,M;N ) бикомплекса Cp,q(E,M;N ):

Fr(C•
bi(E,M;N )) = Tot(Cp,q(E,M;N ), p � r).

Заметим, что первый член спектральной последовательности, ассоциированной с этой фильтраци-
ей, равен

Ep,q1 = Hp(C ·,q(E,M;N ), δ′).

В частности, если модуль E конечно порожден и проективен как левыйM-модуль, то рассуждения,
аналогичные доказательству предложения 10.2, показывают, что

E0,q
1 = HomM,·(E ⊗M⊗q,N ), Ep,q1 = 0, p �= 0,

где HomM,· —пространство морфизмов левыхM-модулей. Рассмотрим коцепной комплекс

C̃•(E,M;N ) =
⊕

n�0

C̃n(E,M;N ),

C̃n(E,M;N ) = HomM,·(E ⊗M⊗n,N )
(10.11)
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с дифференциалом, задаваемым формулой

δ̃ϕ(e⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn+1) = ϕ(em1 ⊗ · · · ⊗mn+1)+

+
n∑

i=1

(−1)iϕ(e⊗m1 ⊗ · · · ⊗mimi+1 ⊗ · · · ⊗mn+1)+

+(−1)n+1ϕ(e⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn)mn+1.

(10.12)

Тогда, очевидно,

Ep,q2 =

{
H̃q(E,M;N ), p = 0,
0, p �= 0.

Рассматриваемая спектральная последовательность вырождается на втором члене, и когомологии
H∗
bi(E,M;N ) равны H̃∗(E,M;N ). Найдем, во что переходит при этом изоморфизме класс 1⊗dM−

dM ⊗ 1.
Как следует из предложения 10.2, если бимодуль E конечно порожден и проективен как левый

модуль, то на нем существуют «левые связности», т.е. существуют отображения ∇ : E → N ,
удовлетворяющие второму из соотношений (10.1) (или (10.2)). Тогда, очевидно, коцикл dM ⊗ 1 ∈
C1,0(E,M;N ) переходит в

∇̃ ∈ C̃(E,M;N ), ∇̃(e⊗m) = ∇(em)−∇(e)m. (10.13)

Поэтому, так как коцикл 1⊗ dM ∈ C0,1(E,M;N ) ∩ C̃1(E,M;N ) остается без изменений в члене
E1 спектральной последовательности, получаем, что класс 1⊗ dM − dM ⊗ 1 превращается в

[1⊗ dM − ∇̃] ∈ H̃1(E,M;N ). (10.14)

Замечание 10.2. На самом деле полученный критерий равенства нулю класса [1 ⊗ dM − ∇̃]
работает в более общем случае: достаточно, чтобы на модуле E существовала «односторонняя
связность», т.е. отображение ∇ : E → N , удовлетворяющее одному из условий (10.1) (или
(10.2)). В самом деле, для любого бимодуля E, у которого существует «левая связность», т.е.
отображение ∇, удовлетворяющее второму из уравнений (10.1) (или (10.2)), можно рассмотреть
комплекс C̃•(E,M;N ) и прямым вычислением проверить, что δ̃(1 ⊗ dM − ∇̃) = 0 и что класс
[1⊗ dM−∇̃] ∈ H̃1(E,M;N ) не зависит от выбора односторонней связности ∇. С другой стороны,
если связность ∇ удовлетворяет обоим условиям (10.1) (или (10.2)), то 1⊗ dM − ∇̃ = 0. В случае,
когда существует «правая связность», т.е. отображение ∇, для которого выполняется первое из
равенств (10.1) (или (10.2)), вместо комплекса C̃•(E,M;N ) следует рассмотреть

˜̃C•(E,M;N ) =
⊕

n�0

˜̃Cn(E,M;N ),

˜̃Cn(E,M;N ) = Hom·,M(M⊗n ⊗ E,N )

с соответствующим дифференциалом ˜̃
δ. При этом роль коцепи 1⊗ dM − ∇̃ из (10.13) будет играть

˜̃∇− dM ⊗ 1, где
˜̃∇ :M⊗ E → N , ˜̃∇(m⊗ e) = m∇(e)−∇(me).

Так же, как и прежде, эта конструкция получается в случае, если E проективен и конечно поро-
жден как правый модуль, из анализа бикомплекса (10.10).

Пример 10.1. Пусть M = Matn(C); тогда der(M) = Matn(C) =M, все дифференцирования—
внутренние, а центр алгебры M изоморфен C (он состоит из скалярных матриц). Пусть R ∈
GLn(C) —произвольная невырожденная матрица. Рассмотрим такой бимодуль E над M, что E
как векторное пространство над C совпадает с Matn(C), причем структура левого модуля над M
задается стандартным умножением матриц, а структура правого модуля определена как A · B =
ARBR−1. Будем искать связности в смысле (10.2). Поэтому положим

N = HomC(der(M), E) ∼= HomC(Matn(C),Matn(C)) ∼=
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∼= Matn(C)⊗Matn(C) ∼= Matn(Matn(C)).

Так как модуль E— свободный модуль с одной образующей как левый (и как правый) модуль
над M, то для него, конечно, существуют односторонние (левые) связности. Например, такой
связностью будет тривиальное отображение ∇ : E → N , ∇X(A) = [A,X] (здесь [ , ] —обычный
коммутатор матриц). С другой стороны, прямое вычисление показывает, что отображение

T : C̃•(E,M;N )→ CH•(Matn(C),N ),

Tϕ(A1 ⊗ · · · ⊗An) = ϕ(1⊗R−1A1R⊗ · · · ⊗R−1AnR)

задает изоморфизм между комплексом C̃•(E,M;N ) и комплексом для вычисления когомологий
Хохшильда CH•(Matn(C),N ). При этом коцепь ∇̃ − 1⊗ dM переходит в

Φ : Matn(C)→ N , ΦX(A) = [R−1AR,X]−R−1[A,X]R.

Однако из теоремы Мориты об эквивалентности следует, что

HHn(Matn(C),N ) = HHn(Matn(C),Matn(Matn(C))) ∼=

∼= HHn(C,Matn(C)) =

{
Matn(C), n = 0,
0, n �= 0.

Значит, препятствие равно нулю, и связность на E существует.

Пример 10.2. Пусть M = Matn(C∞(M)), где M —некоторое гладкое многообразие, E =
Matn(C∞(M)), причем структура левого модуля на E задано обычным умножением матриц, а
структура правого модуля—формулой A(x) · B(x) = A(x)R(x)B(x)R−1(x), где R(x) — семейство
невырожденных матриц на многообразии. Пусть

N = HomC∞(M)(Vect(M),Matn(C∞(M))) ∼= Matn(Ω1(M)),

где Vect(M) —пространство гладких векторных полей на M , а Ω1(M) —пространство гладких
дифференциальных 1-форм на M .

Так как модуль E— свободный модуль с одной образующей как левый (и правый) модуль надM,
то на нем существуют односторонние связности. Например, такой связностью будет отображение

∇ : E → N , ∇ξ(A(x)) = ξ(A(x))

для любого гладкого поля ξ на M .
С другой стороны, точно так же, как и выше, отображение

T : C̃•(E,M;N )→ CH•(Matn(C∞(M)),N ),

Tϕ(A1(x)⊗ · · · ⊗An(x)) = ϕ(1⊗R−1(x)A1(x)R(x)⊗ · · · ⊗R−1(x)An(x)R(x))

задает изоморфизм между C̃•(E,M;N ) и CH•(Matn(C∞(M)),N ), причем коцепь ∇̃ − 1 ⊗ dM
переходит в

Φ ∈ CH1(Matn(C∞(M)),N ),

Φξ(A(x)) = ξ(R(x))R−1(x)A(x)−A(x)ξ(R(x))R−1(x).

Далее, согласно теореме Мориты об эквивалентности

HH∗(Matn(C∞(M)),N ) = HH∗(Matn(C∞(M)),Matn(Ω1(M))) ∼=
∼= HH∗(C∞(M),Ω1(M)).

Эта эквивалентность задается отображением (см. [17])

inc∗ : CHn(Matn(C∞(M)),Matn(Ω1(M)))→ CHn(C∞(M),Ω1(M)),

inc∗ F (f1 ⊗ · · · ⊗ fn) = F (Ef111 ⊗ · · · ⊗Efn
11 )11,
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где Ef11 —матрица, в которой все элементы, кроме элемента (1, 1), равны нулю, а этот элемент ра-
вен f , и F (·)11 — (1, 1)-элемент матрицы F (·). Нетрудно проверить, что inc∗ Φ = 0. Следовательно,
на E существуют связности. Например, связностью будет отображение

∇′
ξ(A(x)) = ξ((A(x)) +A(x)ξ(R(x))R−1(x).

Пример бимодуля, для которого найденное нами препятствие (в случае полуклассического диф-
ференциального исчисления) отлично от нуля, можно найти в [7]. В заключение опишем связь
между препятствиями, построенными в этом разделе, и дифференцированиями θω из предыдуще-
го раздела. Для этого потребуется следующее простое предложение.

Предложение 10.4. Ограничение оператора ковариантного дифференцирования Dω, по-
строенного по произвольной связности ω на главном расслоении P , на произвольное векторное
расслоение E, ассоциированное с P , будет левой связностью (т.е. для него будет выполняться
второе из равенств (10.1)).

Доказательство. Напомним, что, поскольку Dω —A-эквивариантное отображение, его компози-
ция с произвольным морфизмом f : Hu → B будет морфизмом Dωf : Hu → hor(P ). Именно эту
композицию мы и называем ограничением ковариантной производной на E = Eu. Поэтому достаточ-
но проверить аналогичное свойство Dω как отображения из hor(P ) в hor(P ). Пусть ψ ∈ hor(P ) —
произвольный элемент и ϕ ∈ Ω(M). Имеем:

Dω(ϕψ) = d(ϕψ)− (−1)∂ϕ+∂ψ
∑

l

ϕψlω(π(dl)) = dM(ϕ)ψ + (−1)∂ϕϕDω(ψ). (10.15)

В частности, для любого m ∈M, ψ ∈ Eu имеем Dω(mψ) = dM(m)ψ +mDω(ψ).

Аналогично равенству (10.15) получаем

Dω(ψϕ) = Dω(ψ)ϕ+ (−1)∂ψψdM(ϕ) + (−1)∂ψ
∑

l

ψllω(π(dl)⊗ ϕ)

для любых ψ ∈ hor(P ), ϕ ∈ Ω(M). В частности, отсюда следует, что ковариантное дифференци-
рование Dω можно использовать для построения препятствия ∇̃ − 1 ⊗ dM для модуля Eu и это
препятствие оказывается равным отображению

aω : Eu ⊗M→ F1
u ,

Mor(u, F )⊗M = Eu ⊗M � f ⊗m 	→ aω(f ⊗m) ∈ F1
u = Mor(u, hor1(P )),

(
aω(f ⊗m)

)
(ei) =

nu∑

k=1

f(ek)lω(π(uki ⊗m)),

(10.16)

где ei —базис в Hu, а uij —матричные элементы представления u.
Рассмотрим диаграмму, определяющую «канонический след» отображения aω (ср. раздел 5):

Eū ⊗M Eu ⊗M id⊗aω−−−−→ Eū ⊗M Eu ⊗M Ω(M)

γu∗⊗id

'⏐⏐
⏐⏐�〈 〉−u

M⊗M t̃rM(aω)−−−−−→ M⊗M Ω(M) = Ω(M)

.

Предложение 10.5.

t̃rM(aω)(1⊗m) = (tr(C−1
u ũ))ω(m),

где Cu—канонический морфизм и ũ—матрица представления u.

Доказательство. Это — прямое следствие формул (10.16), (5.4) и (5.3).
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8. Connes A. Géométrie non-commutative// Publ. Math. IHES. — 1986. — 62. — С. 41.
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Задача построения операций Стинрода в обобщенных теориях когомологий исследуется с тех
пор, как Н. Стинрод построил стабильные когомологические операции в когомологиях с коэффи-
циентами в Z/2. Как известно, операции Стинрода в когомологиях с коэффициентами в поле Z/2
могут быть построены двумя способами. Исторически первый способ, предложенный Н. Стинро-
дом, основан на построении эквивариантного цепного комплекса специального вида. Другой под-
ход, развитый А. Картаном, использует вычисление когомологий спектра Эйленберга—Маклейна,
представляющего теорию когомологий с коэффициентами в поле Z/2. Когомологические операции
в теории кобордизмов были построены С. П. Новиковым и П. С. Ландвебером на основе вы-
числения кобордизмов представляющего спектра пространств Тома. Несколько позже Т. том Дик
построил аналог эквивариантного комплекса Стинрода для кобордизмов. Как оказалось, операции
Стинрода, построенные том Диком, существенно отличаются от операции Ландвебера—Новикова.
Иными словами, два способа (основанный на эквивариантном комплексе и основанный на пред-
ставляющем спектре) приводят к одному результату в случае когомологий с коэффициентами в
поле Z/p. В [10, 12] был предложен способ построения операций типа Стинрода (основанных на
эквивариантном цепном комплексе) с помощью введения на представляющем спектре дополни-
тельной структуры— так называемых H∞ и E∞ кольцевых спектров.

Относительно недавно В. А. Смирнов [3, 4] предложил новый способ построения операций
Стинрода в обобщенных теориях когомологий. Его подход также позволяет построить операции
типа Дайера—Лашофа в гомологиях.

Интересным также является установление связей между различными операциями— различными
версиями операций Стинрода и стабильными когомологическими операциями.

Метод В. А. Смиронова [3,4] основан на понятиях биоперады и мультипликативного семейства
над биоперадой. Несмотря на кажущееся сходство операды и биоперады, это два существенно раз-
личных объекта. Ни операда, ни биоперада не могут быть получены одна из другой «забыванием»
части структуры. Конструкция операций Стинрода, предложенная в [3,4], опирается на структуру
мультипликативного семейства над подходящей биоперадой на представляющем спектре теории
когомологий.

Тем самым, задача построения операций Стинрода в некоторой теории когомологий сводится
к построению такой структуры на представляющем спектре теории. В. А. Смирнов построил эту
структуру для O-, U - и Sp-кобордизмов.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 99-01-01227).
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В настоящей работе изучаются представляющие спектры SO- и SU -кобордизмов. Показано, что
на соответствующих спектрах имеется структура мультипликативного семейства над подходящей
биоперадой. Установлена связь с операциями Стинрода, предложенными Т. том Диком.

1. БИОПЕРАДЫ И МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ СЕМЕЙСТВА

Набор топологических пространств {E(j) : j � 1} называется симметрическим семейством,
если для каждого j > 0 на пространстве E(j) задано действие симметрической группы Σj .

Условимся для краткости через E(k) ∗ E(n) обозначать произведение

E(k)× E(n)× . . .× E(n)︸ ︷︷ ︸
k экземпляров

.

Симметрическое семейство {E(j) : j � 1} называется биоперадой, если заданы отображения

π : E(m)× E(n) −→ E(m+ n),

γ : E(k) ∗ E(n) −→ E(kn),

которые удовлетворяют следующим условиям B1–B5.
B1. Отображения π и γ согласованы с действием симметрических групп, т.е. для них выполня-

ются следующие два свойства.
(a) Если x ∈ E(m), y ∈ E(n), σ ∈ Σm, τ ∈ Σn, то

π(xσ × yτ) = π(x× y)π(σ × τ).
Здесь через π(σ × τ) обозначена перестановка из Σm+n, которая первые m элементов
переставляет с помощью σ, а последние n элементов— с помощью τ .

(b) Пусть x ∈ E(k), y1, . . . , yk ∈ E(n), σ ∈ Σk, τ1, . . . , τk ∈ Σn. Обозначим через σ0 переста-
новку γ(σ× τ1× . . .× τk), которая действует следующим образом. Элементы в количестве
j1 + j2 + . . . + jk разбиваются на k подряд идущих блоков длины n. Элементы i-го бло-
ка переставляются с помощью перестановки τi, а затем эти k блоков переставляются с
помощью перестановки σ. Тогда должно выполняться равенство

γ(xσ × y1τ1 × . . .× ykτk) = γ(x× yσ−1(1) × . . .× yσ−1(k))σ0.

B2. Диаграммы, означающие ассоциативность π и γ, коммутативны:
(a)

E(k)× E(n)× E(m) E(k + n)× E(m)

E(k)× E(n+m) E(k + n+m)
��

1×π

��
π×1

��

π

��π

;

(b)

(E(k) ∗ E(n))× E(m)× · · · × E(m)︸ ︷︷ ︸
kn

E(k) ∗ (E(n) ∗ E(m))

E(kn) ∗ E(m) E(k) ∗ E(nm)

E(knm) E(knm)

��T

��
� �
��
� �
�

γ×1×...×1

��
��
� �
��
� �

1∗γ

��
� �
� �
� �
� �

γ

��
��
� �
��
� �

γ

.

B3. Существует такой элемент 1 ∈ E(1), что для всех x ∈ E(n) выполняется равенство

γ(1 ∗ x) = γ(x ∗ 1) = x.
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B4. Коммутативна диаграмма

(E(k′)× E(k′′))× (E(n)×(k′+k′′)) E(k′ + k′′) ∗ E(n)

(E(k′) ∗ E(n))× (E(k′′) ∗ E(n)) E((k′ + k′′)n)

E(k′n)× E(k′′n) E(k′n+ k′′n)

��
π×1k′+k′′

��
� �
� �
� �
�

T

��
� �
� �
� �
�

f

��
� �
� �
� �
�

γ×γ
� �
� �
��
�

� �
��
� �
�

��π

,

означающая правую дистрибутивность γ относительно π. Здесь и далее через T обозначается
очевидный тасующий гомеоморфизм.

B5. Существует гомеоморфизм ξ : E(k (n+m))→ E(k (n+m)) такой, что ξ(xσ) = ξ(x) ξ(σ) для
всех x ∈ E(k(n+m)) и σ ∈ Σk(n+m) и что коммутативна диаграмма

E(k) ∗ (E(n)× E(m)) E(k) ∗ E(n+m)

(E(k)× E(k)) ∗ (E(n)× E(m)) E(k(n+m))

(E(k) ∗ E(n))× (E(k) ∗ E(m)) E(kn+ km)

E(kn)× E(km)

��1∗π

��

∇∗1
��

γ

��

T

���������������������

γ×γ

��

ξ

���������������������
π

.

Гомеоморфизм ξ, вообще говоря, зависит от n, k и m.

Модельным примером служит симметрическое семейство топологических пространств EΣ =
{EΣ(j) : j � 1}. Пространство EΣ(j) — это геометрическая реализация симплициальной резоль-
венты симметрической группы Σj , т.е.

EΣ(j) = |B∗(∗,Σj ,Σj)|.
Как известно, имеются два отображения

π : EΣ(n)× EΣ(m) −→ EΣ(m+ n),

γ : EΣ(k)× EΣ(j1)× . . .× EΣ(jk) −→ EΣ(j1 + . . .+ jk).

Они строятся как геометрические реализации морфизмов соответствующих симплициальных мно-
жеств. Отображение π строится по морфизму

π∗ : B∗(∗,Σn,Σn)×B∗(∗,Σm,Σm) −→ B∗(∗,Σm+n,Σm+n),

индуцированному отображением
π : Σn × Σm −→ Σm+n,

которое паре перестановок (σ, τ) ставит в соответствие перестановку π(σ, τ), действующую на
первых n элементах посредством σ, а на последних m элементах— посредством τ .

Отображение γ строится по морфизму

γ∗ : B∗(∗,Σk,Σk)×B∗(∗,Σj1 ,Σj1)× . . .×B∗(∗,Σjk ,Σjk) −→ B∗(∗,Σj1+...+jk ,Σj1+...+jk),
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индуцированному отображением

γ : Σk × Σj1 × . . .× Σjk −→ Σj1+...+jk .

Это отображение переводит набор перестановок (σ, τ1, . . . , τk) в перестановку γ(σ, τ1, . . . , τk), кото-
рая действует следующим образом. Элементы в количестве j1 + . . .+ jk разбиваются на k подряд
идущих блоков длин соответственно j1, j2, . . . , jk. Элементы i-го блока переставляются с помощью
τi, а затем эти k блоков переставляются с помощью σ. В частности, перестановка σ0 из пункта B1
определения биоперады равна γ(σ, τ1, . . . , τk).

Легко проверить, что свойства B1–B4 для отображений π и γ выполняются.
Покажем, что гомеоморфизм ξ из пункта B5 возникает естественным образом. Пусть

∇ : EΣ(n)→ EΣ(n)× EΣ(n)—диагональное отображение; тогда диаграмма

EΣ(n) ∗ (EΣ(k1)× EΣ(k2)) EΣ(n) ∗ (EΣ(k1 + k2))

(EΣ(n)× EΣ(n)) ∗ (EΣ(k1)× EΣ(k2)) EΣ(nk1 + nk2)

(EΣ(n) ∗ EΣ(k1))× (EΣ(n) ∗ EΣ(k2)) EΣ(nk1)× EΣ(nk2)

��1∗π

��

∇∗1
��

γ

��

T

��
γ×γ

��

π

, (1)

выражающая левую дистрибутивность γ относительно π, не коммутативна.
В самом деле, все отображения, участвующие в этой диаграмме, индуцированы отображениями,

определенными уже на уровне симметрических групп. Эти отображения включаются в диаграмму

Σn ∗ (Σk1 × Σk2) Σn ∗ (Σk1+k2)

(Σn × Σn) ∗ (Σk1 × Σk2) Σnk1+nk2

(Σn ∗ Σk1)× (Σn ∗ Σk2) Σnk1 × Σnk2

��1∗π

��

∇∗1
��

γ

��

T

��
γ×γ

��

π

, (2)

которая, как легко убедиться, не коммутативна.
Обозначим через g = gn,k1,k2 перестановку из группы Σnk1+nk2 , которая действует следующим

образом. Разобьем элементы в количестве nk1 + nk2 на идущие подряд блоки длин

k1, k2, k1, k2, . . . , k1, k2.

Перенумеруем их слева направо целыми числами от 1 до 2n. Эти блоки перестановка g располагает
в следующем порядке: 1, 3, . . . , 2n− 1, 2, 4, . . . , 2n. Зададим внутренний автоморфизм

ξ : Σnk1+nk2 −→ Σnk1+nk2

формулой ξ(σ) = g−1σg. Индуцированный гомеоморфизм пространства EΣ(nk1 +nk2) также будем
обозначать ξ.

Если в диаграмму (2) вставить после отображения π : Σnk1 × Σnk2 → Σnk1+nk2 отображе-
ние ξ : Σnk1+nk2 → Σnk1+nk2 , то она становится коммутативной. Отсюда следует, что если в диа-
грамму (1) вставить после отображения π : EΣ(nk1)× EΣ(nk2)→ EΣ(nk1 + nk2) гомеоморфизм
ξ : EΣ(nk1 + nk2)→ EΣ(nk1 + nk2), то она также станет коммутативной.
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Заметим, что в действительности коммутативна диаграмма, выражающая более сильное свой-
ство умножения γ, чем свойство B2:

EΣ× (EΣ× EΣ) EΣ× EΣ

(EΣ× EΣ)× EΣ

EΣ× EΣ EΣ

��
γ

��
� �
� �
� �
�

T

��
��
� �
��
��
� �
��
��
��
��

γ

��
� �
� �
� �
�

γ

��
γ

;

здесь через EΣ×EΣ обозначно так называемое операдное произведение симметрических семейств
(см. [11]).

Семейство F называется E-мультипликативным, если заданы отображения

π : F (n)× F (m) −→ F (m+ n),

μ : E(k) ∗ F (n) −→ F (kn),

удовлетворяющие некоторым условиям ассоциативности и дистрибутивности. Для полноты изло-
жения приведем точные формулировки— это условия M1–M5.

M1. Отображение μ согласовано с действием симметрических групп, т.е. если x ∈ E(k),
y1, . . . , yk ∈ F (n), σ ∈ Σk, то

μ(xσ × y1 × . . .× yk) = μ(x× yσ−1(1) × . . .× yσ−1(k)).

M2. Диаграммы, выражающие ассоциативность π и μ, коммутативны:
(a)

F (k)× F (n)× F (m) F (k + n)× F (m)

F (k)× F (n+m) F (k + n+m)

��
π×1

��

1×π
��

π

��π

;

(b)

(E(k) ∗ E(n))× F (m)× . . .× F (m)︸ ︷︷ ︸
kn

E(k) ∗ (E(n) ∗ F (m))

E(kn) ∗ F (m) E(k) ∗ F (nm)

F (knm) F (knm)

��T

��
� �
� �
��
�

γ×1×···×1

��
� �
� �
� �
� �

1∗μ

��
� �
� �
� �
��

μ

��
� �
� �
� �
� �

μ

.

M3. Для всех x ∈ F (n) имеем

μ(1 ∗ x) = x,

где 1 ∈ E(1)— единица биоперады.
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M4. Коммутативна диаграмма

(E(k′)× E(k′′))× (F (n)×(k′+k′′)) E(k′ + k′′) ∗ F (n)

(E(k′) ∗ F (n))× (E(k′′) ∗ F (n)) F ((k′ + k′′)n)

F (k′n)× F (k′′n) F (k′n+ k′′n)

��
π×1k′+k′′

��
� �
��
� �
�

T

��
� �
� �
��
�

μ

��
� �
��
� �
�

μ×μ
� �
��
� �
�

��
� �
� �
�

��π

,

означающая правую дистрибутивность μ относительно π.
M5. Cуществует гомеоморфизм

ξ : F (k (n+m)) −→ F (k (n+m))

такой, что равенство ξ(xσ) = ξ(x) ξ(σ) выполняется для всех x ∈ F (k(n+m)) и σ ∈ Σk(n+m)

и что коммутативна диаграмма

E(k) ∗ (F (n)× F (m)) E(k) ∗ F (n+m)

(E(k)× F (k)) ∗ (E(n)× F (m)) F (k(n+m))

(E(k) ∗ F (n))× (E(k) ∗ F (m)) F (k(n+m))

F (kn)× F (km)

��1∗π

��

∇∗1
��

μ

��

T

���������������������

μ×μ

��

ξ

���������������������

π

.

Таким образом, биоперада E—это четверка ({E(n)}, π, γ, ξ), а E-мультипликативное семейство
F —это четверка ({F (n)}, π, μ, ξ), удовлетворяющие перечисленным выше требованиям.

Легко видеть, что если симметрическое семейство E является биоперадой, то оно является
E-мультипликативным семейством. Можно рассматривать биопераду как алгебру с умножением
γ и сложением π. В таком случае E-мультипликативное семейство F можно рассматривать как
модуль над алгеброй E. Некоторые другие примеры биоперад и соответствующих мультипликатив-
ных семейств будут построены ниже. Будет показано, что семейство пространств Тома образуют
мультипликативное семейство над подходящей биоперадой. На семействе пространств Тома задать
структуру алгебры над какой-либо E∞-операдой до сих пор не удавалось. Попытки преодолеть эту
трудность привели к созданию теории H∞-кольцевых спектров и т. п. (см. [10,12]). Как оказалось,
за операции Стинрода отвечает не структура алгебры над какой-либо E∞-операдой, а структура
мультипликативного семейства над подходящей биоперадой.

Заметим, что определения операды и биоперады, хотя и похожи, в действительности задают
существенно различные объекты. Операдное умножение γ определено на всевозможных произве-
дениях

E(k)× E(j1)× . . .× E(jk),
в то время как биоперадное— только на части этих произведений, а именно, только на тех, которые
имеют вид

E(k)× E(n)× . . .× E(n)︸ ︷︷ ︸
k

.
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Кроме того, биоперада обладает «сложением» π, наличие которого у операды не требутся. Иными
словами, неверно, что забыванием части структуры можно получить из операды биопераду или
наоборот.

2. БИОПЕРАДА EG И EG-МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ СЕМЕЙСТВА

Биопераду E будем называть E∞-биоперадой, если для всех n действие группы Σn на E(n)
свободно и пространство E(n) стягиваемо, так что E(n)/Σn = BΣn.

Пусть G(n)—одна из групп O(n), U(n) или Sp(n), а d равно соответственно 1, 2 или 4. Напо-
мним конструкцию биоперады EG (см. [3,4]).

Пусть EG(n) = |B∗(∗, G(n), G(n))|. Отображение

π : G(m)×G(n) −→ G(m+ n),

которое пару матриц (A1, A2), A1 ∈ G(m), A2 ∈ G(n), переводит в блочно-диагональную матрицу
(
A1 0
0 A2

)
,

индуцирует морфизм симплициальных пространств

π∗ : B∗(∗, G(m), G(m))×B∗(∗, G(n), G(n)) −→ B∗(∗, G(m+ n), G(m+ n)).

Его геометрическую реализацию также будем обозначать

π : EG(m)× EG(n) −→ EG(m+ n).

Далее, пусть
γ : G(k)×G(j)× . . .×G(j)︸ ︷︷ ︸

k

−→ G(kj)

—отображение, при котором набор (A,B1, B2, . . . , Bk) переходит в произведение матриц A⊗Ej и
diag(B1, . . . , Bk). Здесь через A⊗ Ej обозначено кронекерово произведение матрицы A и единич-
ной матрицы j-го порядка, а через diag(B1, . . . , Bk)—блочно-диагональная матрица, у которой на
диагонали стоят блоки B1, B2, . . . , Bk. Кронекерово (тензорное) произведение матрицы A ⊗ Ej —
это блочная матрица, у которой (ij)-блок равен diag(aij , . . . , aij), где aij —элемент матрицы A,
стоящий на (ij)-м месте. Отображение γ определяет морфизм симплициальных пространств

γ∗ : B∗(∗, G(k), G(k)) ∗B∗(∗, G(j), G(j)) −→ B∗(∗, G(kj), G(kj)).

Геометрическую реализацию морфизма γ∗ будем обозначать

γ : EG(k) ∗ EG(j) −→ EG(kj).

Чтобы определить правое действие группы Σn на пространстве EG(n), достаточно задать его
на B∗(∗, G(n), G(n)). Пусть σ ∈ Σn. Обозначим через Aσ ∈ G(n) матрицу, у которой для всех i на
пересечении i-го столбца и σ(i)-й строки стоит единица, а остальные элементы равны 0. Легко
проверить, что AσAτ = Aστ . Пусть (B1, . . . , Bn+1) ∈ Bn(∗, G(n), G(n)). Положим по определению

(B1, . . . , Bn+1)σ = (B1, . . . , Bn+1Aσ).

Определим гомеоморфизм ξ пространства EG(k(n+m)) следующим образом. Сначала определим
обратимый морфизм

B∗(∗, G(n), G(n)) −→ B∗(∗, G(n), G(n))
формулой

(B1, . . . , Bn+1) �→ (A−1
g B1Ag, . . . , A

−1
g Bn+1Ag),

где перестановка g = gk,n,m была определена на с. 75. Ясно, что этот морфизм обратим, поэтому
его геометрическая реализация

ξ : EG(k(n+m)) −→ EG(k(n+m))

является гомеоморфизмом.

Предложение 1. Четверка ({EG(n)}, π, γ, ξ) является E∞-биоперадой.



ОБ ОПЕРАЦИЯХ СТИНРОДА В КОБОРДИЗМАХ 79

Пусть BG(n) = |B∗(∗, G(n), ∗)|. Отображения π, γ и ξ из предложения 1 индуцируют отображе-
ния

π : BG(m)×BG(n) −→ BG(m+ n),

μ : EG(k) ∗BG(n) −→ BG(kn),

ξ : BG(k(m+ n)) −→ BG(k(m+ n)).

Предложение 2. Четверка ({BG(n)}, π, μ, ξ) является EG-мультипликативным семей-
ством.

Доказательства предложений 1 и 2 являются громоздкими, но несложными упражнениями.
Перейдем к введению на семействе пространств Тома MG структуры EG-мультипликативного

семейства.
Пусть K = R, C или H, если G = O, U или Sp соответственно. Будем рассматривать сферу Sdn

как одноточечную компактификацию пространства Kn, т.е. будем считать, что Sdn = Kn ∪ {pt}.
Точка pt ∈ Sn — отмеченная. Определим действие группы G(n) на Sdn. Пусть B ∈ G(n). Если
x ∈ Sdn совпадает с отмеченной точкой pt, то Bx = pt. Если же x 
= pt, то x ∈ Kn, и положим Bx
равным обычному произведению матрицы B на вектор x.

Рассмотрим симплициальное пространство MG∗(n):

MGj(n) = (G(n)× . . .×G(n)︸ ︷︷ ︸
j

) � Sdn.

Здесь через � обозначно так называемое полу-смеш произведение. Если в пространстве Y есть
отмеченная точка pt, то по определению

X � Y = X × Y/X × {pt}.
Полу-смеш произведение выражается через смеш произведение:

X � Y = X+ ∧ Y.
Зададим операторы граней и вырождения пространства MG∗(n) следующими формулами:

∂0(B1, . . . , Bj , x) = (B2, . . . , Bj , x),

∂i(B1, . . . , Bj , x) = (B1, . . . , BiBi+1, . . . , x), i = 1, . . . , j − 1,

∂j(B1, . . . , Bj , x) = (B1, . . . , Bjx),

si(B1, . . . , Bj , x) = (B1, . . . , Bi, E,Bi+1, . . . , x), i = 0, . . . , j.

(3)

Здесь в определении оператора ∂j используется действие группы G(n) на Sdn.

Предложение 3. Геометрическая реализация |MG∗(n)| является пространством Тома
MG(n) универсального векторного расслоения над BG(n).

Доказательство. Рассмотрим симплициальное пространство B∗(∗, G(n), Sdn). Его геометрическая
реализация |B∗(∗, G(n), Sdn)|—это пространство, полученное послойной одноточечной компакти-
фикацией пространства универсального векторного расслоения над BG(n). Добавленным точкам
в точности соответствует подпространство |B∗(∗, G(n),pt)|. Результатом стягивания этого подпро-
странства в точку является пространство Тома MG(n), т.е.

MG(n) = |B∗(∗, G(n), Sdn)|/|B∗(∗, G(n),pt)|.
Это означает, что геометрическая реализация симплициального пространства

MG∗(n) = B∗(∗, G(n), Sdn)/B∗(∗, G(n),pt)

совпадает с пространством Тома MG∗(n).
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Структурные отображения

π : MG(m)×MG(n) −→MG(m+ n),

μ : EG(k) ∗MG(n) −→MG(kn)

и действия симметрических групп опеределяются как геометрические реализации отображений
соответствующих симплициальных пространств:

π∗ : MG∗(m)×MG∗(n) −→MG∗(m+ n),

μ∗ : EG∗(k) ∗MG∗(n) −→MG∗(kn).

Отображение
μj : G(k)×jG(k) ∗ (G(n)×j � Sdn) −→ G(kn)×j � Sdkn

очевидным образом строится по отображениям G(k) ∗G(n)→ G(kn) и G(k) ∗ Sdn → Skdn. Первое
было определено выше, а второе задается следующим образом.

Пусть B ∈ G(n), а xi ∈ Skn = Kn ∪ {pt}, где i = 1, . . . , k. Тогда

(B, x1, . . . , xk) �→ pt,

если xi = pt хотя бы для одного i = 1, . . . , k, и

(B, x1, . . . , xk) �→ (B ⊗ En)(x1 ⊕ . . .⊕ xk)
в противном случае. Здесь через x1 ⊕ · · · ⊕ xk обозначен вектор, принадлежащий пространству
Kn ⊕ . . . ⊕Kn, у которого i-я компонента совпадает с xi для всех i, а через B ⊗ En обозначено
кронекерово произведение матрицы B и единичной матрицы n-го порядка.

Отображение π∗ определяется аналогичным образом, оно индуцировано очевидными отображе-
ниями G(m)×G(n)→ G(m+ n) и Sdm × Sdn → Sd(m+n).

Гомеоморфизм ξ : MG(k(n+m))→MG(k(n+m)) определяется как геометрическая реализация
морфизма ξ∗ : MG∗(k(n+m))→MG∗(k(n+m)), определенного формулой

ξ∗ : (B1, . . . , Bj , x) �→ (A−1
g B1Ag, . . . , A

−1
g x),

где g—перестановка gk,n,m,.

Теорема 1. Семейство MG = ({MG(n)}, π, μ, ξ) является EG-мультипликативным семей-
ством.

Доказательство состоит в прямой проверке требуемых свойств.
Перейдем к построению E∞-биоперады ESO и соответствующих ESO-мультипликативных се-

мейств BSO и MSO.
Идея использовать в качестве E∞-биоперады ESO семейство пространств

ESO(n) = |B(∗, SO(n), SO(n))|
упирается в существенную трудность, а именно, не удается определить правое действие группы
Σn. В самом деле, если A ∈ SO(n), а σ—нечетная перестановка, то AAσ /∈ SO(n), так как
detAAσ = −1. Возможно, удастся определить подходящее действие симметрической группы на
пространстве |B∗(∗, SO(n), SO(n))| иным способом, но мы используем другую идею: в качестве
семейства ESO рассмотрим семейство других пространств.

В качестве E∞-биоперады ESO будем рассматривать уже известную нам E∞-биопераду EO, а
в качестве E∞-биоперады ESU —E∞-биопераду EU .

Рассмотрим симплициальное пространство MSO∗(n):

MSOj(n) = (O(n)× . . .×O(n)︸ ︷︷ ︸
j

) � (Sn+ ∨ Sn−).

Букет Sn+ ∨ Sn− —это обычный букет двух сфер, в котором одна отмечена как положительая, а
вторая— как отрицательная. Будем представлять (Sn+ ∨Sn−) в виде объединения отмеченной точки
pt и {±1} × R

n — двух экземпляров пространства R
n, положительного и отрицательного.
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Операторы граней и вырождения в MSO∗(n) задаются теми же формулами (3), что и для
MO∗(n), за исключением оператора

∂j : MSOj(n) −→MSOj−1(n).

Он задается следующим образом:

∂j(B1, . . . , Bj , x) = (B1, . . . , Bj−1, Bjx),

где Bjx = pt, если x = pt, и Bjx = (εdetBj ,detBj ·BjX), если x = (ε,X), где ε = ±1, X ∈ R
n.

Чтобы определить отображение

π : MSO(m)×MSO(n) −→MSO(m+ n),

достаточно задать отображение

({±1} × R
m)× ({±1} × R

n) −→ ({±1} × R
m+n).

Положим

((ε1, X1), (ε2, X2)) �→ (ε1ε2, X1 ⊕X2);

здесь ε1, ε2 = ±1, X1 ∈ R
m, X2 ∈ R

n, а X1 ⊕ X2 — это вектор пространства R
m+n = R

m ⊕ R
n, у

которого первая компонента равна X1, а вторая—X2.
Чтобы определить отображение

μ : ESO(k) ∗MSO(n) −→MSO(kn),

достаточно задать отображение

O(k) ∗ (Sn+ ∨ Sn−) −→ (Skn+ ∨ Skn− ).

Положим (B, x1, . . . , xk) �→ pt, если xi = pt хотя бы для одного i = 1, . . . , k, и

(B, x1, . . . , xk) �→
(
ε1 . . . εk det(B ⊗ En),det(B ⊗ En)(B ⊗ En)(X1 ⊕ . . .⊕Xk)

)

в противном случае. Здесь xi = (εi, Xi), εi = ±1, Xi ∈ R
n, B ∈ O(k).

Гомеоморфизм ξ : MSO(k(m+ n))→ MSO(k(m+ n)) определяется как геометрическая реали-
зация отображения

ξ∗ : MSO∗(k(m+ n)) −→MSO∗(k(m+ n)),

заданного формулой

ξ∗ : (B1, . . . , Bj , (ε,X)) �→ (A−1
g B1Ag, . . . , A

−1
g BjAg, A

−1
g X),

где g—перестановка gk,m,n, определенная на с. 75.

Предложение 4. Геометрическая реализация |MSO∗(n)| является пространством Тома
MSO(n) универсального векторного расслоения над BSO(n).

Доказательство аналогично доказательству предложения 3.
Еще одним примером ESO-мультипликативного семейства является семейство пространств

BSO(n) = |ESO∗(n)/SO(n)| = |B∗(∗, O(n), {±1})|.
Соответствующие структурные отображение индуцированы структурными отображениями биопе-
рады ESO.

Предложение 5. Семейство пространств BSO = {BSO(n)} является ESO-мультипликативным.
Доказательство состоит в прямой проверке всех необходимых свойств.

Теорема 2. СемействоMSO = {MSO(n)} является ESO-мультипликативным семейством.
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Доказательство состоит в непосредственной проверке требуемых свойств.
Опишем теперь ESU -мультипликативное семейство MSU . Как было сказано выше, в качестве

E∞-биоперады ESU будем рассматривать E∞-биопераду EU .
Рассмотрим симплициальное пространство MSU(n), определенное следующим образом. Пусть

MSUj(n) = (U(n)× . . .× U(n)︸ ︷︷ ︸
j

) � (S1 � S2n).

Здесь S1 рассматривается как группа комплексных чисел, по модулю равных 1, а S2n—как
{pt} ∪ C

n. Нам будет удобно считать, что S1 � S2n = {pt} ∪ S1 × C
n. Операторы граней и вы-

рождения, за исключением оператора

∂j : MSUj(n) −→MSUj−1(n),

задаются теми же формулами (3), что и для MU∗(n). Для оператора ∂j положим по определению

∂j(B1, . . . , Bj , x) = (B1, . . . , Bj−1, Bjx),

где Bjx = pt, если x = pt, и Bjx = (z detBj ,detBj · BjX), если x = (z,X), z ∈ S1, X ∈ C
n. Для

определения отображения

π : MSU(m)×MSU(n) −→MSO(m+ n)

остается задать отображения

(S1 � S2m)× (S1 � S2n) −→ S1 � S2(m+n).

Положим (x1, x2) �→ pt, если x1 = pt или x2 = pt, и (x1, x2) �→ (z1z2, X1 ⊕X2), если xi = (zi, Xi),
zi ∈ S1, X1 ∈ C

m, X2 ∈ C
n, X1 ⊕X2 ∈ C

m ⊕ C
n = C

m+n.
Для определения отображения

μ : ESU(k) ∗MSU(n) −→MSU(kn)

остается задать отображения

U(k) ∗ (S1 � S2n) −→ S1 � S2kn.

Положим (B, x1, . . . , xk) �→ pt, если xi = pt для некоторого i = 1, . . . , k, и

(B, x1, . . . , xk) = (B, (z1, X1), . . . , (zk, Xk)) �→
�→ (z1 . . . zk det(B ⊗ En),det(B ⊗ En) · (B ⊗ En)(X1 ⊕ . . .⊕Xk).

Здесь zi ∈ S1, Xi ∈ C
n, xi = (zi, Xi).

Гомеоморфизм ξ : MSU(k(n+m))→MSU(k(n+m)) определим как геометрическую реализацию
морфизма ξ∗ : MSU∗(k(n+m))→MSU∗(k(n+m)), заданного формулой

ξ : (B1, . . . , Bj , (z,X)) �→ (A−1
g B1Ag, . . . , A

−1
g BjAg, (z,A−1

g X),

где g—перестановка gk,n,m.

Предложение 6. Геометрическая реализация |MSU∗(n)| является пространством Тома уни-
версального векторного расслоения над BSU(n).

Доказательство является дословным повторением доказательства предложения 3.

Теорема 3. Семейство MSU = {MSU(n)} является ESU -мультипликативным семеством.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.
Еще одним ESU -мультипликативным семейством является семейство пространств

BSU(n) = |ESU∗(n)/SU(n)| = |B∗(∗, U(n), S1))|.
Структурные отображения π, μ и ξ индуцированы соответствующими отображениями биопера-
ды ESU .

Предложение 7. Семейство пространств BSU = {BSU(n)} является ESU -мультиплика-
тивным семейством.
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Доказательство является дословным повторением доказательства предложения 5.
До конца настоящего раздела будем пользоваться гомологиями и когомологиями с коэффици-

ентами в Z2. Введем следующие обозначения:

EG∗(n) = H∗(EG(n)/Σn),

EG∗(n) = H∗(EG(n)/Σn),

BG∗(n) = H∗(BG(n)),

BG∗(n) = H∗(BG(n)).

Группы EG∗(n) и EG∗(n) являются группами когомологий и гомологий соответственно симметри-
ческой группы Σn. Подходящее нам описание структуры, имеющейся на этих группах, см. в [5].
В частности, в EG∗(2) имеются элементы ēi, |ēi| = i, двойственные образующим в гомологиях
операды EΣ. Отображение μ индуцирует морфизмы

μ∗ :EG∗(k) ∗BG∗(n) −→ BG(kn),

μ∗ :BG∗(kn) −→ EG∗(k) ∗BG∗(n).

В [4] эти действия вычислены для G = O,U . Как известно,

H∗(BSO(n)) = Z2[w2, . . . , wn], H∗(BSU(n)) = Z2[c2, . . . , cn],

где через ci обозначен приведенный по модулю 2 класс Чженя размерности 2i.

Предложение 8. (a) Для кодействия

μ∗ : BSO∗(2n) −→ ESO∗(2) ∗BSO∗(n)

имеет место формула

μ∗(wm) =
∑

k>1

n!
k!(m− 2k)!(n−m+ k)!

ēm−2k ∗ wk.

(b) Для кодействия
μ∗ : BSU∗(2n) −→ ESU∗(2) ∗BSU∗(n)

имеет место формула

μ∗(cm) =
∑

k>1

n!
k!(m− 2k)!(n−m+ k)!

ē2m−4k ∗ ck.

В обоих случаях кодействие на остальных элементах BSO∗(n) и BSO∗(n) может быть опреде-
лено с помощью алгебраической структуры, существующей на этих когомологиях.

Доказательство. Докажем пункт (a). Воспользуемся тем, что каноническое отображение
i : BSO(n)→ BO(n) является отображением ESO-мультипликативных семейств (напомним, что
биоперады ESO и EO совпадают). Поэтому всевозможные отображения в гомологиях и когомо-
логиях, индуцированные структурными отображениями мультипликативных семейств, перестано-
вочны с отображениями i∗ : BSO∗(n)→ BO∗(n) и i∗ : BO∗(n)→ BSO∗(n). Кроме того, i∗(w1) = 0
и i∗(wn) = wn, n > 1. Остается воспользоваться теоремой 6 из [4]:

μ∗(wm) =
∑

k

n!
k!(m− 2k)!(n−m+ k)!

ēm−2k ∗ wk.

Пункт (b) доказывается аналогично.

Обозначим через xi ∈ H∗(BSO(n)) класс, двойственный wi, а через yi ∈ H∗(BSU(n))—класс,
двойственный ci, Из предложения 8 немедленно вытекает следующее утверждение.
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Предложение 9. (a) Для действия

μ∗ : ESO∗(2) ∗BSO∗(n) −→ BSO∗(2n)

имеет место формула

μ∗(ei ∗ xk) =
n!

k!i!(n− k − i)!xi+2k + непримитивные элементы.

(b) Для кодействия
μ∗ : ESU∗(2) ∗BSU∗(n) −→ BSU∗(2n)

имеют место формулы μ∗(e2i+1 ∗ yk) = 0 и

μ∗(e2i ∗ yk) =
n!

k!i!(n− k − i)!yi+2k + непримитивные элементы.

3. ОСНОВНАЯ КОНСТРУКЦИЯ

Общая конструкция операций Стинрода в теории когомологий, представляющий спектр которого
образует мультипликативное семейство над некоторой E∞-биоперадой, приведена в [3, 4]. В этом
разделе эта конструкция излагается непосредственно для кобордизмов.

Пусть G = O, SO, U, SU или Sp, а d = 1, 1, 2, 2 или 4 соответственно. Пусть X —некоторое
пунктированное топологическое пространство. Тогда

MGdj(X) = lim−→[SmdX,MG(m+ j)].

Через EG(k,X) обозначим пространство

(EG(k)+ ∧X ∧ . . . ∧X︸ ︷︷ ︸
k

)/Σk,

где действие Σk на EG(k)—из структуры биоперады, а на X ∧ . . . ∧X︸ ︷︷ ︸
k

группа Σk действует пере-
становками сомножителей.

Заметим, что отображение μ : EG(k) ∗ MG(n) → MG(kn) определяет отображение
EG(k,MG(n))→MG(kn)), которое мы будем обозначать той же буквой μ.

Рассмотрим направленную систему групп

MGi+kdm(EG(k, Sdm))

и их гомоморфизмов

ϕm,l : MGi+kdm(EG(k, Sdm)) −→MGi+kdl(EG(k, Sdl)), l < m.

Гомоморфизм ϕm,l определяется как композиция

MGi+kdm(EG(k, Sdm)) −→MGi+kdm(EG(k, Sdm−dl ∧ Sdl)) D∗−−→
−→MGi+kdm(EG(k, Sdl) ∧ EG(k, Sdm−dl))

MG∗(1∧ν)−−−−−−−→
−→MGi+kdm(EG(k, Sdl) ∧ EG(k,MG(m− l))) MG∗(1∧μ)−−−−−−−→

−→MGi+kdm(EG(k, Sdl) ∧MG(k(m− l))) −→MGi+kdl(EG(k, Sdl)).

Здесь D—это диагональное отбражение

D : EG(k, Sdm−dl ∧ Sdl) −→ EG(k, Sdm−dl) ∧ EG(k, Sdl),

а отображение ν : Sdm−dl →MG(m− l)— единица спектра.

Предложение 10. Для всех m > n > l имеем

ϕm,nϕn,l = ϕm,l.
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Доказательство. Легко видеть, что для доказательства этого предложения достаточно показать,
что отображения

EG(k, Sd(m−l)) D−→ EG(k, Sd(m−n)) ∧ EG(k, Sd(n−l)) −→
−→ EG(k,MG(m− n)) ∧ EG(k,MG(n− l)) μ∧μ−−→
−→MG(k(m− n)) ∧MG(k(n− l)) π−→MG(k(m− l))

(4)

и
EG(k, Sd(m−l)) −→ EG(k,MG(m− l)) μ−→MG(k(m− l)) (5)

представляют один и тот же элемент в MGkd(m−l)(EG(k, Sd(m−l))).
Напомним некоторые факты из [13] (см. также [1]). Пусть ξ → B — некоторое K–расслоение

размерности n (K = R,C или H в зависимости от G). Тогда

EG(k)× ξ×k/Σk −→ EG(k)×B×k/Σk

—K-расслоение размерности kn. Имеет место гомеоморфизм

M(EG(k)× ξ×k/Σk) ∼= EG(k,M(ξ))

(см. [13, лемма 3.5]).
Обозначим через Φm класс Тома расслоения EG(k) × 1×km /Σk, где 1m— тривиальное m-мерное

расслоение над точкой. Покажем, что отображение (5) представляет класс Φm−l. Расслоение
EG(k) × 1×km−l индуцировано некоторым отображением базы EG(k) × pt×k → BG(k(m − l)). Так
как пространство EG(k) стягиваемо, то в качестве этого классифицирующего отображения можно
взять

κ : EG(k)× pt×k 1×i×k−−−−→ EG(k)×BG(m− l)×k μ−→ BG(k(m− l)),
где i : pt→ BG(m− l)—некоторое фиксированное отображение. Так как отображение μ согласо-
вано с действием симметрической группы Σk, то отображение κ определяет отображение

κ̄ : EG(k)× pt×k /Σk −→ BG(k(m− l)).
Ясно, что κ̄ классифицирует расслоение EG(k)× 1×km−l/Σk. Следовательно, Φm−l совпадает с клас-
сом, представленным отображением (5).

Отображение (4) представляет класс D∗ ◦ (Φm−nΦn−l), где D—диагональное отображение

D : EG(k, Sd(m−l)) −→ EG(k, Sd(m−n)) ∧ EG(k, Sd(n−l)).

Согласно [13, п. 10.3, теорема 3.4] D∗ ◦ (Φm−nΦn−l) = Φm−l, что и требовалось.

Таким образом, имеет смысл говорить об обратном пределе системы группMGi+kdm(EG(k, Sdm))
и гомоморфизмов ϕm,l. Этот предел обозначим через AMGi(k).

Зафиксируем некоторое топологическое пространство X. Зафисируем некоторый элемент
x ∈ AMGdi(k). Построим отображение

Px : MGdj(X) −→MGdkj−di(X),

которое мы будем называть операцией Стинрода.
Пусть y ∈ MGdj(X). Выберем для него произвольный представитель f : SdmX →MG(j +m).

Для элемента x рассмотрим произвольный его представитель x̄ ∈ MGdi+kdm(EG(k, Sdm)). Рас-
смотрим соответствующее этому представителю отображение

g : Sdi+kdm+dl −→ EG(k, Sdm) ∧MG(l).

Пусть
Δ : EG(k, Sdm) ∧X −→ EG(k, SdmX)

—отображение, индуцированное диагональю X → X×k. Композицию

Sdi+kdm+dl ∧X g∧1X−−−→ EG(k, Sdm) ∧MG(l) ∧X Δ∧1MG(l)−−−−−−→ EG(k, SdmX) ∧MG(l)
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обозначим через r1, а композицию

EG(k, SdmX) ∧MG(l)
EG(k,f)∧1MG(l)−−−−−−−−−−→ EG(k,MG(m+ j)) ∧MG(l)

μ∧1MG(l)−−−−−−→
−→MG(km+ kj)) ∧MG(l) π−→MG(k(m+ j) + l)

обозначим через r2.
Гомотопический класс композиции

r2 ◦ r1 : Sdi+kdm+dlX −→MG(km+ kj + l)

задает некоторый элемент вMGdkj−di(X). Положим по определению Px(y) равным этому элементу.

Предложение 11. Класс Px(y) определен корректно, т.е. не зависит от произвола в выборе
отображений f и g.

Доказательство. Легко видеть, что класс Px(y) не зависит от выбора отображения g как пред-
ставителя x̄ ∈ hdi+kdm(E(k, Sdm)).

Покажем, что класс Px(y) не зависит от выбора f . Точнее, если помимо f задано отображение
f1 : Smd+d → H(m + j + 1), связанное с f формулой f1 = ε ◦ Sf, где ε : SdH(j) → H(j + 1) —
структурное отображение спектра, то класс Px(y), построенный по f , совпадает с классом классом
Px(y), построенным по f1.

Чтобы в этом убедиться, зафиксируем отображение

g : Sdi+kdm+dl+kd −→ EG(k, Sdm+d) ∧MG(l),

представляющее x̄ ∈MGdi+kdm+kd(EG(k, Sdm+d)). В качестве представителя элемента

ϕm+1,mx̄ ∈MGdi+kdm(EG(k, Sdm))

рассмотрим отображение (1 ∧ π) ◦ g′, где g′ —это композиция

Sdi+kdm+dl+kd g−→ EG(k, Sdm+d) ∧MG(l) −→
−→ EG(k, Sdm ∧ Sd) ∧MG(l) Δ−→

−→ EG(k, Sdm) ∧ EG(k, Sd) ∧MG(l)
1∧μ◦E(k,ν)∧1−−−−−−−−−→

−→ EG(k, Sdm) ∧MG(k) ∧MG(l).

Рассмотрим диаграмму

EG(k, Sdm+d) ∧MG(l) ∧X

Sd(i+km+k+l) ∧X EG(k, Sdm) ∧ EG(k, Sd) ∧MG(l) ∧X

EG(k, Sdm) ∧MG(k) ∧MG(l) ∧X

��Δ∧1

��

D∧1∧1

������������������������
g∧1

������������������������

g′∧1

��Δ∧1∧1

��

1∧(μ◦EG(ν))∧1∧1

��Δ∧1∧1
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EG(k, Sdm+dX) ∧MG(l)

EG(k, SdmX) ∧ EG(k, Sd) ∧MG(l)

EG(k, SdmX) ∧MG(k) ∧MG(l)

��

��

Δ∧1∧1

��
EG(Sdf)∧1

�� ��
EG(f)∧1∧1

��

1∧(μ◦E(ν))∧1

�� ��
EG(f)∧1∧1

EG(k, Sd ∧MG(m+ j)) ∧MG(l)

EG(k,MG(m+ j)) ∧ EG(k, Sd) ∧MG(l) (∗)

EG(k,MG(m+ j)) ∧MG(k) ∧MG(l)

��

��

D∧1

��
EG(ε)∧1

��

��

1∧(μ◦EG(ν))∧1

�� ��
μ∧1∧1

EG(k,EG(m+ j + 1)) ∧MG(l)

(∗) MG(k(m+ j + 1) + l)

MG(k(m+ j)) ∧MG(k) ∧MG(l)

��

��

π◦(μ∧1)

��

��

π◦(1∧π)

Эта диаграмма коммутативна. В самом деле, коммутативность фрагмента, помеченного (∗), следует
из свойств класса тома Φn (см. доказательство предложения 3.8), а коммутативность остальных
квадратов очевидна.

Как показано в работе [3,4], структурные отображения биоперады EG индуцируют на AMG∗ =⊕
AMG∗(k) структуру MG∗(S0)-билгебры Хопфа. Грубо говоря, эта структура описывает взаи-

модействие построенных операций Стинрода; в частности, отображение, индуцированное γ, опи-
сывает композицию операций Стинрода.

Пользуясь построенной структурой ESO-мультипликативного семейства на {MSO(n)} и струк-
турой ESU -мультипликативного семейства на {MSU(n)}, получаем следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть G = SO или SU .

(a) Тогда на MG∗(X) имеется естественная структура MG∗(S0)-алгебры над биалгеброй
Хопфа AMG∗.

(b) Если X —EG-мультипликативное пространство, то на MG∗(X) имеется естественная
структура MG∗(S0)-алгебры над биалгеброй Хопфа AMG∗.
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Кратко говоря, эта теорема говорит о том, что имеется естественное действие алгебры, которую
естественно называть алгеброй Стинрода, на теориях SO- и SU -кобордизмов, а также естествен-
ное действие алгебры, которую естественно называть алгеброй Дайера—Лашофа, на SO- и SU -
бордизмах. Доказательство этой теоремы, равно как и недостающие определения, можно найти
в [3,4].

Напомним, как строятся операции Стинрода в [13]. Операцией Стинрода том Дик назвал набор
естественных преобразований

P dj : MGdj(X) −→MGkdj(EG(k,X)),

удовлетворяющий ряду требований. Пусть класс y ∈MGdj(X) представлен отображением

f : SdmX −→MG(m+ j).

Пусть un → BG(n)—универсальное векторное расслоение. Класс Тома расслоения

EG(k)× u×kn /Σk −→ EG(k)×BG(n)k/Σk

обозначим vn. Класс vn представлен отображением

μ : EG(k,MG(n)) −→MG(kn).

Обозначим через Φm изоморфизм Тома

MGkjd(EG(k,X)) −→MGk(m+j)d(EG(k, SmX)),

определенный умножением на класс Тома расслоения

EG(k)× 1×km /Σk −→ EG(k)× pt×k /Σk

(см. [13, пп. (3.2)–(3.5)]). По определению

P dj(y) = Φ−1
k EG(k, f)∗(vn+k).

Обозначим через Δ диагональное отображение X ∧ BG(k)+ → EG(k,X). Композицию Δ∗ ◦ P dj
обозначим через

Qdj : MGdj(X) −→MGkdj(X ∧BG(k)+).
Напомним (см. [2]), что в MG∗(−) существует /-умножение

/ : MGp(X ∧ Y )⊗MGq(Y ) −→MGp−q(X).

Из его согласованности с ∪-умножением следует, что имеется умножение

/ : MGp(X ∧BG(k)+)⊗AMGq(k) −→MGp−q(X).

Теорема 5. Пусть x ∈ AMGdi(k), y ∈MGdj(X). Тогда

Qdj(y) / x = Px(y).

Доказательство. Отметим, что BG(k)+ = EG(k, S0) и что отображения

ϕm,n : MGi+kdm(EG(k, Sdm)) −→MGi+kdn(EG(k, Sdn))

индуцированы умножением на Φm−n. Остается воспользоваться свойствами умножения /.
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0. ВВЕДЕНИЕ

Настоящий небольшой обзор может рассматриваться как дополнение к обзору автора [7]. Здесь
мы касаемся новых результатов, появившихся после выхода обзора [7]: гомологических свойств
виртуальных кос [35], а также обобщенных гомологий артиновых групп [4], изучавшихся К. Брото
и автором. За более пространным введением мы отсылаем читателя к [7].
Виртульные узлы были введены Л. Кауфманом [24] и изучались также М. Гусаровым, М. Поля-

ком и О. Виро [22]. Основная мотивировка лежит в теории гауссовых диаграмм и гауссовых кодов
узлов [24, 27]. А именно, для всякой диаграммы узла возможно построить ее гауссову диаграмму
и образовать ее гауссов код. Пример гауссовой диаграммы узла:

12

3

�� ←→
3

1

2

Гауссовым кодом этой гауссовой диаграммы является последовательность O1U2O3U1O2U3, где
цифры обозначают точки пересечения, символ O означает переход, а символ U —проход в этой
точке. Проблема состоит в том, что не каждая гауссова диаграмма (или гауссов код) соответствует
некоторому узлу. Для преодоления этой трудности и были введены виртуальные узлы. Собствен-
но виртуальными узлами являются те из них, у которых гауссова диаграмма не есть гауссова
диаграмма классического узла. Л. Кауфман перенес много понятий из классической теории уз-
лов на случай виртуальных узлов, таких как фундаментальная группа, рэк, квандл, многочлены
Кауфмана и Джонса. М. Гусаров, М. Поляк и О. Виро [22] доказали, что аналоги верхнего и
нижнего копреставлений классической фундаментальной группы узла дают две различных группы
для виртуальных узлов. Они также исследовали виртуальные узлы с точки зрения инвариантов
Васильева.
Виртуальные косы естественным образом соответствуют виртуальным узлам. Другие обобщения

классических кос были введены в течение последних нескольких лет. Это группа кос-перестановок

Работа частично поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проект № 99-01-00574).

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2004
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BPn Р. Фенна, Р. Риманьи и К. Рурка [21] и моноид Баеса—Бирман SBn [14, 16], который вкла-
дывается в группу кос с особенностями SGn [20] (см. также описание этих объектов в [7, § 5]).
Виртуальные косы тесно связаны с группой кос-перестановок, а также с моноидом Баеса—Бирман.
Группа кос-перестановок имеет образующие тех же типов, что и группа виртуальных кос и моноид
Баеса—Бирман. Группа BPn имеет соотношения тех же типов, что и группа виртуальных кос,
кроме одного типа, которого в виртуальных косах нет, но он имеется для моноида Баеса–Бирман.
Представление Бурау определяется естественным образом для виртуальных кос и группы кос-

перестановок, обобщая классическое представление Бурау [15,18]. Это классическое представление
Бурау рассматривалось с гомотопической точки зрения Ф. Коэном [19]. Когомологии группы кос
с особенностями SGn и группы кос-перестановок изучались автором [5,33]. Методы работ [5,33]
были применены в [35] к исследованию гомологических свойств группы виртуальных кос и ее
представления Бурау.
В разделе 1 мы вводим группу виртуальных кос. Представление Бурау продолжается на группу

виртуальных кос и группу кос-перестановок в разделе 2. В разделе 3 мы изучаем гомологические
свойства группы виртуальных кос и ее представления Бурау. Целью раздела 4 является суммирова-
ние информации об обобщенных гомологиях групп, рассматриваемых как обобщения классических
групп кос. Под такими обобщениями мы понимаем так называемые Артиновы группы и группы
кос в телах с ручками.

1. ГРУППА ВИРТУАЛЬНЫХ КОС

Для виртуальных узлов имеют место следующие аналоги преобразований Рейдемейстера [22,24]:
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РИС. 1.4. Запрещенное преобразование

Как подчеркивалось в [22], соотношение, изображенное на рис. 1.4, не выполняется для вирту-
альных узлов.
Мы можем ввести группу виртуальных кос по аналогии с классической группой кос. Отличие

состоит в том, что разрешены два типа пересечений:

1) как для обычных кос, что показано на рис. 1.5, или
2) как пересечение линий на плоскости, что показано на рис. 1.6.
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РИС. 1.6

Эта группа задается набором образующих {ζi, σi, i = 1, 2, . . . , n− 1} и соотношений
⎧
⎪⎨

⎪⎩

ζ2
i = 1,
ζiζj = ζjζi, если |i− j| > 1,
ζiζi+1ζi = ζi+1ζiζi+1;

(1.1a)

{
σiσj = σjσi, если |i− j| > 1,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1;

(1.1b)

{
σiζj = ζjσi, если |i− j| > 1,
ζiζi+1σi = σi+1ζiζi+1.

(1.1c)

Соотношения (1.1a) представляют собой соотношения симметрической группы, (1.1b) — соотно-
шения группы кос и (1.1c) — смешанные соотношения.
Образующая σi соответствует канонической образующей группы кос Brn и изображена на

рис. 1.7.
Образующая ζi соответствует пересечению линий и изображена на рис. 1.8.
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РИС. 1.8

Гомоморфизм jn из классической группы кос Brn

jn : Brn → V Bn

очевидным образом определяется по формуле

jn(σi) = σi.

Определим категорию VB по аналогии со случаем классических групп кос. Ее объекты {0, 1, . . . }
соответствуют целым числам от 0 до бесконечности, а морфизмы определяются по формуле:

hom(k, l) =

{
V Bk, если k = l,

∅, если k �= l.

Спаривания
μm,n : V Bm × V Bn → V Bm+n

определяются обычным образом по формулам

μm,n(σ′i) = σi, μm,n(ζ ′i) = ζi, σ′i, ζ
′
i ∈ V Bm, σi, ζi ∈ V Bm+n,

μm,n(σ′′j ) = σj+m, μm,n(ζ ′′j ) = ζj+m, σ′′i , ζ
′′
i ∈ V Bn, σj+m, ζj+m ∈ V Bm+n.



ОБОБЩЕНИЯ КОС И ГОМОЛОГИИ 93

Геометрически это спаривание определяется так же, как и для классических групп кос: мы до-
бавляем (например, справа) косу из n нитей к косе из m нитей. Очевидно, что спаривание для
виртуальных кос согласуется с соответствующим спариванием для классических групп кос. Вир-
туальные косы определяют строгую моноидальную категорию VB, а гомоморфизмы jn определяют
функтор из строгой моноидальной категории B, порожденной классическими группами кос:

J : B → VB,
который является морфизмом моноидальных категорий.
Напомним, что категория B является категорией с заплетением (braided category) по опре-

делению А. Жуаяля и Р. Стрита [23]. Это означает, что задана система изоморфизмов объектов,
называемая заплетением (braiding)

σm,n : m+ n→ n+m,

естественная по отношению к морфизмам из m в себя и из n в себя, а также удовлетворяющая
свойствам когерентности B1 и B2 из [23]. Категория с заплетением становится симметрической
моноидальной категорией, если ее заплетение удовлетворяет дополнительному условию

σm,nσn,m = 1m+n.

Такое заплетение называется симметрией. Пермутативная категория есть строгая симметриче-
ская моноидальная категория.
Рассмотрим следующую систему элементов в качестве заплетения c в B:

σm . . . σ1σm+1 . . . σ2 . . . σn+m−1 . . . σn ∈ Brm+n.

Графически это изображено на рис. 1.9.
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Вследствие запрещенного преобразования (рис. 1.4) образ заплетения c в категории B под дей-
ствием функтора J не продолжается до заплетения в категории VB. Существует, однако, другое
заплетение, которое превращает VB в симметрическую моноидальную категорию.

Предложение 1.1. Категория VB становится пермутативной категорией с симметрией,
определенной элементами

ζm,n = ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζn ∈ V Bm+n.

Доказательство. Проведем вычисления, аналогичные тем, что приведены в [35]. Очевидно, что

ζ2 = 1.

По определению естественность симметрии ζ означает, что выполняется следующее равенство:

ζm,n · μ(b′m, b
′′
n) = μ(b′′n, b

′
m) · ζm,n, b′m ∈ V Bm, b′′n ∈ V Bn.
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Это эквивалентно выражению

ζm,n · μ(b′m, b
′′
n) · ζm,n = μ(b′′n, b

′
m),

которое означает, что сопряжение элементом ζm,n преобразует элемент из V Bm × V Bn, канони-
чески лежащий в V Bm+n, в соответствующий элемент из V Bn × V Bm. Элементы ζm,n опреде-
ляют симметрию для категории, образованной симметрическими группами, так что для проверки
естественности ζ в VB остается ее проверить на образующих σi, 1 � i � m− 1, m � i � m+ n.
Рассмотрим следующее сопряжение:

ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζnσiζn . . . ζn+m−1 . . . ζ2ζm+1ζ1 . . . ζm.

Если i > n, то мы используем соотношение

ζi−1σiζi−1 = ζiσi−1ζi.

Имеем:

ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζnσiζn . . . ζn+m−1 . . . ζ2ζm+1ζ1 . . . ζm =
= ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζi−1σiζi−1 . . . ζn+m−1 . . . ζ2ζm+1ζ1 . . . ζm =

= ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζi+1σi−1ζiζi−1ζi−1 . . . ζn+m−1 . . . ζ2ζm+1ζ1 . . . ζm = · · · = σi−n.

Если i < n, то мы используем соотношение

ζiσi+1ζi = ζi+1σiζi+1.

Имеем:

ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζnσiζn . . . ζn+m−1 . . . ζ2 . . . ζm+1ζ1 . . . ζm =
= ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζiζi+m . . . ζi+2ζi+1σiζi+1 . . . ζi+m . . . ζ2 . . . ζm+1ζ1 . . . ζm =

= ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζiζi+m . . . ζi+2ζiσi+1ζiζi+2 . . . ζi+m . . . ζ1 . . . ζm =
= ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζi+1ζi+m . . . ζi+2σi+1ζi+2 . . . ζi+mζi+1 . . . ζ2 . . . ζm+1ζ1 . . . ζm = · · · = σi+m.

Условия когерентности выполнены тривиальным образом. Для условия B1 из [23] имеем тожде-
ственно:

ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m−1 . . . ζn · ζm+n . . . ζn+1ζm+n+1 . . . ζn+2 . . . ζn+m+q−1 . . . ζn+q =
= ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζn+m+q−1 . . . ζn+q.

Для B2 это также очевидно:

ζm+n . . . ζm+1ζm+n+1 . . . ζm+2 . . . ζn+m+q−1 . . . ζm+q · ζm . . . ζ1ζm+1 . . . ζ2 . . . ζm+q−1 . . . ζq =
= ζm+n . . . ζ1ζm+n+1 . . . ζ2 . . . ζm+n+q−1 . . . ζq.

Предложение доказано.

Напомним, что группа кос-перестановок, введенная Р. Фенном, Р. Риманьи и К. Рурком [21],
задается набором образующих {ξi, σi, i = 1, 2, . . . , n − 1} и следующими соотношениями: соотно-
шения группы кос для образующих σi такие же, как в (1.1), а также соотношения

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ξ2i = 1,
ξiξj = ξjξi, если |i− j| > 1,
ξiξi+1ξi = ξi+1ξiξi+1.

(1.2a)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

σiξj = ξjσi, если |i− j| > 1,
ξiξi+1σi = σi+1ξiξi+1,

σiσi+1ξi = ξi+1σiσi+1.

(1.2b)

Соотношения (1.2a) представляют собой соотношения симметрической группы, а (1.2b) — сме-
шанные соотношения.
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Моноид Баеса—Бирман SBn, или моноид обобщенных кос, или моноид кос с особенностями
[14, 16] определяется как моноид с образующими σi, σ

−1
i , ai, i = 1, . . . , n− 1, и соотношениями

σiσj = σjσi, если |i− j| > 1,

aiaj = ajai, если |i− j| > 1,

aiσj = σjai, если |i− j| �= 1,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

σiσi+1ai = ai+1σiσi+1,

σi+1σiai+1 = aiσi+1σi,

σiσ
−1
i = σ−1

i σi = 1.

На рисунках σi соответствует канонической образующей группы кос (правосторонний переход),
а ai представляется пересечением i-й и (i + 1)-й нитей, как показано на рис. 1.7 и 1.10. Бо-
лее детальную геометрическую интерпретацию моноида Баеса—Бирман можно найти в работе
Дж. Бирман [16].
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Гомоморфизм kn из группы кос Brn определяется очевидным образом:

kn : Brn → SBn.

Р. Фенн, Э. Кейман и К. Рурк доказали в [20], что моноид Баеса—Бирман вкладывается в группу,
которую они назвали группой кос с особенностями:

SBn → SGn.

Это означает, что в SGn элементы ai становятся обратимыми и все соотношения из SBn остаются
справедливыми.
Мы видим, что в двух типах смешанных соотношений группы кос-перестановок один появляется

из группы виртуальных кос, а другой— из моноида Баеса—Бирман. Сравнивая копредставления
группы виртуальных кос и группы кос-перестановок, очевидный гомоморфизм можно определить
по формулам

p(ζi) = ξi, p(σi) = σi.

Рассматривая группу кос-перестановок как подгруппу группы автоморфизмов свободной группы
AutFn, видим, что гомоморфизм p определяет представление группы виртуальных кос в AutFn.
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2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ БУРАУ

Отобразим образующие группы кос-перестановок BPn в следующие элементы группы
GLnZ[t, t−1]:

σi 	→

⎛

⎜⎜⎝

Ei−1 0 0 0
0 1− t t 0
0 1 0 0
0 0 0 En−i−1

⎞

⎟⎟⎠ , (2.1)

ξi 	→

⎛

⎜⎜⎝

Ei−1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 En−i−1

⎞

⎟⎟⎠ , (2.2)

где Ei— единичная (i× i)-матрица.
Предложение 2.1. Формулы (2.1) и (2.2) корректно определяют представление группы кос-

перестановок в GLnZ[t, t−1]:
r : BPn → GLnZ[t, t−1].

Доказательство. Утверждение предложения следует из свободного дифференциального исчисле-
ния Фокса или из непосредственной проверки.

Обозначим через BuPn образ в GLnZ[t, t−1] группы кос-перестановок, который является также
образом группы виртуальных кос. Таким образом, имеем гомоморфизмы

V Bn
p−→ BPn

r−→ BuPn.

Нам понадобится следующий простой факт о группе V Bn.

Предложение 2.2. Абелианизации V Pn и BuPn, 2 � n �∞, для обеих групп равны Z/2⊕ Z:

BVn/[V Bn, V Bn] ∼= Z/2⊕ Z,

BuPn/[BuPn, BuPn] ∼= Z/2⊕ Z.

Гомоморфизмы p и r становятся изоморфизмами после абелианизации.

Доказательство. Добавляя новые соотношения к соотношениям группы виртуальных кос V Bn:

ζi = ζj для всех i и j,

σi = σj для всех i и j,

получим эпиморфизм
abV B : V Bn → Z/2⊕ Z.

С другой стороны, рассмотрим свободное произведение симметрической группы и группы кос
Σn ∗Brn, из универсальности получаем, что гомоморфизм абелианизации для группы Σn ∗ Brn
может быть определен как композиция

abΣn∗Brn : Σn ∗Brn abΣ ∗ abBr−−−−−−→ Z/2 ∗ Z→ Z/2⊕ Z,

где второе отображение является каноническим эпиморфизмом. Рассмотрим гомоморфизм abΣ∗Brn
как композицию

Σn ∗Brn −→ V Bn
abV B−−−→ Z/2⊕ Z,

где первое отображение есть канонический эпиморфизм. Снова используя универсальность, ви-
дим, что abV B есть абелианизация V Bn. Для группы V Bn утверждение предложения доказано.
Определитель матрицы из (2.1) равен −t, а матрицы из (2.2) равен −1. Следовательно, имеем
эпиморфизм на Z/2⊕ Z. Остаток доказательства получается из первой части.
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3. ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ВИРТУАЛЬНЫХ КОС

Имеется эпиморфизм
αn : V Bn → Z,

заданный по формулам

ξi 	→ 0 для всех i, σi 	→ 1 для всех i.

Из соотношений следует, что имеется эпиморфизм

φn : BPn → Σn,

определенный по формулам
φn(ζi) = ζi, φn(σi) = ζi.

Его композиция с каноническим вложением νn группы Σn в V Bn равна тождественному гомомор-
физму группы Σn. Эти гомоморфизмы порождают отображения классифицирующих пространств
Bνn и Bφn такие, что их композиция

BΣn → BV Bn → BΣn

равна тождественному отображению. Вложение jn группы кос в V Bn порождает отображение
классифицирующих пространств

BBrn → BV Bn.

Композиция jn и φn дает канонический эпиморфизм

τn : Brn → Σn.

Обозначим через Z строгую моноидальную (тензорную) категорию, объекты которой {0, 1, . . . }
соответствуют целым числам от 0 до бесконечности, а морфизмы определены по формуле

hom(k, l) =

{
Z, если k = l,

∅, если k �= l.

Произведение в Z определено на объектах как сумма неотрицательных чисел, а на морфизмах—
как сумма целых чисел. Эта категория обладает симметрией, которая равна нулевому элементу
для всех m и n. Гомоморфизмы αn индуцируют морфизм пермутативных категорий

A : BP → Z
и отображения классифицирующих пространств

Bαn : BV Bn → S1.

Обозначим через γ вложение
γ : Z→ Brn

группы Z в Brn, отображающее образующую циклической группы на одну из образующих группы
кос σi, скажем, σ1: γ(1) = σ1.
Нам потребуются некоторые определения из теории гомотопий (см., например, [7, 11, 13]). Для

пространства X, имеющего гомотопический тип CW -комплекса, мы используем символ X+ в
следующем смысле: пространство X+ есть гомотопически простой CW -комплекс и существует
отображение

q : X → X+,

индуцирующее изоморфизм в гомологиях. По теореме Уайтхеда X+, если существует, то единствен
с точностью до гомотопической эквивалентности. Оригинальная плюс-конструкция Д. Квиллена
для пространств, у которых коммутант фундаментальной группы есть совершенная подгруппа, яв-
ляется конструктивным способом построить X+ в этом случае. Спектр E есть последовательность
пространств Ei, гомеоморфных пространству петель ΩEi+1. Отображениями спектров являются по-
следовательности fi : Di → Ei такие, что fi согласуется c Ωfi+1 при помощи указанного семейства
гомеоморфизмов. Пространства, имеющие гомотопический тип пространства E0 для некоторого
спектра E и отображения из гомотопического класса некоторого f0б называются бесконечнократ-
ными пространствами петель и бесконечнократными петлевыми отображениями.
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Будем опускать индекс n в обозначениях для групп и гомоморфизмов, когда n =∞.
Теорема 3.1. Существуют отображения

ψV : BΣ×BBr → BV B+,

βV : ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠→ Ω∞S∞ × S1

такие, что отображение ψV становится петлевым отображением после группового пополне-
ния, а отображение βV есть бесконечнократное петлевое отображение, и оно расщепляется
отображением

Z×BΣ+ × S1 Id×(Bγ)+−−−−−−→ Z×BΣ+ ×BBr+ Id×ψ+
V−−−−→ Z×BV B+.

Слой Y (бесконечнократное пространство петель) отображения βV участвует в расщеплении
бесконечнократных пространств петель:

ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠ � Ω∞S∞ × S1 × Y.

То же самое верно и для групп BuPn: существуют отображения ψP и βP с аналогичными
свойствами. Эти отображения коммутируют с отображениями ψV и βV , а также с со-
ответствующими отображениями для группы кос-перестановок с помощью отображений,
индуцированными морфизмами p и r.

Доказательство. Морфизм A порождает бесконечнократное петлевое отображение [25]

ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠→ S1.

Аналогично, гомоморфизмы φn порождают морфизм пермутативных категорий

VB → Σ

и соответствующее бесконечнократное петлевое отображение

ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠→ Ω∞S∞.

Обозначим через βV следующую композицию:

ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠ diag−−→ ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠× ΩB

⎛

⎝
∐

n�0

BV Bn

⎞

⎠→ Ω∞S∞ × S1.

Гомоморфизмы ν и j порождают отображение произведений классифицирующих пространств:

BΣ×BBr → BV B ×BV B.
Пространство BV B+ является H-пространством, следовательно, существует отображение

μ : BV B+ ×BV B+ → BV B+.

Рассмотрим теперь композицию f :

BΣ×BBr Bν×Bj−−−−−→ BV B ×BV B q×q−−→ BV B+ ×BV B+ μ−→ BV B+,

где q—каноническое отображение в плюс-конструкцию:

q : BV B → BV B+.
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Из конструкции видим, что отображение

BΣ
equiv−−−→ BΣ× ∗ id×incl−−−−→ BΣ×BBr f−→ BV B+

гомотопно qBν, а отображение

BBr
equiv−−−→ ∗ ×BBr incl×id−−−−→ BΣ×BBr f−→ BV B+

гомотопно qBj. Используя тот факт, что Z × BV B+ —пространство петель, немного изменим
отображение

qBj : BBr → BV B+

и определим отображение
g : BBr → BV B+

по формуле
g(b) = (qBτ(b))−1 · qBj(b), b ∈ BBr.

В этом случае композиция
B+φ · g : BBr → BΣ+

гомотопна нулю. Обозначим через ψ композицию

BΣ×BBr Bν×g−−−→ BV B ×BV B q×q−−→ BV B+ ×BV B+ μ−→ BV B+,

а через χ—композицию

BΣ× S1 id×Bγ−−−−→ BΣ×BBr ψ−→ BV B+.

Таким образом, композиция

BΣ×BBr ψ−→ BV B+ B+φ×B+α−−−−−−−→ BΣ+ × S1

гомотопна произведению q ×Bα, а композиция
BΣ× S1 χ−→ BV B+ B+φ×B+α−−−−−−−→ BΣ+ × S1

является каноническим отображением из пространства в его плюс-конструкцию. Это дает следу-
ющее расщепление:

BΣ+ × S1 χ+

−−→ BV B+ B+φ×B+α−−−−−−−→ BΣ+ × S1.

Доказательство для групп BuPn то же самое. Заметим только, что K1Z[t, t−1] изоморфно группе
единиц кольца Z[t, t−1], которое изоморфно Z/2⊕ Z:

Z[t, t−1]∗ ∼= Z/2⊕ Z,

и отображение задается определителем

GL(Z[t, t−1]) det−−→ Z[t, t−1]∗.

Теорема доказана.

Как следует из предложения 2.1, представление Бурау определяет отображение

BV B+ → BGL(Z[t, t−1])+.

Рассмотрим индуцированный гомоморфизм гомотопических групп

π∗(BV B+)→ π∗(BGL(Z[t, t−1])+). (3.1)

В левой части (3.1) имеем

π∗(Ω∞S∞ × S1 × Y ) ∼= πS∗ ⊕ π∗(S1)⊕ π∗(Y ),

где πS∗ — стабильные гомотопические группы сфер, а в правой части

K∗Z[t, t−1] ∼= K∗Z⊕K∗−1Z.
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Предложение 3.1. Отображение (3.1) на уровне π1 порождает эпиморфизм, являющийся
изоморфизмом на прямое слагаемое:

π1(Ω∞S∞ × S1) �−→ K1Z⊕K0Z
∼= Z/2⊕ Z.

Для слагаемого π∗(Ω∞S∞) отображение (3.1) пропускается через канонический гомоморфизм

πS∗ → K∗Z. (3.2)

Доказательство непосредственно следует из конструкций.
Отображение (3.2), так же как группы K∗Z, изучались в алгебраической K-теории (см., напри-

мер, [28,37]). Ранги групп K∗Z были вычислены А. Борелем [17]. Результаты В. Воеводского [36]
позволили К. Вайбелю [37] (с некоторыми уточнениями Дж. Рогнеса и К. Вайбеля [30]) закончить
определение 2-кручения в группах K∗Z.
Д. Квиллен [28] рассматривал коммутативную диаграмму

BΣ+ −−−−→ BO
⏐⏐�

⏐⏐�

BGL(Z)+ −−−−→ BGL(R)

и использовал результаты Дж. Ф. Адамса о J-гомоморфизме [13]. Если i = 8k + 1 или 8k + 2,
то 2-кручение группы KiZ равно Z/2 и порождено образами элементов Адамса μi ∈ πS∗ . Если
i = 8k + 3, то 2-подгруппа образа J-гомоморфизма равна Z/8 и содержится в 2-подгруппе группы
KiZ, равной Z/16. Если i = 8k+7, то 2-подгруппа образа J-гомоморфизма равна Z/wj и изоморфна
2-подгруппе группы KiZ, где j = 4(k + 1) и wj есть наибольшая степень 2, делящая 4j.

4. ОБОБЩЕННЫЕ ГОМОЛОГИИ АРТИНОВЫХ ГРУПП

Напомним, что Г. Сегал установил следующую интересную связь между группой кос из беско-
нечного числа нитей и итерированными пространствами петель [31]. Пусть Ω2

0S
2 — связная компо-

нента тривиальной петли в двукратном пространстве петель Ω2S2 и пусть K(Brm, 1) обозначает
классифицирующее пространство группы кос Brm.

Теорема 4.1. Существует отображение K(Br∞, 1) −→ Ω2
0S

2, которое индуцирует изомор-
физм в гомологиях для любой группы коэффициентов G (с тривиальным действием Br∞
на G):

H∗(Br∞, G) ∼= H∗(Ω2
0S

2, G).

В терминах аппроксимации Мэя C2S
0 [10] это может быть выражено в следующем виде.

Теорема 4.2. (i) C2S
0 =

∐
i�0

K(Bri, 1).

(ii) Естественное отображение C2S
0 → Ω2S2 является групповым пополнением.

Когомологии групп кос Br(Cm) и Br(Dm) типов C и D были вычислены В. В. Горюновым [8,9].
Д. Б. Фукс нашел в [12] аналоги теоремы Г. Сегала для групп кос типов C и D: плюс-конструкция
Квиллена пространства K(Br(C∞), 1) эквивалентна Ω2S3×ΩS2, а плюс-конструкция пространства
K(Br(D∞), 1) эквивалентна Ω2S3×S3{2}, где S3{2}— гомотопический слой отображения степени
2 из S3 в S3.
Группа кос типа C может рассматриваться как группа кос в полнотории. Более общие объекты—

группы кос в телах с ручками— изучались А. Б. Сосинским [32] и В. В. Вершининым [5–7], кото-
рый доказал, в частности, аналог теоремы Г. Сегала для таких групп. А именно, плюс-конструкция
Квиллена классифицирующего пространства группы кос из бесконечного числа нитей в теле с руч-
ками рода g эквивалентна следующему произведению пространств петель над сферами:

BBrg∞
+ � Ω2S3 × ΩS2 × · · · × ΩS2,
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где число множителей в произведении равно роду g. Диаграмма

BBr∞
+ ∼−−−−→ Ω2S3

⏐⏐�
⏐⏐�

BBrg∞
+ ∼−−−−→ Ω2S3 × ΩS2 × · · · × ΩS2

,

в которой левая стрелка индуцирована каноническим вложением классической группы кос в группу
кос в теле с ручками, а правая стрелка является вложением множителя, коммутативна.
Пусть K(n)∗(), n = 1, 2, . . . , — периодические K-теории Моравы. А. Ямагучи [38] изучал эти

теории для пространств Ω2S2r+1 при p �= 2 (если p = 2, то K-теории Моравы не коммутативны).
Пусть E(a, b, . . . )—внешняя алгебра над Fp от образующих a, b, . . . и Tm(x, y, . . . )— срезанная
алгебра многочленов высоты pm над Fp от образующих x, y, . . . . Тогда результаты А. Ямагучи для
K(n)∗() пространств Ω2S3 и C2S

0 можно сформулировать следующим образом.

Теорема 4.3. Для простых p > 2 имеют место изоморфизмы

K(n)∗(Ω2S3) ∼= K(n)∗ ⊗ E(x0, . . . , xn)⊗ Tn(y1, y2, . . . ),

K(n)∗(C2S
0) ∼= K(n)∗ ⊗ Fp[u]⊗ E(x0, . . . , xn)⊗ Tn(y1, y2, . . . )

(4.1)

как изоморфизмы K(n)∗-алгебр, где deg xi = 2pi − 1, deg yi = 2pi − 2, deg u = 0.

Д. Равенел [29] описал аналогичным образом (с некоторой небольшой неопределенностью) го-
мологии Брауна—Петерсона пространств Ω2S2r+1. В случае пространства Ω2S3 это описание имеет
следующий вид.

Теорема 4.4. Для всех простых p имеют место изоморфизмы

BP∗(Ω2S3) ∼= BP∗ ⊗ E(x(0))⊗ Fp[y(1), y(2), . . . ]/(�1, �2, . . . )

как изоморфизмы BP∗-алгебр, где deg x(0) = 1, deg y(i) = 2pi − 2 и

�i ≡
∑

0�j�i
vjy

pj

(i−j) mod I2,

где vj — стандартные образующие кольца BP∗, v0=p и I = (p, v1, v2, . . . ).

Ниже приводятся аналогичные факты для обобщений групп кос.

Теорема 4.5. K-теория Моравы обобщенной группы кос Br(D∞) изоморфна K-теории Мо-
равы классической группы кос из бесконечного числа нитей и, таким образом, задается фор-
мулой (4.1). K-теория Моравы группы кос из бесконечного числа нитей в полнотории рода g
задается формулой

K(n)∗(Brg∞) ∼= K(n)∗ ⊗ Fp[z1, . . . , zg]⊗ E(x0, . . . , xn)⊗ Tn(y1, y2, . . . )

как K(n)∗-алгебра, где deg xi = 2pi − 1, deg yi = 2pi − 2, deg zi = 1. Диаграмма

K(n)∗(Br∞) ∼−−−−→ K(n)∗ ⊗ E(x0, . . . , xn)⊗ Tn(y1, y2, . . . )⏐⏐�
⏐⏐�

K(n)∗(Br
g
∞) ∼−−−−→ K(n)∗ ⊗ Fp[z1, . . . , zg]⊗ E(x0, . . . , xn)⊗ Tn(y1, y2, . . . )

, (4.2)

в которой левая стрелка индуцирована каноническим вложением классической группы кос в
группу кос в теле с ручками, а правая стрелка является очевидным алгебраическим вложени-
ем, коммутативна.

Доказательство. Утверждение легко следует из формулы Кюннета для K-теории Моравы и того

факта, что K̃(n)∗(S
3{2}) = 0 при p > 2.

Перейдем теперь к гомологиям Брауна—Петерсона.
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Теорема 4.6. Теория гомологий Брауна—Петерсона обобщенной группы кос Br(D∞) при
p > 2 изоморфна теории гомологий Брауна—Петерсона классической групп кос из бесконеч-
ного числа нитей и, таким образом, задается формулой из теоремы 4.4. Теория гомологий
Брауна—Петерсона группы кос из бесконечного числа нитей в полнотории рода g задается
изоморфизмом

BP ∗ (Brg∞) ∼= BP∗ ⊗ Fp[z1, . . . , zg]⊗ E(x(0))⊗ Fp[y(1), y(2), . . . ]/(�1, �2, . . . )

BP∗-алгебр, где deg x(0) = 1, deg y(i) = 2pi − 2, а �i такие же, как в теореме 4.4. Справедлив
также аналог диаграммы (4.2).

Доказательство. Мы следуем идеям доказательства Д. Равенела [29]. Рассмотрим классическую
спектральную последовательность Адамса, сходящуюся к

π∗(BP ∧ ((ΩS2)×
g × Ω2S3)).

Ее член E2 изоморфен
ExtA(H∗(BP ∧ ((ΩS2)×

g × Ω2S3)),Fp),
где A—алгебра Стинрода mod p, а гомологии рассматриваются с коэффициентами в Fp. Рассмот-
рим гомотопическое разложение в прямое произведение

ΩS2 � S1 × ΩS3,

а также стабильное расщепление

ΩS3 �
∞∨

j=1

S2j .

Эти расщепления ведут к утверждению, что рассматриваемая спектральная последовательность
Адамса, начиная с члена E2, расщепляется в букет спектральных последовательностей Адамса (с
соответствующими надстройками), сходящихся к

π∗(BP ∧ (Ω2S3)).

Эта последняя спектральная последовательность была исследована Д. Равенелом [29], который
доказал, используя расщепление Снэйта пространства Ω2S3, что ее дифференциалы тривиальны,
и получил структуру BP∗-модуля BP∗(Ω2S3), описанную в теореме 4.4. Наш результат теперь
следует из этих рассмотрений.

Определим весовую функцию w на модуле K(n)∗(C2S
0), описанном в теореме 4.3. Поставим

в соответствие мономам от u, xi и yj веса по формулам w(u) = 1, w(xi) = 2pi, w(yj) = 2pj и
w(vknab) = w(a) + w(b).

Теорема 4.7. Приведенная K-теория Моравы K̃(n)∗(Br(Cm)) обобщенной группы кос типа
Cm изоморфна K(n)∗-подмодулю модуля K(n)∗(C2S

0), порожденному мономами от u, xi и yj
веса, меньшего или равного m.

Доказательство. Результат немедленно следует из аналогичного факта для классических кос [38]
и конструкции классифицирующего пространства для группы кос типа C, данной в [8,9].
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ВВЕДЕНИЕ

Современная теория инвариантов узлов восходит к работе Дж. Александера [13], в которой
впервые был построен полиномиальный инвариант узла. Для его определения было разработано
свободное дифференциальное исчисление Фокса [4].

Спустя 60 лет появилось много работ (см., например, [34, 35, 38, 45, 61]) с аналогичными кон-
струкциями. В 1984 г. В. Джонс построил полиномиальный инвариант VL(q), называемый теперь
полиномом Джонса; он возник из теории операторных алгебр и связан с II-факторами фон Нойма-
на.

Следующий этап в теории инвариантов узлов связан с построением инвариантов конечного ти-
па. В 1990 г. В. А. Васильев [54, 55], используя дискретные производные для распространения
инвариантов на пространство сингулярных узлов, построил инварианты, которые начиная с неко-
торого момента имеют нулевые производные (т.е. ведут себя как многочлены). Эти инварианты
теперь называются инвариантами Васильева. Их старшие производные (или весовые системы) свя-
заны с хордовыми диаграммами и, в отличие от самих инвариантов, имеют простое комбинаторное
описание. Возникает задача восстановления инвариантов по их весовым системам, т.е. задача
интегрирования.

Теорема о восстановлении весовой системы произвольного порядка до инварианта того же по-
рядка была доказана в 1993 г. М. Концевичем (см. [39]), который дал выражение для всех инва-
риантов Васильева в виде кратных интегралов по соответствующим конфигурационным простран-
ствам. Эти формулы являются обобщением электродинамической формулы Гаусса, выражающей
коэффициенты зацепления двух замкнутых кривых в трехмерном пространстве в виде двойного
интеграла.

Таким образом, интеграл Концевича является интегралом в двух смыслах: во-первых, с помо-
щью него весовые системы интегрируются до инвариантов, а во-вторых, его слагаемые являются

обычными интегралами от дифференциальных форм вида ωij =
d(zi − zj)
zi − zj .

После решения принципиальных вопросов, связанных с описанием пространств весовых систем
и возможности их интегрирования, возникла задача эффективного вычисления инвариантов по
простым исходным данным, например, по координатам на диаграмме узла.

Первые явные формулы были построены Ж. Ланном [40], который, используя идею разложения
инварианта в ряд Тейлора, получил выражения для базисных инвариантов второго и третьего
порядков.
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Затем О. Виро и М. Поляк дали комбинаторно-диаграммную трактовку этого метода [48], а
М. Гусаров в 1998 г. доказал теорему о существовании представления любого инварианта в виде
стрелочно-хордового полинома, которая является аналогом теоремы Ланна о разложении инвари-
анта в ряд Тейлора.

Цель данной работы— опираясь на идеи дифференциального и интегрального исчисления и при-
меняя их к теории инвариантов узлов, исследовать пространство инвариантов Васильева конечных
порядков, построить явные формулы для вычисления инвариантов четвертого порядка и установить
связь коэффициентов при весовых функциях в этих формулах с коэффициентами хордовых диа-
грамм в интеграле Концевича, вычислить соответствующие слагаемые ряда Концевича, определить
критерий целочисленности инвариантов четвертого порядка, получить формулы для произвольных
инвариантов до 4 порядка включительно.

Получена формула для вычисления двух базисных инвариантов четвертого порядка. Установле-
но, что формула Виро—Поляка для третьего базисного инварианта четвертого порядка не всегда
дает правильные результаты. Подробно разобран соответствующий контрпример для узла 51. По-
казано, что при определенных дополнительных условиях инварианты произвольного порядка полу-
чаются с помощью формул типа Ланна. Эти формулы используются для анализа ряда Концевича.

Глава 1 содержит ряд предварительных сведений (необходимые определения, утверждения),
обобщение некоторых известных результатов. Раздел 2 посвящен краткому изложению истории
вопроса и обсуждению полученных ранее результатов и нерешенных проблем теории узлов. В
разделе 2 описаны основные определения и свойства узлов, зацеплений, сингулярных узлов, соот-
ветствующих им диаграмм Гаусса и хордовых диаграмм.

В разделе 3 рассматривается пространство хордовых диаграмм, весовых функций (систем) на
нем, дается определение инвариантов конечного типа (инвариантов Васильева), а в разделе 4—
примеры вычисления этих инвариантов. В разделе 5 вводится модуль Васильева (объект, двой-
ственный пространству инвариантов Васильева). Доказывается формула разложения произвольно-
го инварианта порядка не выше 4 по базисным инвариантам и приводится формула разложения
узла в модуле Васильева произвольного порядка.

Глава 2 посвящена исследованию следующей проблемы: как проинтегрировать данную весовую
систему, чтобы получить инвариант конечного типа? В разделе 6 инварианты Васильева определя-
ются через дискретные производные и обсуждаются их основные свойства. Затем вводится понятие
интегрирования весовой системы.

В разделе 7 описаны явные формулы для инвариантов порядков 2 и 3, полученные Ж. Ланном
[40]. Обсуждается аналогичная формула для инвариантов 4 порядка. В разделе 8 приводятся
стрелочные формулы Виро—Поляка для этих инвариантов, а также доказывается новая формула
для инварианта порядка 3 с целыми коэффициентами.

В разделе 9 получена новая формула для двух (из трех) базисных инвариантов 4 порядка. Кроме
того, показано, что известная формула Виро—Поляка для третьего базисного инварианта порядка
4 некорректна, и подробно рассмотрен соответствующий контрпример— узел 51.

В разделе 10 вычислены все инварианты Васильева для торических узлов типа (2, n), n = 2k+1,
k � 1.

В главе 3 вычисляются все слагаемые интеграла Концевича до 4 порядка включительно. В
разделах 11 и 12 даются определения интеграла Концевича для узлов и танглов.

Раздел 13 посвящен вычислению интеграла Концевича для узла с четырьмя критически-
ми точками (см., например, [2]. Ряд Концевича до 4 порядка для этого вычисляется узла тремя
различными способами: прямым вычислением кратных интегралов, с использованием гипотезы
Д. Бар-Натана и с использованием монодромии уравнения Книжника—Замолодчикова для трех
точек, когда его коэффициенты трактуются как хордовые диаграммы на трех струнах и использу-
ется замыкание этих диаграмм. Исследуются также разложения узлов на элементарные танглы,
вычисляются интегралы Концевича от этих танглов, их композиций и простейших узлов (триви-
ального, трилистника, восьмерки).
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ГЛАВА 1

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ УЗЛОВ

1. КРАТКАЯ ИСТОРИЯ ВОПРОСА И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Прародителем теории узлов является К. Ф. Гаусс, который вывел замечательную интеграль-
ную формулу для числа оборотов одной замкнутой кривой в пространстве вокруг другой, а также
оставил в своих записных книжках многочисленные рисунки узлов без комментариев. Системати-
ческое развитие теории узлов началось с 1880-х годов, когда несколько математиков и физиков с
большим энтузиазмом занялись составлением таблиц узлов под влиянием идей знаменитого фи-
зика У. Томпсона (впоследствии известного как лорд Кельвин) о том, что узлы должны взаимно
однозначно соответствовать химическим элементам.

Приведем формулировки нескольких знаменитых проблем теории узлов. Некоторые из них не
поддавались решению в течение десятков лет и были решены сравнительно недавно, а некоторые
открыты до сих пор.

Решенные проблемы.

1. Существуют ли необратимые узлы? (Решена положительно в 1962 г. (H. F. Trotter, [52]).

2. Определяется ли класс эквивалентности неориентированного узла K топологическим типом его
дополнения R

3 −K ? (Решена положительно в 1989 г. (C. Gordon, J. Luecke, [30]).

3. В конце прошлого века П. Тейт сформулировал несколько знаменитых гипотез, две из которых
совсем недавно были доказаны, а одна опровергнута. В первых двух гипотезах речь идет об
альтернированных диаграммах (таких, у которых при движении по узлу проходы и переходы
чередуются).

Гипотеза 1. Редуцированная альтернированная диаграмма имеет наименьшее возможное число
точек самопересечения среди всех диаграмм данного узла. Эта гипотеза доказана независимо
в [37,45,51]).

Гипотеза 2 (Tait flyping conjecture). От одной альтернированной диаграммы узла к другой
можно перейти последовательностью переворачиваний. Эта гипотеза доказана в [44].

Гипотеза 3. Узел, для которого минимальное число пересечений нечетно, всегда зеркален, т.е.
эквивалентен своему зеркальному отражению. Эта гипотеза просуществовала 104 года и была
опровергнута только в 1994 году М. Тислтуэйтом [32].

4. Существует ли алгоритм выявления эквивалентности двух данных узлов по их диаграммам?
Проблема решена положительно. В последние годы изобретено несколько таких алгоритмов
(С. В. Матвеев, Дж. Бирман, Е. Фоминых, И. Дынников). Надо только отметить, что полное
доказательство правильности алгоритма проведено лишь для одного их них, самого трудоемкого
и имеющего чисто теоретическое значение. Подробности см. в [6].

Нерешенные проблемы.

1. Как распознать обратимость узла?

2. Пусть C(n)—число различных простых неориентированных узлов с минимальным числом пе-
ресечений n. Как ведет себя функция C(n) с ростом n? Про эту функцию очень мало известно.
Например, до сих пор нет строгого доказательства, что C(n) монотонно возрастает с ростом n,
хотя этот факт кажется очевидным. На компьютере найдены значения C(n) для n < 16 (последние
три значения нашли в 1997 г. Хост, Тислтуэйт и Уикс [33]):

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
C(n) 1 1 2 3 7 21 49 165 552 2176 9988 46972 253293 1388705
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3. Если некоторый узел имеет две диаграммы K+ и K−, которые получаются друг из друга
заменой одного прохода на переход, то верно ли, что удаление этой двойной точки приводит к
распадению узла на две компоненты связности?

4. Верно ли, что число пересечений аддитивно относительно связной суммы узлов: c(K1 #K2) =
c(K1) + c(K2)?

5. Существует ли нетривиальный узел, полином Джонса которого равен 1, т.е. полиному Джонса
тривиального узла? Доказано, что пример, если он существует, должен быть достаточно сложным:
число пересечений такого узла не меньше 18 (см. [26]).

6. Найти ограничение сверху на число перестроек Рейдемейстера, переводящих одну из двух
данных диаграмм узла в другую.

7. Найти критерий простоты узла в терминах его диаграммы.

8. Является ли универсальный инвариант Васильева полным инвариантом (ориентированного) уз-
ла? Иными словами, верно ли, что если два узла K1 и K2 различны, то найдется инвариант
конечного порядка v такой, что v(K1) �= v(K2)?

9. Верно ли, что инварианты Васильева различают обращение узла? Иными словами, существу-
ет ли пара взаимно обратных неэквивалентных узлов K, K ′ и такой инвариант Васильева v,
что v(K) �= v(K ′)? Этот вопрос допускает следующую комбинаторную формулировку: существу-
ет ли хордовая диаграмма, которая неэквивалентна своему зеркальному отражению по модулю
4-членных соотношений? Известно, что такая диаграмма, если она существует, должна иметь
степень не меньше 13.

Настоящая глава содержит ряд предварительных сведений (необходимые определения, утвер-
ждения), обобщение некоторых известных результатов. Здесь приведены определения и описаны
основные свойства узлов, сингулярных узлов, соответствующих им диаграмм Гаусса и хордовых
диаграмм; рассмотрены пространства хордовых диаграмм, весовых функций на нем; дано опреде-
ление инвариантов конечного типа, разобраны примеры их вычисления; введено понятие модуля
Васильева, доказаны теоремы разложения узлов в модулях Васильева второго, третьего и четвер-
того порядков и получены их обобщения на произвольный порядок.

2. УЗЛЫ, СИНГУЛЯРНЫЕ УЗЛЫ И ДИАГРАММЫ

2.1. Изотопическая эквивалентность узлов. Узел K : S1 → R
3 —это гладкое вложение окруж-

ности S1 в пространство R
3, т.е. бесконечно дифференцируемое отображение K : S1 → R

3, которое
переводит разные точки окружности в разные точки пространства, причем вектор скорости K ′(u)
не обращается в нуль ни при каком u ⊂ S1.

Если выбрать систему координат в пространстве, то узел можно задать набором из трех гладких
периодических функций x(u), y(u), z(u).

Пример 1.

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x = cosu,
y = sinu,
z = 0

;

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x = (2 + cos 3u) cos 2u,

y = (2 + cos 3u) sin 2u,
z = sin 3u

�� .

Мы будем всегда считать узлы ориентированными, считая положительным направлением обхода
узла то, которое соответствует вращению против часовой стрелки на параметризующей окружности
S1 = {(cosu, sinu) | u ∈ R} ⊂ R

2.
Кроме того, будем рассматривать ориентированные сингулярные узлы Ksing

n : S1 → R
3 —погру-

жения, допускающие конечное число n двойных точек трансверсального самопересечения.
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Гладкая замкнутая кривая, рассматриваемая сама по себе, может служить предметом диффе-
ренциальной геометрии, но не топологии. Топологическое понятие узла подразумевает, что узлы
рассматриваются с точностью до естественного отношения эквивалентности, моделирующего те
преобразования, которые можно физически проделать с куском веревки, концы которой связаны.

Отображения f и g гомотопны, если существует семейство непрерывных отображений ψt : X →
Y (непрерывно зависящих от t и x ∈ X), «соединяющее» отображения f и g, т.е. в начальный
момент деформации t = 0 мы имеем ψ0 = f , а в конечный момент деформации t = 1 имеем ψ1 = g.

Гомотопия узла определяет отображение F : S1 × I → R
3, заданное формулой ψt(x) = F (x, t).

Два гладких вложения K1,K2 : S1 → R
3 называются изотопными (или гладко изотопными), если

существует такая гладкая гомотопия F : S1 × I → R
3 между отображениями K1 и K2, что отоб-

ражение ψt : S1 → R
3, определенное по формуле F (x, t) = ψt(x), является для каждого t ∈ [0, 1]

гладким вложением. Другими словами, два вложения изотопны, если их можно деформировать
друг в друга в классе гладких вложений.

Можно дать другое определение эквивалентности узлов.
Два узла назовем эквивалентными, если существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм

пространства R
3 в себя, переводящий один узел в другой.

Два определения эквивалентны в силу теоремы об изотопности гомеоморфизма R
3 тождествен-

ному гомеоморфизму.
Таким образом, два узла являются эквивалентными, если они изотопны.
Аналогично, два погружения окружности S1 в пространство R

3 называются эквивалентными,
если их можно гладко деформировать друг в друга в классе погружений, т.е. если существует
гладкая гомотопия ψt : S1 → R

3 такая, что каждое ψt, t ∈ [0, 1], является погружением.
Два сингулярных узла являются эквивалентными, если они гомотопны в классе погружений.
Итак, два узла называются изотопными, если их можно деформировать друг в друга в классе

гладких вложений. Два сингулярных узла называются эквивалентными, если их можно гладко
деформировать друг в друга в классе погружений.

Обозначим множества изотопических классов (классов эквивалентности) узлов через K и син-
гулярных узлов через Ksing.

Заметим, что K ⊂ Ksing, т.е. Ksing
n при n = 0—обычный узел.

2.2. Диаграммы узлов. В принципе, любой узел можно задать явными формулами x(t), y(t),
z(t) в виде тригонометрических многочленов. Пример представления в таком виде одного узла
(трилистника) был приведен выше (см. пример 1). Тот факт, что для любого узла найдется эк-
вивалентный ему тригонометрический, вытекает из того, что любые периодические функции x(t),
y(t), z(t) можно с любой степенью точности приблизить тригонометрическими многочленами, т.е.
комбинациями sin kt и cos kt.

Надо, однако, заметить, что не существует никакого разумного способа распознать эквивалент-
ность или доказать неэквивалентность узлов, заданных явными формулами. Все способы задания
узлов, с которыми можно реально работать, имеют комбинаторный характер. В этом разделе мы
рассмотрим (классические) диаграммы узлов.
Диаграммой DK узла K называется проекция общего положения этого узла на плоскость R

2 с
конечным числом двойных точек трансверсального самопересечения, в каждой из которых верхняя
ветвь узла («проход») изображается сплошной линией, а нижняя («переход») — линией с разрывом.
Направление ориентации узла указывается стрелкой.

Следующие диаграммы изображают узел трилистник и сингулярный узел трилистник с двумя
сингулярными точками:

�� , �� .
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Две диаграммы называют плоско изотопными, если они получаются друг из друга конечной
последовательностью преобразований, каждое из которых имеет вид

Эти преобразования не изменяют число перекрестков диаграммы. Поэтому, в частности, преоб-
разование

не является плоской изотопией. Тем не менее, это преобразование переводит узел в эквивалентный
ему (изотопный в пространстве) узел.

Как следует из определения, в процессе плоской изотопии не могут возникать следующие ситу-
ации:

1) появляется новый перекресток или исчезает старый перекресток;
2) проекции двух ветвей узла касаются друг друга;
3) точки трех различных ветвей узла проектируются в одну и ту же точку.
Запрещенные ситуации возникают при пространственных изотопиях узлов:

Ω1 Ω2
Ω3

Соответствующие преобразования диаграммы узла называют первым, вторым и третьим пре-
образованиями (движениями) Рейдемейстера и обозначают Ω1, Ω2 и Ω3. Эти преобразования
сводят пространственную изотопию к преобразованиям диаграмм. А именно, справедливо следу-
ющее утверждение (теорема Рейдемейстера).

Теорема 2.1 (см. [9, c. 20]). Две диаграммы соответствуют изотопным узлам тогда и
только тогда, когда их можно получить одну из другой с помощью конечного числа пре-
образований Рейдемейстера и плоских изотопий.

2.3. Типы узлов. Тривиальный узел (неузел) — это узел, эквивалентный плоской окружности.

Лемма 2.2 (см. [9, Теорема 3.8]). Любой узел может быть преобразован в тривиальный с
помощью конечной последовательности изменений типов некоторых его перекрестков.

Ориентированный узел называют обратимым, если он изотопен самому себе с обратной ориен-
тацией. Например, трилистник обратим, т.е. два ориентированных узла

�� = ��
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получаются друг из друга с помощью преобразований Рейдемейстера и плоских изотопий.
Среди узлов, имеющих не более 8 пересечений, есть только один необратимый: это узел 817.
Распознать, обратим ли данный узел, непросто. Первое строгое доказательство необратимости

было проведено только в 1962 г. (пример Троттера [52]). Общего алгоритма для решения этой
проблемы не найдено до сих пор.

Узел называется зеркальным, если он изотопен своему зеркальному отражению (т.е. образу
при симметрии относительно плоскости). Например, узел восьмерка зеркален, а трилистник не
зеркален:

��

=

��

, �� �= ��

Узел называется альтернированным, если существует такая диаграмма узла, что при обходе
этой диаграммы «проходы» и «переходы» встречаются поочередно. Примером альтернированного
узла служит трилистник, примером не альтернированного — узел

��

(1)

Для двух ориентированных узлов K1 и K2 определим их композицию, или связную сумму
K1 #K2 как узел, который получается выбрасыванием интервала из каждого узла и склеиванием
оставшихся частей по границе (краю) так, чтобы направления их обхода были согласованы:

�� ��
=⇒

�� ��
=⇒

��

Узел называют простым, если он не тривиален и его нельзя представить в виде композиции
двух нетривиальных узлов. Трилистник и восьмерка – простые узлы, а узел (1) — составной (т.е.
не простой).

Теорема 2.3 (см. [9]). Если узел K1 нетривиален, то для любого узла K2 связная сумма
K1 #K2 является нетривиальным узлом.

Предложение 2.4 (см. [9]). Представление любого нетривиального узла в виде связной сум-
мы простых узлов существует и единственно (с точностью до порядка слагаемых).

Изотопические классы узлов образуют полугруппу относительно композиции— связной суммы
(нет обратного элемента, см. теорему 2.3), изоморфную аддитивной полугруппе неотрицательных
чисел (но этот изоморфизм не канонический, поскольку на множестве узлов нет канонического
линейного порядка).

2.4. Диаграммы Гаусса. Диаграмма узла, рассматриваемая с точностью до плоских изотопий,
содержит следующую информацию:

1) в каком порядке вдоль кривой следуют точки самопересечения,
2) какая ветвь кривой в точке самопересечения является проходом, а какая переходом.
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Удобным инструментом кодирования плоских замкнутых кривых являются гауссовы диаграм-
мы.

Рассмотрим узел и его диаграмму. Отметим на окружности прообразы всех двойных точек
диаграммы. Пары, соответствующие одной двойное точке, соединим хордой. Теперь в каждой
двойной точке укажем, какая ветвь узла проходит выше, какая— ниже. Для этого ориентируем
хорду от прообраза верхней ветви к прообразу нижней ветви. Каждой полученной стрелке поставим
в соответствие знак εx = ±1 в зависимости от типа перекрестка в соответствующей двойной точке
x диаграммы узла:

		 



εx = +1

		 



εx = −1

Таким образом, узлу K ставится в соответствие диаграмма Гаусса G(K). Например, диаграмма
Гаусса трилистника имеет вид

�� ←→
+

+

+

K ←→ G(K)

Аналогично, сингулярному узлу Ksing
n ставится в соответствие диаграмма Гаусса dG(Ksing

n ) сле-
дующим образом:

�� ←→
+

Ksing
2 ←→ dG(Ksing

2 )

2.5. Диаграммы Гаусса зеркального и инверсного отображений узла. Рассмотрим произ-
вольный ориентированный узел K и его диаграмму Гаусса G(K). Обозначим через K ′ узел, полу-
ченный из K сменой ориентации, и рассмотрим его диаграмму Гаусса G(K ′). Смена ориентации
узла соответствует на диаграмме Гаусса изменению направления окружности на противополож-
ное, при этом знаки стрелок не меняются, так как смена ориентации узла не изменяет типов
перекрестков. Таким образом, диаграммы G(K) и G(K ′) симметричны относительно прямой:

K =

��

G(K) =

+ +
−

−

K ′ =

��

G(K ′) =

+ +
−

−

Смена ориентации сингулярного узла приводит к таким же последствиям.
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Рассмотрим произвольный ориентированный узел K и его диаграмму Гаусса G(K). Обозначим
через K∗ и G(K∗) соответственно зеркальный ему узел и его хордовую диаграмму. Диаграммы
Гаусса зеркальных узлов K и K∗ отличаются только знаками (знак каждой хорды меняется на
противоположный, так как при взятии зеркального образа узла изменяется тип каждого перекрест-
ка):

K =

��

G(K) =

+ +
−

−

K∗ =

��

G(K∗) =

− −
+

+

2.6. Движения Рейдемейстера на языке диаграмм Гаусса.

1. Первое движение Рейдемейстера. В зависимости от направления и типа петли на диаграмме
Гаусса при первом движении Рейдемейстера добавляется или уничтожается изолированная стрел-
ка: ε

←→ ←→

−ε

(2)

2. Второе движение Рейдемейстера. В зависимости от направления и порядка прохождения
ветвей узла на диаграмме Гаусса появляются и уничтожаются две сонаправленные стрелки с про-
тивоположными знаками, между началами и концами которых нет концов (начал) других стрелок:

ε−ε

←→

ε−ε

←→ (3)

3. Третье движение Рейдемейстера. Третьему движению Рейдемейстера соответствуют восемь
движений на диаграммах Гаусса (см. (4) и (5)). Как показал О.-П. Остлунд [46], учитывать шесть
движений (4) нет необходимости.

εε

−ε ←→

εε

−ε

εε

−ε ←→

εε

−ε

ε−ε

ε ←→

−εε

ε

ε−ε

ε ←→

−εε

ε

ε−ε

ε ←→

−εε

ε

ε−ε

ε ←→

−εε

ε

(4)
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εε

ε ←→

εε

ε

εε

ε ←→

εε

ε (5)

Таким образом, любая последовательность движений диаграммы Гаусса может быть представ-
лена как последовательность движений (2), (3), (5).

2.7. Хордовые диаграммы. Сингулярному узлу Ksing
n : S1 −→ R

3 с n двойными точками по-
ставим в соответствие хордовую диаграмму d(Ksing

n ). На окружности отметим прообразы каждой
двойной точки узла (их число 2n). Пары точек окружности, соответствующие одной и той же двой-
ной точке узла, соединим хордой. На следующем рисунке изображен сингулярный узел с тремя
двойными точками и соответствующая ему хордовая диаграмма с тремя хордами.

�� ←→

Можно определить хордовую диаграмму независимо от сингулярных узлов. Хордовая диаграм-
ма— это окружность с отмеченными парами точек, соединенных хордами, рассматриваемых с
точностью до диффеоморфизмов, сохраняющих ориентацию окружности.

Иными словами, хордовая диаграмма— это неориентированная гауссова диаграмма. Хордовые
диаграммы рассматриваются как чисто комбинаторный объект: расстояние между концами хорд и
форма хорд не имеют никакого значения, важен лишь порядок, в котором пары точек, соединенных
хордами, следуют по кругу. Хордовая диаграмма— это то же самое, что слово в алфавите из n
букв a1, . . . , an, в котором каждая буква встречается ровно два раза. Такие слова рассматриваются
с точностью до циклических перестановок входящих в них букв и произвольной перенумерации
переменных a1, . . . , an.

Хордовой диаграммой порядка n называется диаграмма с n хордами. Рассмотрим линейное
пространство над Q, порожденное хордовыми диаграммами порядка n. Назовем его пространством
хордовых диаграмм порядка n и обозначим через Ch∗

n.
Каждое из пространство Ch∗

0, Ch∗
1 порождается одной диаграммой:

Ch∗
0 =

{ }
, Ch∗

0 =

{ }
.

Пространства Ch∗
2, Ch∗

3 и Ch∗
4 порождаются соответственно, 2, 5 и 18 элементами:

Ch∗
2 =

{
,

}
,

Ch∗
3 =

{
, , , ,

}
,
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Ch∗
4 =

{
, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , ,

}
.

Введем в модуле Ch∗
n множество линейных соотношений: одночленное соотношение

= 0

для хордовой диаграммы, содержащей изолированную хорду (т.е. хорду, которую не пересекает
никакая другая), и четырехчленное соотношение

− + − = 0

для диаграмм, у которых (n− 2) хорды совпадают (на рисунке они не изображены), а оставшиеся
хорды расположены так, как показано на рисунке. При этом отсутствующие (n − 2) хорды не
заканчиваются в запретных дугах окружности (на рисунке эти дуги выделены утолщением).

Пространство хордовых диаграмм порядка n по модулю одночленного и четырехчленного соот-
ношений обозначим Chn:

Chn = Ch∗
n /{1-членное и 4-членное соотношения}.

Размерности пространств Chn в малых размерностях таковы:

ТАБЛИЦА 1
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

dim Chn 1 0 1 1 3 4 9 14 27 44 80 132 232
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В пространстве Ch2 имеется одна нетривиальная хордовая диаграмма . В пространстве

Ch3 имеются две нетривиальные хордовые диаграммы и , связанные соотноше-

нием

2 · = .

В пространстве Ch4 имеются семь нетривиальных хордовых диаграмм, которые обозначим сле-
дующим образом:

a = , b = , c = , d = ,

e = , f = , g = .

В качестве базисных выберем диаграммы {a, d, g}. Тогда остальные хордовые диаграммы линей-
но выражаются через базисные следующим образом:

b = −a+ d, c = 2a− 3d+ g, e = −a+ 2d, f = a− 2d+ g.

Эти выражения являются следствиями четырехчленных соотношений.
Хордовые диаграммы являются частным случаем диаграмм Фейнмана.
Диаграмма Фейнмана степени n—это регулярный трехвалентный граф с 2n вершинами, в

котором выделен некоторый ориентированный цикл, называемый петлей Уилсона, и в каждой
вершине, не лежащей на петле Уилсона, задан циклический порядок выходящих из нее ребер.

Каждую диаграмму Фейнмана f можно превратить в линейную комбинацию хордовых диаграмм,
многократно применяя следующее соотношение для разрешения тройных точек, смежных с петлей
Уилсона:

−→ −
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Прямая сумма всех пространств хордовых диаграмм Ch = Ch0⊕Ch1⊕ . . .. Ch является алге-
брой. Умножение определяется как связная сумма хордовых диаграмм (две окружности разрыва-
ются и склеиваются в одну):

# =

Умножение определено корректно (т.е. не зависит от места, где разрываются окружности) благо-
даря четырехчленному соотношению (см. [58, Proposition 4.4]). На самом деле можно доказать,
что Ch является алгеброй Хопфа (см. [58]).

3. ИНВАРИАНТЫ УЗЛОВ

Фундаментальной проблемой теории узлов и зацеплений является классификация узлов в R
3 с

точностью до изотопии. В частности, хотелось бы иметь критерий определения, являются ли два
узла изотопными или нет, изотопен ли данный узел тривиальному.

Классический путь решения этой проблемы состоит в сопоставлении каждому узлу K такого
алгебраического объекта IK , что IK = IK′ для эквивалентных узлов K и K ′. Иначе говоря,
инвариант узла—это функция, ставящая в соответствие изотопическому классу узла некоторый
алгебраический объект (число, полином, группу).

Кратко опишем нескольких замечательных инвариантов, играющих важную роль в теории узлов.
1. Число пересечений, т.е. минимальное число двойных точек на диаграмме узла. В некотором

смысле число пересечений можно считать мерой сложности узла. Все узлы с числом пересечений
1 или 2 тривиальны. Простейший нетривиальный узел (трилистник) имеет число пересечений,
равное 3; с точностью до зеркального отражения, это единственный узел с тремя пересечениями.
В таблицах узлы традиционно упорядочиваются по числу пересечений.

2. Топологический тип дополнения— полный инвариант неориентированного узла. Теорема
Гордана—Люке, доказанная лишь в 1989 г., хотя проблема была поставлена еще в начале XX в.,
формулируется следующим образом: если дополнения R

3−K1 и R
3−K2 двух узлов гомеоморфны,

то сами узлы эквивалентны с точностью до ориентации узла и ориентации пространства.
3. Род узла— наименьший род его поверхности Зейферта (см. [8]).
4. Группа узла—фундаментальная группа топологического пространства R

3 − K (дополнения
к узлу в пространстве). Эта группа состоит из классов эквивалентности замкнутых путей, начи-
нающихся и заканчивающихся в одной и той же точке (групповая операция— последовательное
прохождение двух путей). Существует простой алгоритм задания группы узла при помощи обра-
зующих и определяющих соотношений (см., например, [4]).

Неэквивалентные узлы могут иметь изоморфные группы. Например, группы бабушкина узла и
сквер-узла изоморфны. Оба эти узла составные: они получаются композицией двух трилистников
(двух левых или левого и правого). Интересно отметить, что для простых узлов подобный пример
невозможен. Это вытекает из теоремы Гордана—Люке, сформулированной выше, и следующего
утверждения [57]: если группы двух простых узлов изоморфны, то эти узлы имеют гомеоморфные
дополнения.

Инварианты Васильева представляют собой самый мощный класс численных инвариантов узлов.
Инварианты Васильева (инварианты конечного типа) появились около 1990 г. в работах В. А. Ва-
сильева (см., например, [55]) по топологии дискриминантов в бесконечномерных пространствах
отображений. Это не один какой-то инвариант, как полином Джонса, а целый класс инвариантов,
выделяемый определенным свойством.

3.1. Инварианты узлов конечного типа. Будем рассматривать инварианты со значениями в
поле рациональных чисел

V : K −→ Q.
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Инвариант V , принимающий значения в некотором основном поле, будем называть четным
(соответственно, нечетным), если для любого узла K и его зеркального отображения K∗ имеет
место равенство V (K) = V (K∗) (соответственно, V (K) = −V (K∗)).

Инварианты можно продолжить на множество сингулярных узлов различными способами. В
настоящей работе будет использоваться наиболее известный способ— линейное продолжение с
коэффициентами ±1 (см. например, [16,54]). Опишем это продолжение более детально.

На множестве сингулярных узлов естественным образом определена каноническая фильтрация:

K ⊂ Ksing
�1 ⊂ Ksing

�2 ⊂ · · · ⊂ Ksing
�n ⊂ · · · ⊂ Ksing,

где через Ksing
�n , n � 1, обозначено подмножество Ksing, состоящее из сингулярных узлов, имеющих

не более чем n двойных точек,

Ksing =
∞⋃

i=0

Ksing
�i , Ksing

0 = K.

Пусть
Ksing
n = Ksing

�n /Ksing
�n−1.

По определению положим

V (1)

( 		 

 )
= V

( 		 

 )
− V
( 		 

 )

.

В правой и левой частях равенства рассматриваются узлы, которые совпадают вне некоторо-
го шара, а внутри него устроены так, как показано на рисунках. Таким образом, инвариант V
продолжен на первый член фильтрации Ksing

�1 . На следующем шаге получим продолжение на Ksing
�2 :

V (2)

( 		 

 )
= V (1)

( 		 

 )
− V (1)

( 		 

 )
.

Таким образом, инвариант V можно последовательно продолжать на сингулярные узлы с любым
количеством двойных точек. В пределе получается инвариант, определенный на всем пространстве
сингулярных узлов:

Ṽ : Ksing → Q,

который будем обозначать снова через V .
Такое продолжение инварианта V ,

V

( 		 

 )
= V

( 		 

 )
− V
( 		 

 )

,

часто называется также скейн-соотношением (skein-relation). На языке стрелочно-хордовых диа-
грамм скейн-соотношение можно выразить через соотношения следующего типа:

f

( )
= f

( + )
− f
( − )

.

Пример 2. Вычислим значение продолженного по Васильеву полинома Джонса на следующем
сингулярном узле T sing

2 :

�� ,

где T —узел трилистник, O— тривиальный узел. Имеем:

Ṽ (T sing
2 ) = V (T )− V (O) = t+ t3 − t4 − 1.



120 С. Д. ТЮРИНА

3.2. Инварианты Васильева. Среди всех инвариантов узлов инварианты Васильева выделяются
условием конечности. А именно, инвариант

V : Ksing → Q

называется инвариантом Васильева порядка не выше n, если он принимает нулевое значение на
любом сингулярном узле с числом двойных точек, бо́льшим n, т.е.

Vn(Ksing
m ) = 0 ∀m > n.

Инварианты порядка не выше n образуют пространство конечной размерности, которое называ-
ется пространством инвариантов Васильева порядка не выше n и обозначается через Vn. Приведем
таблицу для размерностей пространств инвариантов Vn:

ТАБЛИЦА 2
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

dimVn 1 1 2 3 6 10 19 33 60 104 184 316 548

Инварианту порядка не выше n поставим в соответствие старший скачок ∇nVn. Старшим
скачком инварианта порядка не выше n называется ограничение этого инварианта на сингулярные
узлы ровно с n двойными точками:

∇nVn = Vn|Ksing
n
.

Лемма 3.1 (см. [9, c. 60]). Старший скачок ∇nVn(Ksing
n ) на сингулярном узле с n двойными

точками зависит только от хордовой диаграммы узла Ksing
n .

Таким образом, старший скачок ∇nVn определен на пространстве хордовых диаграмм Ch∗
n:

∇nVn : Ch∗
n → Q.

3.3. Весовые системы. Весовой системой (весовой функцией) Wn называется линейная функ-
ция на Ch∗

n со значениями в поле рациональных чисел Q:

Wn : Ch∗
n → Q,

удовлетворяющая двум линейным соотношениям: одночленному

W

( )
= 0

и четырехчленному

W

( )
−W
( )

+W

( )
−W
( )

= 0.

Весовые системы образуют пространство, которое называется пространством весовых систем
Wn. Приведем таблицу для размерностей пространств весовых систем Wn для n = 0, . . . , 4.

ТАБЛИЦА 3
n 0 1 2 3 4

dimWn 1 0 1 1 3
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Пример 3 (весовые системы порядка 2).

W2

( )
= 1, W2

( )
= 0.

Пример 4 (весовые системы порядка 3).

W3

( )
= 2, W3

( )
= 0, W3 = 0 в остальных случаях.

Пример 5 (весовые системы порядка 4). Напомним, что в пространстве Ch4 семь нетривиаль-
ных хордовых диаграмм обозначены следующим образом:

a = , b = , c = , d = ,

e = , f = , g = .

Весовые системы порядка 4 перечислены в таблице 4.

ТАБЛИЦА 4

a b c d e f g
W 1

4 0 0 1 0 0 1 1
W 2

4 1 −1 2 0 −1 1 0
W 3

4 0 1 −3 1 2 −2 0

В остальных случаях W 1
4 = W 2

4 = W 3
4 = 0, и весовые системы W 1

4 , W
2
4 , W

3
4 образуют базис в

пространстве W4.

Лемма 3.2. Старший скачок ∇nVn является весовой системой, т.е. определено линейное
отображение ∇nVn : Vn −→Wn.

Теорема 3.3 (М. Концевич [39]). Пусть основное поле—Q. Тогда всякая весовая система
Wn является символом некоторого инварианта Vn порядка n.
Иными словами, старший скачок ∇nVn определяет отображение из Vn в Wn, и это отоб-

ражение является эпиморфизмом:

∇nVn : Vn →Wn → 0.

Ядро отображения ∇nVn образуют инварианты Васильева порядка не выше n − 1, т.е. имеет
место следующая точная последовательность конечномерных векторных пространств:

0 −→ Vn−1 −→ Vn −→Wn −→ 0,

при этом
Vn/Vn−1 �Wn.
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Из этой теоремы следует конечномерность пространств инвариантов Васильева порядка не вы-
ше n:

dimVn = dimVn/Vn−1 + dimVn−1/Vn−2 + · · ·+ dimV1/V0.

4. ПРИМЕРЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНВАРИАНТОВ

4.1. Инварианты нулевого и первого порядков. Любой инвариант Васильева V0 порядка 0
обращается в нуль на любом сингулярном узле, имеющем хотя бы одну точку самопересечения.
Если V0 принимает значение q на каком-либо узле без точек самопересечения, то он принимает
то же самое значение и на всех других узлах без точек самопересечения. В самом деле, соотно-
шение Васильева показывает, что если два узла получаются друг из друга заменой типа одного
перекрестка, то они отличаются на значение V0 на сингулярном узле с точкой самопересечения,
соответствующей этому перекрестку. Но значение V0 на таком узле равно нулю. А так как любые
два узла без точек самопересечения получаются друг из друга с помощью конечного числа замен
перекрестков, то значение V0 на любом узле без особых точек равно q. Таким образом, V0 = Q.

Итак, с помощью инвариантов порядка 0 узлы различать нельзя. Оказывается, что инварианты
порядка 1 тоже не различают узлы: V1 = V0, потому что любой инвариант V1 обращается в нуль на
любом узле, имеющем хотя бы одну точку самопересечения (хотя в определении требуется лишь
его равенство нулю на узле с двумя точками самопересечения). В самом деле, пусть K1 —узел с
одной точкой самопересечения, а узел K ′

1 получен из узла K1 одной заменой типа перекрестка.
Тогда из скейн-соотношения следует, что V1(K1)− V1(K ′

1) = V1(K2), где узел K2 имеет две точки
самопересечения. Согласно определению V1(K2) = 0, а значит, V1(K1) = V1(K ′

1). Таким образом,
при заменах типов перекрестков узла K1 значение инварианта V1 не изменяется. Если количество
точек самопересечения узла K1 больше 1, то V1(K1) = 0 по определению. Поэтому достаточно
рассмотреть случай, когда узел K1 имеет ровно одну точку самопересечения, которая разбивает
узел на две части. Каждую из частей можно превратить в тривиальный узел, а затем их можно
расцепить, изменяя подходящим образом типы перекрестков; значение инварианта при этом не
изменяется. В результате получается узел

,

для которого значение любого инварианта Васильева равно нулю в силу одночленного соотноше-
ния. Итак, мы получаем:

V1 = V0 = Q.

Теория инвариантов становится содержательной уже на следующем шаге, т.е. для инвариантов
порядка 2.

4.2. Инварианты второго порядка. Предварительно введем некоторые определения. Для про-
стоты здесь и далее под узлом будем понимать его плоскую проекцию, и вместо Vn(K) будем
писать K. Тогда скейн-соотношение перепишем в виде:

		 


=

		 


−

		 


.

Весовые системы порядка 2 образуют одномерное пространство. Чтобы фиксировать базисный
инвариант V2, положим

V2

( )
= 1, V2

( )
= 0.

Первое условие определяет старший скачок инварианта V2, а выполнения второго условия мож-
но добиться, вычтя (при необходимости) инварианты порядка 0 (а именно, если V2(O) = q �= 0, то
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нужно вычесть инвариант порядка 0, принимающий значение q на всех узлах без точек самопере-
сечения).

Вычисление начнем с трилистника.

�� = �� + �� = �� =

= �� + �� = ��

Аналогичные вычисления для левого трилистника приводят к следующему результату:

��
=

��

В обоих случаях получаем узел с хордовой диаграммой
⊗

, поэтому для обоих узлов значение
инварианта V2 равно 1. Таким образом, инварианты Васильева второго порядка не позволяют
отличить левый трилистник от правого.

4.3. Инварианты третьего порядка. Инварианты Васильева третьего порядка уже позволяют
отличить левый трилистник от правого. В самом деле, следующие вычисления приводят к сингу-
лярному узлу с одной и той же диаграммой Гаусса:

�� − �� = �� �� =

Положим, что инвариант V3 является нечетным, т.е. T = −T ∗. Тогда

T − (−T ) = =⇒ 2T = .

В силу соотношения

2 · =
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получаем

T = .

В качестве старшего скачка рассмотрим весовую систему третьего порядка из примера 4. Тогда

V3(T ) = 1, V3(T ∗) = −1.

Рассмотрим теперь узел «восьмерку» H:

��

=

��

+

��

= −
��

+

��

= −
��

= − ;

откуда
V2(H) = −1.

Аналогичные вычисления инварианта Васильева третьего порядка для узла H приводят к сле-
дующему результату:

=

��

= T +H.

Отсюда, учитывая, что V3(T ) = 1, получим V3(H) = 0. Это равенство также следует из того,
что узел «восьмерка» является зеркальным.

Очевидно, если узел является зеркальным, то все инварианты нечетного порядка принимают на
нем нулевые значения. Верно ли обратно, не известно (см. [1, гл. 5, § 9, с. 77]).

5. МОДУЛЬ ВАСИЛЬЕВА

Введем объект, двойственный пространству инвариантов Васильева— модуль Васильева, кото-
рый позволяет работать с изотопическими классами узлов. Алгоритм вычисления инвариантов с
помощью спектральной последовательности с заполнением таблицы актуальностей запишем в виде
системы разложений на двойственном языке модулей Васильева.

5.1. Двойственность пространств инвариантов и сингулярных узлов.

Определение 1. Модуль Васильева порядка n—это модуль Vn над кольцом Z или Q, поро-
жденный изотопическими классами ориентированных узлов и сингулярных узлов со следующими
соотношениями:

1) E = 0, где E— тривиальный узел,
2) скейн-соотношение Васильева

		 


=

		 


−

		 


;



ДИАГРАММНЫЕ ИНВАРИАНТЫ УЗЛОВ И ИНТЕГРАЛ КОНЦЕВИЧА 125

3) Ksing
m = 0, если m > n.

5.2. Разложения инвариантов в модулях Васильева. Обозначим сингулярный узел с хордовой

диаграммой через x̄, с диаграммой через ĥ, а сингулярные узлы, соответствую-

щие хордовым диаграммам a, d и g—через â, d̂, ĝ соответственно.
Прямыми вычислениями, используя соотношение Васильева, в модулях Васильева второго, тре-

тьего и четвертого порядков получены следующие разложения для узлов, имеющих не более 8
двойных точек в диаграммах с минимальным количеством двойных точек проекции:

Таблица 5: Разложения в модулях Васильева

Узел Разложение

K V2 V3 V3 V4

3∗1 x̄ T T T

31 x̄ T − 2h̄ T ∗ T ∗

41 −x̄ −T + h̄ −1
2T − 1

2T
∗ −1

2T − 1
2T

∗ + ā− 3
2 d̄+ 1

2 ḡ

51 3x̄ 3T − 8h̄ −T + 4T ∗ −T + 4T ∗ + ḡ

52 2x̄ 2T − 5h̄ −1
2T + 5

2T
∗ −1

2T + 5
2T

∗ − 1
2 d̄+ 1

2 ḡ

61 −2x̄ −2T + 3h̄ −1
2T − 3

2T
∗ −1

2T − 3
2T

∗ + 5
2 ā− 11

2 d̄+ 3
2 ḡ

62 −x̄ −T + 2h̄ −T ∗ −T ∗ + 3ā− 5d̄+ ḡ

63 x̄ T − h̄ 1
2T + 1

2T
∗ 1

2T + 1
2T

∗ − ā+ 5
2 d̄− 1

2 ḡ

31#3∗1 2x̄ 2T − 2h̄ T + T ∗ T + T ∗ + ā

71 6x̄ 6T − 20h̄ −4T + 10T ∗ −4T + 10T ∗ + 5ḡ

72 3x̄ 3T + 3h̄ 9
2T − 3

2T
∗ 9

2T − 3
2T

∗ − ā− 1
2 d̄+ 3

2 ḡ

73 5x̄ 5T + 6h̄ 8T − 3T ∗ 8T − 3T ∗ + ā− 3d̄+ 4ḡ

74 4x̄ 4T + 4h̄ 6T − 2T ∗ 6T − 2T ∗ + 2ā− 5d̄+ 3ḡ

75 4x̄ 4T + 4h̄ −2T + 6T ∗ −4T + 6T ∗ + ā+ d̄+ 2ḡ

76 x̄ T − 3h̄ −1
2T + 3

2T
∗ −1

2T + 3
2T

∗ − 3
2 d̄+ 1

2 ḡ

77 −x̄ −T + 2h̄ −T ∗ −T ∗ + d̄

31#41 0 −h̄ −1
2T + 1

2T
∗ −1

2T + 1
2T

∗ − 3
2 d̄+ 1

2 ḡ

81 −3x̄ −3T + 6h̄ −3T ∗ −3T ∗ + 10ā− 13d̄+ 3ḡ
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(Таблица 5: продолжение)

Узел Разложение

K V2 V3 V3 V4

82 0 h̄ −1
2T − 1

2T
∗ −1

2T − 1
2T

∗ + 6ā− 21
2 d̄+ 3

2 ḡ

83 −4x̄ −4T + 4h̄ −2T − 2T ∗ −2T − 2T ∗ + 6ā− 11d̄+ 5ḡ

84 −3x̄ −3T + 8h̄ T − 4T ∗ T − 4T ∗ + 11ā− 17d̄+ 4ḡ

85 −x̄ −T − 2h̄ −2T + T ∗ −2T + T ∗ + 9ā− 14d̄+ 2ḡ

86 −2x̄ −2T + 9h̄ 5
2T − 9

2T
∗ 5

2T − 9
2T

∗ + 9ā− 27
2 d̄+ 5

2 ḡ

87 2x̄ 2T 2T 2T − 3ā+ 7d̄− ḡ

88 2x̄ 2T − h̄ 3
2T + 1

2T
∗ 3

2T + 1
2T

∗ − ā+ 7
2 d̄− 1

2 ḡ

89 −2x̄ −2T + 2h̄ −T − T ∗ −T − T ∗ + 8ā− 14d̄+ 3ḡ

810 3x̄ 3T 3T 3T + 3d̄

811 −x̄ −T + 3h̄ 1
2T − 3

2T
∗ 1

2T − 3
2T

∗ + 6ā− 11
2 d̄+ 3

2 ḡ

812 −3x̄ −3T + 3h̄ −3
2T − 3

2T
∗ −3

2T − 3
2T

∗ + 7ā− 17
2 d̄+ 5

2 ḡ

813 x̄ T T T − 3ā+ 6d̄− ḡ

814 0 0 0 3ā− 6d̄+ ḡ

815 4x̄ 4T − 11h̄ −3
2T + 11

2 T
∗ −3

2T + 11
2 T

∗ + ā+ 1
2 d̄+ 3

2 ḡ

816 x̄ T − 2h̄ T ∗ T ∗ − 3ā+ 6d̄− ḡ

817 −x̄ −T + 2h̄ −T ∗ −T ∗ + 3ā− 5d̄+ ḡ

818 x̄ T − h̄ 1
2T + 1

2T
∗ 1

2T + 1
2T

∗ + 2ā− 7
2 d̄+ 1

2 ḡ

819 5x̄ 5T + 5h̄ 15
2 T − 5

2T
∗ 15

2 T − 5
2T

∗ + 15
2 d̄+ 5

2 ḡ

820 2x̄ 2T − 4h̄ 2T ∗ 2T ∗ + d̄

821 0 h̄ 1
2T − 1

2T
∗ 1

2T − 1
2T

∗ + 3ā− 9
2 d̄+ 1

2 ḡ

41#41 −2x̄ −2T + 2h̄ −T − T ∗ −T − T ∗ + 3ā− 3d̄+ ḡ

31#51 4x̄ 4T − 10h̄ −T + 5T ∗ −T + 5T ∗ + 3ā+ ḡ

3∗1#5∗2 3x̄ 3T + h̄ 7
2T − 1

2T
∗ 7

2T − 1
2T

∗ + 2ā− 1
2 d̄+ 1

2 ḡ

В таблице использованы общепринятые обозначения узлов (см., например, [5]), K∗ обознача-
ет зеркальный образ узла K. Сингулярные узлы выражаются через обычные узлы следующим
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образом:

x̄ = T, h̄ = H + T, ā = P − 3F +H + 4T, d̄ = P − 2F + T, ḡ = P − 4T + T ∗.

Предложение 5.1. В разложениях узлов (см. таблицу 5) коэффициенты при x̂, ĥ + x̂, â, d̂, ĝ
являются, соответственно, инвариантами Васильева 2, 3 и 4 порядков V2, V3, V 1

4 , V
2
4 , V

3
4 .

Приведем таблицу значений этих инвариантов.

Таблица 6: Значения инвариантов Васильева

K V2 V3 V 1
4 V 2

4 V 3
4

31 1 −1 0 0 0

41 −1 0 1 −3
2

1
2

51 3 −5 0 0 1

52 2 −3 0 −1
2

1
2

61 −2 1 5
2 −11

2
3
2

62 −1 1 3 −5 1

63 1 0 −1 5
2 −1

2

31#3∗1 2 0 1 0 0

71 6 −14 0 0 5

72 3 6 −1 −1
2

3
2

73 5 11 1 −3 4

74 4 8 2 −5 3

75 4 8 1 1 2

76 1 −2 0 −3
2

1
2

77 −1 1 0 1 0

31#41 0 −1 0 −3
2

1
2

81 −3 3 10 −13 3

82 0 1 6 −21
2

3
2

83 −4 0 6 −11 5

84 −3 5 11 −17 4

85 −1 −3 9 −14 2

86 −2 7 9 −27
2

5
2
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(Таблица 6: продолжение)

K V2 V3 V 1
4 V 2

4 V 3
4

87 2 2 −3 7 −1

88 2 1 −1 7
2 −1

2

89 −2 0 8 −14 3

810 3 3 0 3 0

811 −1 2 6 −11
2

3
2

812 −3 0 7 −17
2

5
2

813 1 1 −3 6 −1

814 0 0 3 −6 1

815 4 −7 1 1
2

3
2

816 1 −1 −3 6 −1

817 −1 −1 3 −5 1

818 1 0 2 −7
2

1
2

819 5 10 0 15
2

5
2

820 2 −2 0 1 0

821 0 1 3 −9
2

1
2

41#41 −2 0 3 −3 1

31#51 4 −6 3 0 1

3∗1#5∗2 3 4 2 −1
2

1
2

Теперь рассмотрим разложения узлов в модуле Васильева 4 порядка, когда в качестве базисных
сингулярных узлов выбираются узлы, соответствующие хордовым диаграммам a, b, c. Получим
следующие разложения:

31 = −T − 2H + c̄, 61 = T + 3H − b̄,
5∗1 = 5T + 2H + ā+ 3b̄, 6∗1 = −T +H − b̄+ c̄,

51 = −5T − 8H + ā+ 3b̄+ 5c̄, 6∗2 = −T − ā− 2b̄+ c̄,

5∗2 = 3T +H + b̄, 62 = T + 2H − ā− 2b̄,

52 = −3T − 5H + b̄+ 3c̄, 63 = −H + ā+ b̄, etc.

В этих разложениях коэффициенты при b̄, ā, c̄ также являются инвариантами Васильева 4 порядка
i14, i

2
4, i

3
4 соответственно.
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Таблица 7: Инварианты Васильева 4 порядка

K i14 i24 i34
3∗1 0 0 0
31 0 0 1
41 0 0 0
5∗1 3 1 0
51 3 1 5
5∗2 1 0 0
52 1 0 3
61 −1 0 0
6∗1 −1 0 1
6∗2 −2 −1 1
62 −2 −1 0
63 1 1 0

Эти инварианты могут быть выражены через инварианты V 1
4 , V

2
4 , V

3
4 . Заметим, что инвариант

Васильева i34 не является четным.
Если в разложениях (см. табл. 5) вместо сингулярных узлов ā, d̄, ḡ возьмем сингулярные узлы,

соответствующие другим базисным хордовым диаграммам, а именно, b, c, d, то коэффициенты
будут инвариантами Васильева 4 порядка, указанными в [1].

5.3. Теорема разложения. Пространство инвариантов Васильева порядка не выше 2 двумерно
(см. табл. 2). Оно порождено инвариантом порядка 0 (который принимает равные значения на
всех узлах) и инвариантом порядка 2. В качестве базисного инварианта второго порядка возьмем
V2 (табл. 6). Тогда произвольный инвариант v2 порядка не выше 2 будет пропорционален V2 с
некоторым коэффициентом пропорциональности.

Предложение 5.2 (см. [40, Proposition 4.2.9]). Произвольный инвариант v2 порядка не выше
2 пропорционален V2 с коэффициентом пропорциональности v2(T ):

v2(K) = V2(K)v2(T ).

Доказательство. Методом неопределенных коэффициентов решим уравнение

v2(K) = V2(K)c.

Положим K = T , где T — трилистник. Аналогичное равенство справедливо и для сингулярных
узлов с двумя двойными точками:

v2(K
sing
2 ) = V2(K

sing
2 )c.

Рассмотрим сингулярный узел трилистник с двумя двойными точками, для которого последнее
равенство перепишем:

v2(T
sing
2 ) = V2(T

sing
2 )c.

По определению весовой системы, правая часть равенства есть W2

( )
c, т.е.

v2(T
sing
2 ) = W2

( )
c.
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Из формулы разложения трилистника (см. таблицу 5) в модуле второго порядка следует равенство:

v2(T ) = W2

( )
c.

Поскольку весовая система W2 соответствует базисному инварианту V2, то W2

(⊗)
= 1, откуда

v2(T ) = c.

Инварианты Васильева порядка не выше 3 образуют трехмерное пространство V3 (cм. табл. 2),
которое порождается инвариантами V0, V2 и V3 порядков 0, 2 и 3, соответственно (см.
табл. 6). Произвольный инвариант порядка не выше 3 выражается следующим образом (см. [40,
Proposition 4.3.10]):

v3(K) = V3(K)(v3(T ) + v3(H))− V2(K)v3(H).

Доказательство последнего равенства проводится так же, как в случае второго порядка.
Пространство V4 шестимерно (см. табл. 2). Оно порождено инвариантами V0, V2, V3 и тремя

инвариантами 4 порядка. В качестве базисных инвариантов 4 порядка возьмем V 1
4 , V

2
4 и V 3

4 (см.
табл. 6). Тогда произвольный инвариант порядка не выше 4 можно представить в следующем виде:

v4(K) = v2(K)
[
1
2
V4(T ) +

1
2
v4(T ∗)

]
+ V3(K)

[
1
2
v4(T )− 1

2
v4(T ∗)

]
+

+ V 1
4 (K)[4v4(T ) + v4(H)− 3v4(F ) + V4(P )] + V 2

4 (K)[v4(T )− v4(F ) + v4(P )]+

+ V 3
4 (K)[−v4(T ) + v4(T ∗) + v4(P )].

На двойственном языке модулей Васильева предыдущие три формулы можно переписать в таком
виде:

K = V2(K)T,

K = V3(K)T + (V3 − V2)(K)H,

K =
(

1
2
V2 +

1
2
V3 + 4V 1

4 + V 2
4 − V 3

4

)
(K)T +

(
1
2
V2 − 1

2
V3 + V 3

4

)
(K)T ∗+

+ V 1
4 (K)H + (−3V 1

4 − 2V 2
4 )(K)F + (V 1

4 + V 2
4 + V 3

4 )(K)P.

Если в качестве базисных инвариантов рассматривать i14, i
2
4, i

3
4, то в модуле Васильева 4 порядка

любой узел K имеет следующее разложение:

K = (V3 − 3i14 + 4i24 + i34)(K)T + i34(K)T ∗+

+ (−V2 + V3 − i14 + i24 + 2i34)(K)H + (i14 − 3i24)(K)F + i24(K)P.

Последние две формулы разложений в V4, а также анализ таблицы 7 приводят к следующему
заключению.

Критерий целочисленности. Любая целочисленная весовая система четвертого порядка
восстанавливается до целочисленных инвариантов Васильева четвертого порядка.
Любая целочисленная весовая система, принимающая четное значение на хордовой диа-

грамме c, восстанавливается до целочисленных четных инвариантов Васильева четвертого
порядка.
Не существует базиса из весовых систем 4 порядка, которые восстанавливались бы до

целочисленных четных инвариантов Васильева 4 порядка.

Из примеров разложений в модуле V3 (см. табл. 6) видно, что коэффициенты в разложениях
зависят от выбора «базисных» узлов, которые могут быть как обычными, так и сингулярными.
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В последних трех разложениях выбор в качестве базисных узлов T , H, F , P , T ∗ мотивирован
тем, что эти узлы наиболее просты (в том смысле, что минимальное число двойных точек их
диаграмм не превышает 5).

Эти же разложения можно переписать и в более общем виде, обозначив базисные узлы через
X в модуле V2, через X и Y в V3 и через X1, X2, X3, X4, X5 в модуле V4:

K =
V2(K)
V2(X)

X,

что равносильно следующему выражению:
∣∣∣∣
V2(X) X
V2(K) K

∣∣∣∣ = 0,

где V2(X) �= 0; ∣∣∣∣∣∣

V2(X) V3(X) X
V2(Y ) V3(Y ) Y
V2(K) V3(K) K

∣∣∣∣∣∣
= 0,

где ∣∣∣∣
V2(X) V3(X)
V2(Y ) V3(Y )

∣∣∣∣ �= 0;

и, наконец, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V2(X1) V3(X1) V 1
4 (X1) V 2

4 (X1) V 3
4 (X1) X1

V2(X2) V3(X2) V 1
4 (X2) V 2

4 (X2) V 3
4 (X2) X2

V2(X3) V3(X3) V 1
4 (X3) V 2

4 (X3) V 3
4 (X3) X3

V2(X4) V3(X4) V 1
4 (X4) V 2

4 (X4) V 3
4 (X4) X4

V2(X5) V3(X5) V 1
4 (X5) V 2

4 (X5) V 3
4 (X5) X5

V2(K) V3(K) V 1
4 (K) V 2

4 (K) V 3
4 (K) K

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

где ∣∣∣∣∣∣

V2(X1) . . . V 3
4 (X1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
V2(X5) . . . V 3

4 (X5)

∣∣∣∣∣∣
�= 0.

Для произвольного порядка имеет место следующая теорема о разложении.

Теорема 5.3. Любой узел K в модуле Васильева n-го порядка (n > 1) имеет следующее
разложение:

K =
r+s∑

i=1

vi(K)Ki,

где r—размерность пространства инвариантов Васильева порядка, меньшего или равного
n − 1, s—размерность пространства весовых систем порядка n, vi—инварианты Васильева
порядка, меньшего или равного n, Ki—фиксированные (базисные) узлы.

Последнее равенство можно переписать в таком виде:
∣∣∣∣∣∣∣∣

V2(X1) . . . V 1
n (X1) . . . V s

n (X1) X1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
V2(Xr+s) . . . V 1

n (Xr+s) . . . V s
n (Xr+s) Xr+s

V2(K) . . . V 1
n (K) . . . V s

n (K) K

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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ГЛАВА 2

ФОРМУЛЫ ТИПА ЛАННА И ВИРО—ПОЛЯКА

ДЛЯ ИНВАРИАНТОВ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

В настоящей главе исследуется проблема интегрирования весовой системы до инварианта конеч-
ного типа и решается задача интегрирования весовой системы четвертого порядка до инварианта
Васильева порядка 4.

6. ИНВАРИАНТЫ ВАСИЛЬЕВА КАК ПРОИЗВОДНЫЕ

6.1. Аналог теоремы Лейбница для инвариантов конечного типа. Определим произведение
двух числовых инвариантов узлов поточечно следующим образом:

(V1V2)(K) = V1(K)V2(K).

Напомним известную теорему Лейбница для дифференцирования в случае многих переменных.

Теорема 6.1. Пусть f, g : R
3 −→ R—дифференцируемые функции. Тогда

∂n(fg)
∂x1∂x2 . . . ∂xn

=
n∑

i=0

∑

I,J

∂if

∂xI

∂n−ig

∂xJ
,

где I = {a1, . . . , ai} ∈ {1, . . . , n}, J = {ai+1, . . . , an} ∈ {1, . . . , n} − {a1, . . . , ai}—мультииндексы,
∂xI = ∂xai+1 · · · ∂xai , ∂xJ = ∂xai+1 · · · ∂xan .

Введем следующие обозначения для перекрестков:

x =
		 



, + =
		 



, − =
		 



.

Тогда скейн-соотношение может быть записано так:

V (x) = V (+)− V (−).

Рассмотрим сингулярный узел Ksing
m с m двойными точками {x1, . . . , xm}. Будем использовать

обозначение x′ для указания той двойной точки, в которой дифференцируется инвариант V :

V (x1, . . . , x
′
i, . . . , xm) = V (x1, . . . ,+, . . . , xm)− V (x1, . . . ,−, . . . , xm).

Будем использовать обозначение x̄ для указания той двойной точки, в которой производится
операция «усреднения» значения инварианта V :

V (x1, . . . , x̄i, . . . , xm) =
1
2
(V (x1, . . . ,+, . . . , xm) + V (x1, . . . ,−, . . . , xm)).

Определим множество Sm как множество упорядоченных наборов из m двойных точек, каждая
из которых наделена одним из знаков x′ или x̄, например,

S2 = {(x̄x̄), (x̄x′), (x′x̄), (x′x′)}.
Пусть ∗ ∈ Sm. Определим ∗̃ ∈ Sm как элемент, полученный из ∗ заменой x′ на x̄ и наоборот,

например,

(̃x̄x′) = (x′x̄).
В этих терминах сформулируем теорему, аналогичную теореме Лейбница.

Теорема 6.2. Если V1, V2—инварианты узлов, то для узла K с m двойными точками имеет
место равенство

(V1V2)(x1, . . . , xm) =
∑

∗∈Sm

V1(∗)V2(∗̃).

Следствие 6.3. Если V1, V2—инварианты порядков m и n соответственно, то V1V2—ин-
вариант порядка m+ n.
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6.2. Аналог формулы Лагранжа. Пусть K и K ′ — сингулярные узлы, имеющие одинаковые
хордовые диаграммы с m хордами. Напомним, что для инвариантов порядка не выше m имеет
место равенство Vm(K) = Vm(K ′), даже если узлы K и K ′ неэквивалентны (см. следующий
пример).

Пример 6.

T2 =

��

T ′
2 =

��

V2(T2) = V2(T ′
2).

Определим сингулярную изотопию Φ : K → K ′ как последовательность изотопий пространства
R

3 и замен перекрестков, переводящую узел K в узел K ′. Сингулярные отображения, соответству-
ющие заменам типов перекрестков, будем обозначать {φi : i = 1, . . . , t}. Определим индекс ε(φi)
сингулярного отображения как начальный знак перекрестка. В примере 6

φ1 : T2 → T ′
2, ε(φ1) = 1,

φ′1 : T ′
2 → T2, ε(φ1) = −1.

Если φ— сингулярная изотопия из K в K ′, то для инварианта V и его производной V ′ имеет
место соотношение

V (K)− V (K ′) =
t∑

i=1

V ′(φi)ε(φi).

Эта формула является аналогом формулы Лагранжа f(x2)−f(x1) = f ′(c)(x2−x1), где x1 < c < x2.

6.3. Интегрирование. Переход от инварианта n-го порядка, заданного на узлах с n двойны-
ми точками (т.е. от весовой системы n-го порядка) к инварианту n-го порядка, определенному
на обычных узлах, называется интегрированием. Проблема интегрирования касается следующих
вопросов: является ли инвариант, определенный на множестве узлов Ksing

n с n двойными точка-
ми, производной инварианта, определенного на множестве K обычных узлов, и как по весовой
функции построить инвариант Васильева соответствующего порядка? В [27] был описан первый
шаг интегрирования: для произвольной весовой системы Wn, определенной на диаграммах с n
хордами, была дана явная комбинаторная формула для инварианта на (n− 1)-сингулярных узлах,
производная которого совпадает с W .

Пусть (Ksing
n−1)— сингулярный узел с n − 1 сингулярными точками. Обозначим через a1, . . . am

множество двойных точек проекции узла Ksing
n−1. Тогда следующая формула дает значения инвари-

анта, определенного на узлах с (n− 1) сингулярными точками, производная которого совпадает с
весовой системой Wn, определенной на узлах с n сингулярными точками:

V (Ksing
n−1) =

1
2

∑

ai

ε(ai)Wn(K
sing
n−1+ai

),

где (Ksing
n−1+ai

)—узел с n сингулярными точками, n − 1 из которых совпадают с сингулярными

точками узла (Ksing
n−1), а еще одна точка возникает при склеивании ветвей в окрестности двойной

точки ai. Суммирование ведется по всем двойным (но не сингулярным!) точкам проекции узла
Ksing
n−1.

Теорема 6.4 (см. [27, Theorem 3.6]). 1) V (Ksing
n−1)—изотопический инвариант узлов с n−1

двойными точками.
2) V (x1, . . . , xn−1,+)− V (x1, . . . , xn−1,−) = Wn(x1, . . . , xn).
3) V (Ksing

n−1) удовлетворяет одночленному и четырехчленному соотношениям.
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6.4. Координаты на узле. Пусть K —узел и DK —диаграмма этого узла. На DK отметим точку
a, которая не совпадает ни с одной двойной точкой проекции; назовем ее «началом». Выбор точки
a индуцирует порядок на DK . Пусть x и y—двойные точки плоской проекции. Будем считать,
что x < y, если при движении вдоль узла от отмеченной точки a в направлении обхода сначала
проходим точку x, затем точку y.

Напомним, что на диаграмме DK в окрестности каждой двойной точки линия, проходящая
снизу («переход»), изображается дугой с разрывом, а линия, проходящая сверху («проход»), изоб-
ражается сплошной дугой.

Каждой двойной точке x диаграммы DK узла K поставим в соответствие два целых числа δx и
εx по следующим правилам:

1) если при движении от отмеченной точки в направлении ориентации узла сначала проходим
точку x по переходу, а затем по проходу, то δx = 0; в противном случае δx = 1;

2) двойной точке x проекции узла D поставим в соответствие число εx = ±1 в зависимости от
типа перекрестка:

εx

( 		 

 )
= 1, εx

( 		 

 )
= −1.

Пример 7. Координаты на трилистнике.

xy

z

��
δx = 1, εx = 1,
δy = 1, εy = 1,
δz = 0, εz = 1.

6.5. Разложение инварианта в ряд Тейлора. Рассмотрим сингулярный узел Ksing
n и его диа-

грамму D
Ksing

n
и зафиксируем «начало» a на D

Ksing
n

. Каждой сингулярной точке x поставим в
соответствие знак σ = ±1. Точке самопересечения знак приписывается следующим образом: в
плоскости задан ориентирующий репер [1, 2] (см. рис. ниже). Движемся по направленному узлу
от точки a; когда в первый раз встречаем точку самопересечения, то на касательном векторе этой
ветви ставим номер 1; когда второй раз встречаем эту же точку, на этой ветви ставим номер 2.
Таким образом, точке пересечения отвечает репер, ориентация которого либо совпадает с ориен-
тирующим репером в R

2, либо противоположна ему. В первом случае точка имеет знак «+», во
втором— знак «−».

1

1 22

a

Заменяя каждую сингулярную точку на один из возможных перекрестков, из Ksing
n получим

2n различных узлов Ki. Множество таких узлов обозначим SK , SK = {Ki | i = 1, . . . , 2n}, и
множество их диаграмм обозначим SDK

, SDK
= {DKi | i = 1, . . . 2n}.

Нетрудно проверить, что δ, ε, σ связаны следующим соотношением:

εx(DK) = (−1)δx(DK)σx(DKsing) = (1− 2δx(DK))σx(DKsing).

Пусть отображение f : SD → Q, DKi ∈ SD и x—двойная точка диаграммы DKi . Положим

(Δxf)(DKi) = f(DKi + x)− f(DKi),
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где (DKi +x)—диаграмма узла, полученная из DKi заменой перекрестка в точке x на перекресток
с противоположным значением εx.

Пусть |DK |—число перекрестков диаграммы узла K. Обозначим через Pm набор из m
(m � |DK |) двойных точек {xi1 , . . . , xim} диаграммы DKi , {Pn}—множество таких наборов и

P =
|DK |⋃
m�0
{Pm}— совокупность всех таких множеств. Введем аналогичные обозначения и в случае

сингулярных узлов: P sing
m и Psing для соответствующих множеств сингулярных точек. Обозначим

через ΔP композицию

Δx1 ◦Δx2 ◦ . . . ◦Δxl
, xi ∈ P.

Отметим, что

ΔxΔyf = ΔyΔxf.

Положим

εP (DK) =
∏

x∈P
εx(DK), δP (DK) =

∏

x∈P
δx(DK).

Назовем диаграмму узла убывающей, если δx = 0 в любой двойной точке x этой диаграммы.
Убывающую диаграмму обозначим D0

K . Заметим, что D
0
K представляет тривиальный узел.

Предложение 6.5 (см. [40, Proposition 2.3]). Пусть f : SD → Q, DK , D
0
K ∈ SD. Тогда имеет

место следующее разложение:

f(DK) =
∑

P∈P
δP (DK)(ΔP f)(D0

K).

Введем обозначение cP = ΔP f(D0
K). Тогда

f(DK) =
∑

P∈P
δP (DK)cP .

Предложение 6.6 (см. [40, Proposition 2.4]). Пусть f : SD → Q, m ∈ Z. Тогда следующие два
условия эквивалентны:

1) ΔP f = 0 для ∀P sing
m+1, состоящего из (m+ 1) точек.

2) (ΔP f)(DK) = 0 для любого P sing
k , количество элементов k которого строго превышает m.

Когда выполняются эти условия, говорят, что f имеет порядок не выше m.

Предложение 6.7. Для любого инварианта порядка не выше m существует аналог разло-
жения в ряд Тейлора:

2mf =
∑

P∈P�m

εP cP .

где суммирование ведется по всем подмножествам P множества P двойных точек диаграммы
узла K, т.е. P = {x1, . . . , xn}, cP (K) = Δx1 ◦ Δx2 ◦ · · · ◦ Δxn , Δxi = (Δxif)(K) = f(K + xi) −
f(K − xi), узлы K + xi и K − xi получаются из узла K заменой перекрестков в точке xi на
перекрестки со значениями δ, равными соответственно 1 и 0.

Рассмотрим узел K и его диаграмму DK с n двойными точками {x1, . . . , xn}. Пусть l ∈ Z, l � n.
Преобразуем l двойных точек диаграммы в сингулярные точки {xi1 , . . . , xil} и получим диаграмму
D
Ksing

l
сингулярного узла Ksing

l . Пусть f —инвариант порядка l. Тогда (см. [40, Proposition 2.5])

f(Ksing
l ) = (−1)|P |εP (D

Ksing
l

)(ΔP f)(D
Ksing

l
),

где |P | = l.
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7. ФОРМУЛЫ ЛАННА

Техника получения значений инвариантов Васильева из скейн-соотношения базируется на по-
следовательном преобразовании исходного узла в линейную комбинацию других узлов и сингу-
лярных узлов или наоборот, сингулярного узла с m двойными точками в линейную комбинацию
2m обычных узлов.

Из примера вычисления инвариантов на узле «восьмерка» видно, что числовые значения могут
быть получены при условии, что известны значения этих же инвариантов на трилистнике. Значения
инвариантов на узле F (5∗2) могут быть получены при условии, что вычислены инварианты узлов
T и H и т. д.

Формулы, описываемые в настоящем разделе, позволяют вычислить значение инварианта Васи-
льева на произвольном узле K по его диаграмме, не вовлекая в рассмотрение другие узлы.

7.1. Формулы Ланна для инвариантов нулевого и первого порядков. Инвариант Васильева
порядка не выше 0 тривиален. Действительно, из предложения 6.5 имеем следующее разложение:

f(DK) =
∑

P∈P
|P |�0

δP (DK)cP ,

так что откуда слагаемое, соответствующее порядку 0, имеет вид f(DK) = c0, а остальные сла-
гаемые равны нулю. Таким образом, для произвольных узлов K1 и K2 имеем f(DK1) = f(DK2).
Сдвигая значение инварианта на константу, мы можем считать коэффициент c0 равным нулю.

Предложение 7.1 (см. [40, Proposition 4.1]). Инвариант Васильева порядка не выше 1 три-
виален.

Доказательство. Из разложения

f(DK) =
∑

P∈P
δP (DK)cP

следует, что слагаемые, соответствующие порядку 1, имеют вид

f(DK) = c0 +
∑

x∈P1

δx(DK)cx.

Поскольку коэффициент c0 равен нулю и все коэффициенты cx также равны нулю (cм. [40]),
имеем f1 = 0.

7.2. Формулы Ланна для инвариантов второго и третьего порядков.

Теорема 7.2 (см. [40, Theorem 1, Sec. (4.2.9)]). Базисный четный целочисленный инвариант
Васильева второго порядка, принимающий значения 0 на тривиальном узле и 1 на трилист-
нике, задается следующей формулой:

V2(K) =
1
2

∑

{x,y}∈P2

(−1)δx+δyW2({x, y})εxεy[δx(1− δy) + δy(1− δx)],

где W2({x, y})—значение весовой системы W2 (из примера 3) на диаграмме с двумя хордами,
отвечающими двойным точкам x и y.

В модифицированном виде представим базисный инвариант V3 из [40].

Теорема 7.3 (см. [40]). Базисный нечетный целочисленный инвариант третьего порядка,
принимающий значения 0 на тривиальном узле и 1 на трилистнике, задается следующей
формулой:

V3(K) =
1
2

∑

{x,y,z}∈P3

(−1)δx+δy+δzW3({x, y, z})εxεyεz · [δy(1− δx)(1− δz)− δxδz(1− δy)],

где W3({x, y, z})— значение весовой системы W3 из примера 4 на хордовой диаграмме, отве-
чающей двойным точкам x, y, z.
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Замечание 1. По аналогии с приведенными выше формулами можно рассмотреть следующую
формулу для базисных инвариантов 4 порядка:

α1,2,3
4 (K) = 1/2

∑

{x,y,z,t}∈P4

W 1,2,3
4 ({x, y, z, t})εxεyεzεt · [δxδz(1− δy)(1− δt) + δyδt(1− δx)(1− δz)].

Здесь αi4 не является инвариантом, но при подходящем выборе базисных весовых функций W i
4 и

«хорошем» выборе отмеченной точки на каждом узле α1,2,3
4 совпадают с V 1,2,3

4 [1, табл. 5.1].
Аналогичные формулы можно построить и для инвариантов произвольного порядка n:

Ṽ i
n(K) =

1
2

∑

{x1,x2,x3,...}∈Pn

W i
n

({x1, x2, x3, . . . }
)
εx1εx2εx3 . . .

×
[
δx1δx3 . . . (1− δx2)(1− δx4) · · · ± δx2δx4 . . . (1− δx1)(1− δx3) . . .

]
.

Однако с помощью формул такого вида можно получить инварианты на ограниченном классе узлов,
а именно, Ṽn дает значения инварианта n-го порядка для торических узлов типа (2, n) (см. п. 10).
При некоторых дополнительных условиях, накладываемых на выбор отмеченной (начальной) точки
и выбор весовой системы соответствующего порядка, Ṽn может задавать инвариант n-го порядка.

8. ФОРМУЛЫ ВИРО—ПОЛЯКА

8.1. Формулы Виро—Поляка для инварианта Васильева второго порядка. Пусть K · —неко-
торый пунктированный узел и G— его диаграмма Гаусса. Зафиксируем поддиаграмму A диаграм-
мы G. Обозначим через 〈A,G〉 сумму знаков всех поддиаграмм G, имеющих комбинаторный тип

A. Положим, что для целочисленной формальной линейной комбинации поддиаграмм
k∑
i=1

niAi по

определению выполняется равенство
〈

k∑

i=1

niAi, G

〉
=

k∑

i=1

ni 〈Ai, G〉 .

Теорема 8.1 (см. [48, Theorem 1]). Если G—диаграмма Гаусса узла K, то

v2(K) =

〈
, G

〉
,

где v2(K)—базисный целочисленный четный инвариант Васильева порядка 2, который при-
нимает значения 0 на тривиальном узле и 1 на трилистнике.

8.2. Формулы Виро—Поляка для инварианта Васильева третьего порядка.

Теорема 8.2 (см. [48, Theorem 2]). Если G—диаграмма Гаусса узла K, то

v3(K) =

〈
1
2

+ , G

〉
,

где v3(K)—базисный нечетный инвариант Васильева порядка 3, который принимает значение
0 на тривиальном узле и значение 1 на трилистнике.
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8.3. Новая формула инварианта Васильева третьего порядка. Покажем, что базисный цело-
численный инвариант Васильева третьего порядка выражается формулой с целыми коэффициен-
тами.

Теорема 8.3. Пусть v3—базисный целочисленный нечетный инвариант Васильева третье-
го порядка, принимающий значения 0 на тривиальном узле и 1 на трилистнике. Тогда имеет
место равенство

v3(K) =

〈
+ + + + , G

〉
,

где правая часть рассматривается в классе пунктированных диаграмм.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать независимость правой части при дви-
жениях Рейдемейстера и что полученный инвариант имеет порядок три.

Первое движение Рейдемейстера.
Добавление (уничтожение) петли при первом движении Рейдемейстера выражается в добавле-

нии (уничтожении) изолированной стрелки в диаграмме Гаусса, что не влияет на количество и
знаки поддиаграмм, вносящих вклад в формулу. Переход отмеченной точки через изолированную
стрелку также не изменит значение v3.

На диаграммах Гаусса второе движение Рейдемейстера соответствует добавлению (уничтоже-
нию) двух стрелок с разными знаками, между концами и началами которых не начинаются и не
заканчиваются другие стрелки:

−εε

←→ ←→

−εε

Обе стрелки одновременно с какой-либо третьей дают поддиаграмму, не входящую в доказывае-
мую формулу, а количество поддиаграмм, содержащих одну из стрелок, совпадает с количеством
поддиаграмм, содержащих другую.

Третье движение Рейдемейстера.
В зависимости от порядка и направления прохождения линий возможны две принципиально

различные ситуации на диаграммах Гаусса:

(a) когда диаграмма, вносящая вклад в формулу, переходит в диаграмму, не входящую в формулу

←→

(b) обе диаграммы не встречаются в формуле

←→

Для доказательства достаточно показать независимость формулы при третьем движении Рейде-
мейстера для случая (а).
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1

32

При замыкании линий в соответствии с указанным порядком прохождения ветвей (см. рис.) воз-
никнет по крайней мере еще одна двойная точка. Можно проверить, что количества существенных
поддиаграмм в исходной диаграмме до и после движения находятся во взаимно однозначном соот-
ветствии и знаки этих поддиаграмм совпадают, т.е. совпадают алгебраические суммы поддиаграмм,
входящих в (11). Аналогично рассматривается ситуация с большим числом «новых» двойных точек.

Докажем теперь, что порядок инварианта v3(K) равен трем.
Пусть Ksing — сингулярный узел с двойной точкой x. Значение инварианта V на нем вычис-

ляется с помощью скейн-соотношения, которое на языке стрелочно-хордовых диаграмм выглядит
следующим образом:

〈
A,

〉
def=

〈
A,

+ 〉
−
〈
A,

− 〉

Это правило индуктивно распространяется на стрелочно-хордовые диаграммы Гаусса с любым
конечным числом хорд без стрелок.

Лемма 8.4. Пусть инвариант задан стрелочной диаграммной формулой 〈A,G〉, в которой
поддиаграммы, входящие в A, содержат не более n стрелок. Тогда инвариант 〈A,G〉 имеет
порядок не выше n.

Доказательство. Пусть Ksing — сингулярный узел с n+1 двойными точками и G— его стрелочно-
хордовая диаграмма. Покажем, что 〈A,G〉 = 0.

По индуктивному правилу преобразуем стрелочно-хордовую диаграмму G в линейную комбина-
цию стрелочных (их получится 2n+1). В каждом слагаемом берем поддиаграммы комбинаторного
типа A. Сразу все потомки исходных (n + 1) хорд без стрелок в них входить не могут по усло-
вию леммы. Та (n + 1)-я хорда, которая не входит в поддиаграмму, по индуктивному правилу
«преобразуется» в две стрелки, а диаграммы, которые ее содержат, имеют противоположные зна-
ки. Таким образом, суммарный вклад этих поддиаграмм равен нулю. Отсюда следует, что 〈A,G〉
имеет порядок не выше n.

В соответствии с этой леммой рассматриваемый инвариант имеет порядок 3. Так как v3(T ) = 1,
v3(H) = 0, получаем, что наш инвариант совпадает с инвариантом Ланна.

9. ДИАГРАММНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ИНВАРИАНТОВ 4 ПОРЯДКА

9.1. Формула Виро—Поляка для инварианта Васильева четвертого порядка.

Теорема 9.1 (см. [48, Theorem 4]). Если G—диаграмма Гаусса узла K, то V 1
4 (K) = 〈A,G〉,

где V 1
4 (K)—аддитивный четный инвариант Васильева порядка 4, который принимает значе-

ние 0 на тривиальном узле, значение 3 на трилистнике и значение 2 на узле восьмерка (узел
типа 41) и A имеет вид

A = + 2 + 6 + 2 −
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− + + + +

+ + 2 + + +

+ 2 + 2 + 3 + .

9.2. Анализ формулы Виро—Поляка для инварианта Васильева четвертого порядка. Раз-
ложения в модуле Васильева 4 порядка (см. таблицу 5) для узлов T , T ∗, H, F , P преобразуем в
следующие равенства:

T + T ∗ + 2H = c, F − 3T −H = b, P − 2H − 5T = g.

Прямые вычисления инвариантов 4 порядка по формуле из теоремы Виро—Поляка дают следу-
ющие значения этих инвариантов:

V4(T ) = V4(T ∗) = 3, V4(H) = 2, V4(F ) = 9, W4(a) = 0,

которые перепишем в виде:

T = T ∗ = 3, H = 2, F = 9, a = 0.

Подставим эти выражения в предыдущие равенства и получим значения весовых систем на хордо-
вых диаграммах c и b: W4(c) = 10, W4(b) = −2. Из четырехчленного соотношения g = a + 3b + c
следует, что значение соответствующей весовой системы на хордовой диаграмме g равно 4. Под-
ставляя это значение в формулу разложения P − 2H − 5T = g, получаем равенство P = 23, т.е.
V4(P ) = 23. Однако вычисление V4(P ) по формуле Виро—Поляка дает значение 15.

Пользуясь аналогичным рассуждением, нетрудно показать, что для узлов с диаграммой Гаусса,
содержащей поддиаграмму типа g, формула Виро—Поляка дает неверные значения.

9.3. Новая формула для инвариантов Васильева четвертого порядка.

Теорема 9.2. Пусть W4—произвольная весовая система 4 порядка, принимающая значение
0 на хордовой диаграмме g. Тогда следующая формула задает инвариант Васильева 4 порядка:

V4(K) =
1
2
W4

( )〈
, G

〉
+

1
4
W4

( )〈
+ , G

〉
+

+
1
2
W4

( )〈
+ , G

〉
+
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+
1
4
W4

( )〈
+ + + , G

〉
+

+
1
4
W4

( )〈
+ + + , G

〉
+

+
1
4
W4

( )〈
+ , G

〉
,

где G—диаграмма Гаусса узла K.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать независимость правой части при дви-
жениях Рейдемейстера.

Первое движение Рейдемейстера.
Добавление (уничтожение) петли при первом движении Рейдемейстера выражается в добавле-

нии (уничтожении) изолированной стрелки в диаграмме Гаусса, что не влияет на количество и
знаки поддиаграмм, вносящих вклад в формулу.

Второе движение Рейдемейстера.
На диаграммах Гаусса второе движение Рейдемейстера соответствует добавлению (уничтоже-

нию) двух стрелок с разными знаками, между концами и началами которых не начинаются и не
заканчиваются другие стрелки.

−εε

←→ ←→

−εε

Обе стрелки одновременно с какой-либо третьей дают поддиаграмму, не входящую в доказыва-
емую формулу. А количество поддиаграмм, содержащих одну из стрелок, совпадает с количеством
поддиаграмм, содержащих другую.

Третье движение Рейдемейстера.
Третьему движению Рейдемейстера соответствуют восемь движений на диаграммах Гаусса (см.

(4) и (5)). Как показал О.-П. Остлунд [46], учитывать шесть движений (4) нет необходимости,
т.е. существенными являются лишь следующие движения:

εε

ε ←→

εε

ε

εε

ε ←→

εε

ε (5)

Все три стрелки одновременно до движения и после него не меняют формулу, что легко про-
веряется простым перебором возможных добавлений произвольной четвертой стрелки, которая не
начинается и не оканчивается на выделенных дугах окружности.
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Каждая стрелка в отдельности не меняет формулу, так как до и после движения Рейдемей-
стера она меняет свое положение лишь относительно выделенных дуг окружности и не изменяет
конфигурацию стрелок, не участвующих в третьем движении Рейдемейстера.

Две из трех стрелок, участвующих в движении, могут добавить или уничтожить стрелочные
диаграммы, которые образуют линейную комбинацию весовых функций на соответствующих хор-
довых диаграммах. По модулю четырехчленного соотношения такие комбинации равны весу хор-
довой диаграммы g. Поскольку рассматриваемые весовые системы принимают значение 0 на этой
диаграмме, соответствующие линейные комбинации, а значит и диаграммы, две из трех стрелок
которых участвуют в движении, не меняют значения инварианта.

Для демонстрации доказательства рассмотрим пример узла 51. На рис. изображены диаграммы
Гаусса этого узла до и после третьего движения Рейдемейстера. Из рисунка видно, что никакая
поддиаграмма диаграммы Гаусса, расположенной слева, не входит в выражение инварианта V4(K),
т.е. V4(G1(P )) = 0.

Однако диаграмма Гаусса, расположенная справа, содержит поддиаграммы, встречающиеся в
формуле. С учетом знаков всех стрелок получаем следующую линейную комбинацию значений
весовой системы, выражающую значение инварианта V4 :

V4(G2(P )) = 2W4(e) + 2W4(f).

По модулю четырехчленного соотношения, связывающего хордовые диаграммы e, f и g, правая
часть последнего равенства эквивалентна 2W4(g). По условию теоремы W4 принимает нулевое
значение на хордовой диаграмме g. Следовательно, V4(G2(P )) = 0, т.е. V4(G1(P )) = V4(G2(P )).

Если в качестве W4 возьмем базисные весовые системы W 2
4 и W 3

4 , то получим инварианты V 2
4

и V 3
4 , которые вместе с V 1

4 образуют базис в пространстве инвариантов четвертого порядка.
Нетрудно проверить, что инвариант V 1

4 соответствует весовой системе W̃ 1
4 = 7W 1

4 −W 3
4 , где W

1
4

и W 3
4 —весовые системы из примера 5.

10. ИНВАРИАНТЫ ВАСИЛЬЕВА ДЛЯ ТОРИЧЕСКИХ УЗЛОВ

Данный раздел посвящен вычислению инвариантов Васильева для торических узлов. Основной
результат — это доказательство рекуррентной формулы, с помощью которой инвариант Васильева
любого заданного порядка для торического узла типа (2, n) явно выражается через инварианты
для узлов типа (2, n− 2) и (2, n− 4).

По определению, торический узел задается простой замкнутой кривой на торе T 2. Поскольку
T 2 = S1 × S1, то на торе можно выбрать систему координат таким образом, что каждая точка на
нем будет определяться парой комплексных чисел {exp(iϕ), exp(iψ)} для некоторых 0 < ϕ,ψ < 2π.
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Пусть f : T 2 → R
3 — стандартное вложение тора в R

3 (см. [3]), т.е.

f(exp(iϕ), exp(iψ)) =
(

1 +
1
2

cosϕ, ψ,
1
2

sinϕ
)
.

Теперь зафиксируем два взаимно простых натуральных числа m, n и рассмотрим отображение
g : S1 → R

3, заданное следующим образом:

g(exp(2πit)) = f(exp(2πimt), exp(2πint)), t ∈ [0, 1].

Обозначим образ отображения g через Km,n. Очевидно, что Km,n лежит на торе T 2, стандартно
вложенном в R

3, и g задает гомеоморфизм между S1 и Km,n, так что Km,n—это узел. Узел Km,n

будем называть торическим узлом типа (m,n). Таким образом, трилистник— это торический узел
типа (2, 3).

Пусть (m,n) и (m′, n′)—две пары взаимно простых натуральных чисел, больших единицы.
Хорошо известно [3], что два торических узла Km,n и Km′,n′ изотопически эквивалентны тогда и
только тогда, когда выполнены равенства m = m′, n = n′ или m = n′, n = m′. При этом все такие
торические узлы заузлены.

Пусть K = K2,n— торический узел типа (2, n), так что n нечетно по условию. Тор f(T 2) рас-
положен в пространстве R

3 так, что его осевая линия лежит в плоскости (x, y). Спроектируем на
плоскость (x, y) ортогонально вдоль оси z узел K:

π : K → R
2.

Если мы при этом укажем в каждой двойной точке, какая ветвь узла выше (непрерывная линия),
а какая ниже (линия с разрывом), т.е. укажем тип перекрестка, то полученная фигура называется
диаграммой узла K. Будем обозначать ее через DK = DK(2,n)

. Ясно, что все перекрестки имеют
один и тот же комбинаторный тип.

Каждому перекрестку поставим в соответствие число εx, равное +1 или −1 в зависимости от
взаимного расположения ветвей:

		 



ε = 1

		 



ε = −1
Зафиксируем m перекрестков диаграммы DK , m � n. Склеим ветви каждого перекрестка так,

чтобы получились двойные точки трансверсального самопересечения. Получившийся в результате
этой операции сингулярный узел обозначим через (2, n)m.

Лемма 10.1. Значение инварианта V конечного порядка на сингулярном торическом узле
(2, n)m не зависит от расположения двойных точек.

Доказательство. Пусть x, y—пара находящихся рядом двойных точек диаграммы узла (т.е. при
движении вдоль узла от точки x к y другие двойные точки не встречаются). Для определенности
положим εx = εy = 1. Узел с отмеченными точками x и y обозначим через K++, а сингулярные
узлы, полученные из K++ склеиванием ветвей либо в точке x, либо в точке y обозначим через
Kx+ и K+y соответственно. Имеем:

V (Kx+) = V (K++)− V (K−+), V (K+y) = V (K++)− V (K+−).

Нетрудно проверить, что узлы K−+ и K+− переводятся друг в друга с помощью второго движения
Рейдемейстера. Следовательно, V (Kx+) = V (K+y), т.е. инвариант V не зависит от расположения
одной двойной точки. Продолжая это рассуждение, получаем наше утверждение для узлов с
любым числом двойных точек.

Теорема 10.2. Пусть n � 7. Тогда инварианты Васильева торических узлов связаны следу-
ющими соотношениями:

Vk(n) = 2Vk(n− 2)− Vk(n− 4) + Vk−2(n− 2), k � 4, n � 7,

V3(n) = 2V3(n− 2)− V3(n− 4) + n− 2,

V2(n) = 2V2(n− 2)− V2(n− 4) + 1.
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Для n = 3 имеем V2(3) = 1, V3(3) = 1, Vi(3) = 0, i � 4, а для n = 5 имеем V2(5) = 3, V3(5) = 5,
V4(5) = 1, V5(5) = 1, Vi(5) = 0, i � 6.

Доказательство. Используя рассуждения Ланна из [40], доказательство нашего утверждения
можно свести к следующей комбинаторной задаче: подсчитать количество различных наборов
чередующихся нулей и единиц длины k, содержащихся в последовательности чередующихся нулей
и единиц длины n � 3.

ГЛАВА 3

ИНТЕГРАЛ КОНЦЕВИЧА И ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНВАРИАНТОВ

Интеграл Концевича изобретен в 1992 г. (см. [39]) как средство доказательства сформулированной
выше теоремы Концевича. Он является далеко идущим обобщением интегральной формулы Гаусса,
выражающей коэффициент зацепления двух замкнутых кривых в пространстве.

Интеграл Концевича инвариантен относительно деформаций в классе узлов с невырожденными
критическими точками, имеющих одинаковое число критических точек.

Заметим, что интеграл Концевича не инвариантен относительно деформаций, меняющих число
критических точек, и даже имеется формула, показывающая, как он изменяется при деформациях.
Это приводит к конструкции универсального инварианта Васильева.

11. ИНТЕГРАЛ КОНЦЕВИЧА

11.1. Определение интеграла Концевича. Представим трехмерное пространство R
3 как прямое

произведение комплексной прямой C с координатой z и действительной прямой R с координатой t.
Вложим узел K в пространство R

3 = Cz × Rt так, чтобы координата t была функцией Морса
на K. Это значит, что во всех точках, где t как функция параметра на кривой имеет нулевую
производную, ее вторая производная не должна обращаться в нуль, а значения t во всех таких
точках (критические значения) должны быть различны между собой.

Определим итерированный интеграл, задающий инвариант морсовского узла, который не меня-
ется на множестве вложений, имеющих заданное число морсовских критических точек.

Обозначим минимум и максимум функции t на K соответственно tmin и tmax. Рассмотрим m
некритических значений tmin < t1 < . . . < tm < tmax. В каждой плоскости {t = ti} ⊂ R

3 выбирается
неупорядоченная пара различных точек (zi, ti) и (z′i, ti) на узле K. Обозначим через P = {(zi, z′i)}
множество таких пар для i = 1, 2, . . . ,m, а символом ↓—число точек (zi, ti) или (z′i, ti) в P , в
которых ориентация узла K противоположна ориентации, определяемой dt.

На каждой компоненте связности переменные zj и z′j являются гладкими функциями переменной

tj . Подставляя эти функции в выражение
m∧
i=1

dzi − dz′i
zi − z′i

, мы получаем дифференциальную форму от

переменных t1, . . . , tm, определенную на симплексе в m-мерном пространстве этих переменных. Ее
и следует проинтегрировать. Это даст коэффициент при соответствующей хордовой диаграмме DP ,
когда точки zi и z′i соединяются хордами (i = 1, . . . ,m). Напомним, что Ch = Ch0⊕Ch1⊕ . . .—
алгебра хордовых диаграмм.

Пополнением C̄h алгебры Ch, по определению, называется множество всех бесконечных фор-
мальных рядов вида

∑
m

chm am, где am ∈ C—численные коэффициенты, a chm ∈ Chm—элементы

пространства хордовых диаграмм степени m.

Определение 2. Интегралом Концевича узла K называется следующий элемент градуирован-
ного пополнения C̄h алгебры хордовых диаграмм:

Z(K) =
∞∑

m=0

1
(2πi)m

∫

tmin<t1<...<tm<tmax

∑

P={(zi,z′i)}
(−1)↓DP

m∧

i=1

dzi − dz′i
zi − z′i

,
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РИС. 1

где DP —диаграмма с m хордами, связывающими точки zi, z′i ориентированной окружности K.
Суммирование ведется по всем выборам пар точек zi, z′i на каждом из m уровней.

Областью интегрирования является m-мерный симплекс tmin < t1 < . . . < tm < tmax, разделен-
ный критическими значениями на связные компоненты. Например, для -узла (m = 2) соответ-
ствующая область интегрирования состоит из 6 связных компонент (рис. 1(b)). В подынтегральном
выражении число слагаемых постоянно в каждой компоненте области интегрирования, но различно
для разных компонент. В примере выше для компоненты {tmin < t1 < tc1 , tc2 < t2 < tmax} имеется
только одна возможность выбора двух пар точек: на уровне {t = t1} и {t = t2}. Сумма по всем
парам P для этой компоненты состоит из одного слагаемого. Для компоненты {tmin < t1 < tc1 ,
tc1 < t2 < tc2} имеется только одна возможность выбора пары точек на уровне {t = t1}, а на
уровне {t = t2} существует (42) = 6 возможных выборов пар (z2, z′2). Сумма по всем парам P для
этой компоненты состоит из шести слагаемых.

Описанная конструкция работает при всех значениях m > 0. Для m = 0 по определению
полагают, что получится хордовая диаграмма порядка 0 (окружность без хорд, представляющая
единичный элемент алгебры Ch) с коэффициентом 1.

11.2. Сходимость интеграла. Можно доказать, что интеграл Z(K), во-первых, сходится для
любого узла, расположенного в пространстве указанным выше способом, а во-вторых, не меняется
при гладких изотопиях узла, при которых сохраняется число критических точек функции t. Ввиду
того, что узел— замкнутая кривая, появляться и исчезать критические точки могут только парами.
Оказывается, что при этом выражение Z(K) меняется вполне определенным образом, а именно,
если узел K1 получается из узла K добавлением пары соседних критических точек, то имеет место
равенство

Z(K1) = Z(K) · Z ( ) ,
где — обозначение узла, изображенного на рис. 1.

Сумма под знаком интеграла может иметь особенности на границах связных компонент. Это
происходит только в следующих двух случаях:

1) Изолированная хорда (zi, z′i) стремится к нулю.


�
zi z′i��
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В этом случае соответствующая хордовая диаграмма DP тривиальна вследствие одночленно-
го соотношения.

2) Хорда (zi, z′i) стремится к нулю вблизи критической точки, но отделена от нее другой «длин-
ной» хордой (zi+1, z

′
i+1):


 �
zi z′i� � z′i+1��zi+1


 ��zc�






ti

tc

В этом случае интеграл для (i+ 1)-й хорды можно оценить следующим образом:
∣∣∣∣∣∣

tc∫

ti

dzi+1 − dz′i+1

zi+1 − z′i+1

∣∣∣∣∣∣
� C

∣∣∣∣∣∣

tc∫

ti

d(zi+1 − dz′i+1)

∣∣∣∣∣∣

= C|(zc − zi)− (z′c − z′′i )| � C ′|zi − z′i|
для некоторых положительных C, C ′.

Таким образом, для (i + 1)-й хорды интеграл также мал, как и делитель соответствующей i-й
хорды. Отсюда следует сходимость интеграла Концевича.

11.3. Универсальный инвариант Васильева. Интеграл Концевича инвариантен относительно
деформаций в классе узлов с невырожденными критическими точками и имеющих одинаковое
число критических точек. Под деформацией узла K понимается гладкое семейство диффеомор-
физмов R

3, содержащее тождественный. Любая деформация, оставляющая данный морсовский
узел в классе узлов с невырожденными критическими точками и сохраняющая число критических
точек, может быть разложена в композицию следующих движений:

(a) горизонтальные деформации,
(b) движения критических точек.

Горизонтальная деформация— это деформация R
3, сохраняющая все горизонтальные плоскости

{t = const}; критические уровни {t = tc} фиксируются поточечно. В частности, критические точки
нельзя двигать. Деформации такого типа сохраняют связные компоненты области интегрирования.
Поэтому интеграл по всем компонентам связности инвариантен относительно горизонтальных де-
формации [2].

Движение критической точки c—это деформация, тождественная всюду вне достаточно малой
окрестности точки c. Инвариантность относительно движений критической точки c рассматрива-
ется в [2].

Заметим, что интеграл Концевича не инвариантен относительно деформаций, меняющих число
критических точек, и даже имеется формула, показывающая, как он изменяется при деформациях.

Обозначим через c число критических точек функции t на K и рассмотрим выражение

I(K) =
Z(K)

Z ( )c/2
,

где частное— это деление в алгебре Ā, осуществляемое на основе правила

(1 + a)−1 = 1− a+ a2 − a3 + . . . .

Из сказанного выше ясно, что I(K) не меняется также и при добавлении (удалении) пар крити-
ческих точек. Следовательно, I(K) представляет собой настоящий инвариант узла. Он называется
универсальным инвариантом Васильева, потому что (в известном смысле) все инварианты Ва-
сильева получаются из него применением весовых систем к хордовым диаграммам, входящим в
выражение интеграла.
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Исходный интеграл Z(K) называют еще предварительным интегралом Концевича, а подправ-
ленное выражение I(K)—окончательным интегралом Концевича.

Пример 8. Пусть ©—неузел, вложенный в пространство как окружность, стоящая вертикаль-
но. Тогда

Z(©) = 1, I(©) = 1/Z ( ) , I ( ) = Z ( ) /Z ( )2 = 1/Z ( ) .

Последние два ответа совпадают. Это неудивительно, ведь I —инвариант узла, а узлы O и H
эквивалентны.

Д. Бар-Натан [16] предложил следующее определение универсального инварианта Васильева:

I(K) =
Z(K)

Z ( )c/2−1
,

Тогда
Z(©) = 1, I(©) = 1/Z ( )0 = 1, I ( ) = Z ( ) /Z ( )1 = 1.

12. ИНТЕГРАЛ КОНЦЕВИЧА ДЛЯ ТАНГЛОВ

12.1. Определение тангла. Пусть M = [a, b]×C ⊂ R
3. Танглом называется одномерное компакт-

ное подмногообразие T ⊂ M , граничные точки которого лежат на границе ∂M , причем касатель-
ные векторы в этих точках трансверсальны к границе ∂M . Танглы рассматриваются с точностью
до изотопий M , тождественных на границе.

Плоскость a × C и граничные точки, лежащие на ней, будем называть нижней границей, а
плоскость b× C и граничные точки, лежащие на ней, будем называть верхней границей тангла.

В случае, когда верхняя граница одного тангла T2 совпадает с нижней границей другого тангла
T1, можно определить произведение T1 · T2 танглов, надставив тангл T2 танглом T1:

T1 = �
�

��, T2 = �
�

��, T1 · T2 =
�

�

�
�

�
�

12.2. Хордовые диаграммы танглов. Хордовой диаграммой тангла называется тангл T, снаб-
женный множеством горизонтальных хорд, которые рассматриваются с точностью до диффеомор-
физмов, сохраняющих горизонтальные слои (но не их уровни).

Умножение танглов индуцирует умножение хордовых диаграмм танглов. Определим простран-
ство AT хордовых диаграмм танглов следующим образом. Пусть T — тангл. Тогда AT —это век-
торное пространство, порожденной всеми хордовыми диаграммами на тангле T по модулю одно-
членного и четырехчленного соотношения танглов, определенных следующим образом.
Одночленное соотношение: диаграмма тангла с изолированной хордой тривиальна, т.е.


�
zi z′i�� = 0

Четырехчленное соотношение:
[tij + tik, tjk] = 0,

где через tij обозначена хордовая диаграмма, состоящая из n параллельных вертикальных нитей
и одной хорды между i-й и j-й нитями:

tij = (−1)↓ · · · · · ·
i j

На этом рисунке ↓ обозначает число концов хорд, в которых нити направлены вниз.
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12.3. Разложение узлов в композицию элементарных танглов. Как было показано выше, в
случае, когда верхняя граница одного тангла совпадает с нижней границей другого тангла, можно
определить их произведение, надставив один тангл другим.

Рассмотрим такую проекцию узла на плоскость, что никакие две критические точки не лежат на
одном уровне. Тогда такой узел может быть разложен в композицию следующих танглов, которые
называются элементарными (см. [36,42,43]):

Ei = ��
i

, E∗
i = ��

i

, Ri =
�

�
���

��
i

, R∗
i =

��

���
�

�
i

,

Тривиальным является тангл, состоящий из прямо натянутых нитей. Такой тангл будем обозна-
чать через Y .

На следующем рисунке изображен трилистник в виде композиции элементарных танглов.

� �

� �


 �

� �

�
�
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�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

�

E1

E2

R1

R1

R1

E∗
2

E∗
1

(6)

Обозначим множества верхних и нижних граничных точек тангла T соответственно r и s и
также обозначим их знаки:

r = (r1, r2, . . . , rk), ri = ±1, s = (s1, s2, . . . , sl), si = ±1.

Заметим, что

#{ri | ri = 1} −#{ri | ri = −1} −#{si | si = 1}+ #{si | si = −1} = 0.

Упомянутые выше знаки приписываются концам стрелок тангла согласно правилу, изображен-
ному на следующем рисунке:

�

�
1

1

−1

−1

Мы будем рассматривать так называемые q-танглы (см. [41]), которые определяются как танглы
с неассоциативными словами из чисел 1 и −1, т.е. словами со скобками. Правила расстановки
скобок продемонстрируем на примере узла 31 — трилистника (см. (6)):

31 = E1 · E2 · Y ·R1 ·R1 ·R1 · Y · E∗
2 · E∗

1
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где

E1 : (1− 1),

E2 : ((1(1− 1))− 1),

R1 : (((11)− 1)− 1),

E∗
2 : (1(1− 1)− 1),

E∗
1 : (1− 1).

Тривиальный тангл Y соответствует «перебрасыванию» скобок. Поскольку два тангла, входящие
в композицию, должны иметь общую границу, в примере выше тангл E2 надставить над танглом
R1 нельзя (нижней границе тангла E2 соответствует слово ((1(1−1))−1), а верхней границе тангла
R1 — (((11)−1)−1)). Чтобы привести в соответствие верхние и нижние границы танглов, входящих
в композицию, будем добавлять, при необходимости, тривиальные танглы Y , как, например, в
разложении трилистника тангл Y встречается два раза: между E2 и R1 и между R1 и E∗

2 .

12.4. Вычисление интеграла для элементарных танглов. Явное вычисление интеграла Конце-
вича для данного узла— трудная проблема. Заметим, что пока интеграл Концевича не вычислен в
замкнутом виде даже для трилистника! В примере ниже мы рассматриваем простой тангл с двумя
нитями, обозначенный в предыдущем пункте через R.
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t
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Введем параметризацию z(t) и z′(t) двух нитей тангла согласно изображению:

z(t) = ei(−π+πt), z′(t) = eiπt, 0 � t � 1.

Тогда имеем

z(t)− z′(t) = eiπt(e−iπ − 1),

ln(z(t)− z′(t)) = iπt+ ln(e−iπ − 1),

d(ln(z(t)− z′(t))) = iπdt.

Теперь легко вычислить интеграл:

Z(R) =
∞∑

m=0

1
(2πi)m

Dm

∫

tmin<t1<...<tm<tmax

m∧

i=1

d(ln(z(ti)− z′(ti)))

=
∞∑

m=0

1
2m

Dm

∫

tmin<t1<...<tm<tmax

dt1 ∧ . . . ∧ dtm =
∞∑

m=0

Dm

2m ·m!
,

где Dm— следующая хордовая диаграмма тангла:

�
�
��

�

�	

... m хорд
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В терминах умножения хордовых диаграмм танглов ответ переписывается так:

Z(R) = exp
(

1
2
·� �

)
·R,

где последний множитель обозначает хордовую диаграмму тангла R без хорд.
Для элементарных танглов универсальный инвариант Васильева вычислен в [41].

Теорема 12.1 (см. [41, Theorem 0.4]). Универсальный инвариант I от элементарных тан-
глов выражается следующим образом:

I(Ri) = eriri+1Ωii+1/2Pii+1, I(R−1
i ) = e−riri+1Ωii+1/2Pii+1,

I(E∗
i ) = E∗

i , I(Ei) = Z ( )−1Ei,

I(Y ) = Φ

⎛

⎜⎜⎝
∑

i0�p�i1−1
i1�q�i2−1

rprqΩpq,
∑

i1�p�i2−1
i2�q�i3−1

rprqΩpq

⎞

⎟⎟⎠ ,

где Ωij —хорда, соединяющая i-ю и j-ю нити тангла, Pij —оператор, переставляющий i-ю и
j-ю нити тангла, Φ(A,B)—ассоциатор Дринфельда (см. [28,29]).

Это ряд, который можно выбрать разными способами, при этом произвольность выбора не вли-
яет на окончательный ответ при вычислении инвариантов узлов. Дадим определение ассоциатора
Дринфельда, которое будем использовать ниже.

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

G′(z) =
h

2πi

(
A

z
+

B

z − 1

)
G(z),

где G(z)—формальный ряд от двух некоммутативных переменных A и B с коэффициентами, явля-
ющимися аналитическими функциями комплексной переменной z. Будем считать, что формальный
параметр h равен 1. Это уравнение (см. [36, Proposition XIX.6.1]) имеет единственные решения G0

и G1 в окрестностях U0 и U1 точек z = 0 и z = 1 с асимптотиками

G0(z) ∼
z→0

z�A, G1(z) ∼
z→1

(1− z)�B,

где U0 ∩ U1 �= ∅, � = h/2πi = 1/2πi.

Определение 3 (см. [36, Definition XIX.6.2]). Определим Φ(A,B) посредством равенства

G0(z) = G1(z)Φ(A,B).

Элемент Φ = Φ(A,B), по определению, является формальным рядом от двух некоммутативных
переменных A и B с коэффициентами в C[[h]] и называется ассоциатором Дринфельда.

12.5. Сокращение количества слагаемых под знаком интеграла. Мы можем использовать од-
ночленное соотношение, чтобы сократить число слагаемых в интеграле Концевича. Действительно,
в определении интеграла мы можем рассматривать только тот набор пар P = {(zi, z′i)}, для кото-
рого соответствующая хордовая диаграмма DP не содержит изолированных хорд. В частности, это
приводит к тому, что остается только одна компонента tc1 < t1 < t2 < tc2 области интегрирования.
В этой компоненте остаются следующие шестнадцать пар из общего числа тридцать шесть:

Предположим, что имеется морсовский узел K, содержащий выделенный тангл T . Будем рас-
сматривать только такие хорды между tmin и tmax, оба конца которых лежат одновременно либо
на T , либо на его дополнении к узлу: K \ T . Тогда соответствующий интеграл будем называть
редуцированным интегралом Концевича относительно тангла T и обозначать ZT (K).

Как показано в работе [41], имеет место следующее утверждение.

Лемма 12.2 (см. [41]). Переход к узлу с удаленными хордами, соединяющими T и K \ T , не
меняет значение интеграла Концевича, т.е.

ZT (K) = Z(K).
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Пример 9. Рассмотрим -узел и следующий тангл в нем:

��

� �
��

� 	

В силу леммы 12.2 переход от -узла к выделенному на нем танглу не повлечет изменение
значения интеграла Концевича.

13. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА КОНЦЕВИЧА ДЛЯ УЗЛОВ

Интеграл Концевича— довольно-таки сложный объект. В течение нескольких лет никто не умел
вычислять его даже для тривиального узла: были известны лишь коэффициенты при некоторых
хордовых диаграммах в бесконечной сумме. (Здесь имеется ввиду окончательный интеграл Кон-
цевича I(O), ибо предварительный Z(O) равен 1.)

13.1. Вычисление интеграла Концевича для композиции танглов. Любой узел может быть
представлен в виде композиции элементарных танглов. Зная выражения интеграла Концевича для
этих танглов, можно получить выражение универсального инварианта Васильева от их компози-
ции. Техника вычислений интеграла таким способом разработана в [41]. Однако в явном виде
вычислены лишь слагаемые второго порядка для трилистника.

Напомним, что значения окончательного интеграла Концевича на элементарных танглах были
вычислены в [41] (см. теорему 12.1).

В явном виде ассоциатор Дринфельда был вычислен до членов третьего порядка в [36]. Ниже
приводится выражение ассоциатора до членов четвертого порядка:

Φ(A,B) = 1 +
−ζ(2)
(2πi)2

[A,B] +
−ζ(3)
(2πi)3

([B, [A,B]] + [A, [A,B]])

+
−ζ(4)
(2πi)4

([B, [B, [A,B]]] + [A, [A, [A,B]]])

+
−3ζ(4) + ζ2(2)

2(2πi)4
[B, [A, [A,B]]] +

ζ2(2)
2(2πi)4

[A,B]2 + . . . .

Рассмотрим тривиальный тангл Y , состоящий из трех нитей. Положим A = Ω12, B = Ω23.
Замыкание этого тангла в -узел даст следующее выражение для Φ(Ω12,Ω23):

Φ = 1 +
1
24

+
1

5760
+

1
720

− 1
1152

.

Вычислим Φ−1, Φ−2 и Φ−3:

Φ−1 = 1− 1
24

− 1
5760

+
1

2880
+

1
1152

,

Φ−2 = 1− 1
12

− 1
2880

+
7

2880
+

1
576

,
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Φ−3 = 1− 1
8

− 1
1920

+
1

160
+

1
384

.

13.2. Вычисление интеграла Концевича для -узла. Сначала рассмотрим пример из [15].

Вычислим коэффициент хордовой диаграммы в

Z

⎛

⎜⎜⎝
��

� �
��

� 	

⎞

⎟⎟⎠ .

Выберем два уровня t1 и t2 и две пары точек на них (z1, z′1) и (z2, z′2). Ориентируем кривую как
указано на рисунке. Обозначим через a1, a2, a3 (соответственно b1, b2, b3) три точки пересечения
кривой с уровнем {t = t1} (соответственно {t = t2}:


�

��
� � �

a1 a2 a3

� � �b1 b2 b3
�

�
�

t1

t2

Всего имеется 4 набора пар точек (z1, z′1) и (z2, z′2):

(z2, z′2) (b1, b3) (b2, b3) (b1, b3) (b2, b3)

(z1, z′1) (a1, a2) (a1, a2) (a1, a3) (a1, a3)

Положим aij = aj − ai и bij = bj − bi. Тогда интеграл имеет вид:

Z(K) =
1

(2πi)2

∫

tmin<t1<t2<tmax

−d ln a12 ∧ d ln b13 + d ln a12 ∧ d ln b23+

+ d ln a13 ∧ d ln b13 − d ln a13 ∧ d ln b23 =

=
1

(−4π)2

∫

tmin<t1<t2<tmax

−d ln
a12

a13
∧ d ln b13 + d ln

a12

a13
∧ d ln b23 =

= − 1
(4π)2

∫

tmin<t1<t2<tmax

−d ln
a12

a13
∧ d ln

b23
b13

.

После замены переменных

u(t1, t2) =
a12

a13
, v(t1, t2) =

b23
b13

область интегрирования tmin < t1 < t2 < tmax преобразуется в треугольник

u � 1, v � 1, u+ v � 1.
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Нетрудно видеть, что замена (t1, t2) �→ (u, v)—диффеоморфизм с отрицательным якобианом.
Заметим, что a12 —убывающая функция от t, тогда как a23 —возрастающая. Таким образом, после
замены переменных интеграл преобразуется следующим образом:

1
4π2

1∫

0

⎛

⎝
1∫

1−u

d ln v

⎞

⎠ du

u
= − 1

4π2

1∫

0

ln(1− u)du
u
.

Разлагая ln в последнем выражении в ряд Тейлора, получаем

− 1
4π2

∞∑

k=1

1∫

0

uk

k

du

u
= − 1

4π2

∞∑

k=1

1
k2

= − 1
4π2

ζ(2) = − 1
24
.

До членов четвертого порядка Z( ) имеет следующее выражение:

Z( ) = 1− 1
24

− 1
5760

+
1

1152
+

1
2880

+ . . . .

Коэффициент при хордовой диаграмме третьего порядка равен нулю, поскольку тривиальный
узел является зеркальным, а универсальный инвариант третьего порядка можно выбрать нечетным.

Интеграл Концевича для -узла может быть вычислен другим способом, разработанным Д. Бар-
Натаном. Согласно гипотезе Д. Бар-Натана с соавторами [17] (доказанной в 1998 г. в [18]) уни-
версальный инвариант Васильева от этого узла выражается следующим образом:

I(©) = exp
∞∑

n=0

b2nw2n = 1 +

( ∞∑

n=0

b2nw2n

)
+

1
2

( ∞∑

n=0

b2nw2n

)2

+ . . . ,

где b2n—модифицированные числа Бернулли, т.е. коэффициенты следующего ряда Тейлора:
∞∑

n=0

b2nx
2n =

1
2

ln
ex/2 − e−x/2

x/2
;

(b2 = 1/48, b4 = −1/5760, . . .), a w2n—колеса, т.е. трехвалентные графы вида

w2 = , w2 = , . . . ,

или фейнмановские диаграммы, свободные концы которых приклеиваются к окружности, называ-
емой петлей Уилсона. Произведения колес, возникающие при вычислении экспоненты через ряд
Тейлора, понимаются как несвязное объединение диаграмм, а сами колеса (и их объединения)
интерпретируются как линейные комбинации диаграмм Фейнмана, равные среднему арифметиче-
скому по всем (2n)! способам приклеить петлю Уилсона к одновалентным вершинам колеса.

Разрешение тройных точек диаграмм Фейнмана осуществляется по правилу, описанному выше.
Так, для диаграммы w4 получаем следующее выражение через обычные хордовые диаграммы:

w4 = c− 10
3

+
4
3

.
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Подобным образом можно найти выражение через хордовые диаграммы также для мономов w2

и w2
2. Подставляя найденные выражения в ряд

I(©) = 1 +
1
48
w2 +

1
4608

w2
2 −

1
5760

w4 + . . . ,

получаем следующий результат:

I(©) = 1− 1
24

+
1

1152
− 1

5760
+

1
2880

+ . . . ,

что совпадает с интегралом, полученным прямыми вычислениями выше.
Кроме того, последний результат совпадает с Φ(Ω12,Ω23).
Все коэффициенты этого ряда рациональны. Этот факт верен для любого узла, что подтвержда-

ется вычислениями, приведенными в следующем пункте.

13.3. Вычисление интеграла Концевича для трилистника и восьмерки. Узел трилистник
представляется как композиция элементарных танглов следующим образом:

31 = E1E2Y R
3Y E∗

2E
∗
1 .

Тогда универсальный инвариант Васильева выражается следующим образом:

I(31) = Z( )−1E1Z( )−1E2Φ(Ω12,−Ω23)e3Ω12/2P12Φ(−Ω23,Ω12)E∗
2E

∗
1

= Z( )−2E1E2Φ(Ω12,−Ω23)e3Ω12/2P12Φ(−Ω23,Ω12)E∗
2E

∗
1 .

Разложим в ряд e3Ω12/2:

e3Ω12/2 = 1 +
3
2
Ω12 +

9
8
Ω2

12 +
9
16

Ω3
12 +

27
128

Ω4
12 + . . . .

Перемножив ряды, получаем окончательное выражение универсального инварианта Васильева
до членов 4 порядка для трилистника:

I(31) = 1 +
23
24

+ +
1199
5760

− 1199
2880

+
529
1152

.

Вычислим универсальный инвариант для узла восьмерка.
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� �
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E1

E2

E3

R1

R∗
2

R1

R∗
2

E∗
3

E∗
2

E∗
2

Узел восьмерку можно представить в виде следующей композиции элементарных танглов:

41 = E1E2E3Y Y Y R1Y R
∗
2Y R1Y R

∗
2Y Y Y Y E

∗
3E

∗
2E

∗
1 ,

где

E1 : (1− 1),

E2 : ((1(1− 1))− 1),

E3 : ((1((1(1− 1))− 1))− 1),

Y : (((1(1(1− 1)))− 1)− 1),

Y : ((((11)(1− 1))− 1)− 1),

Y : (((((11)1)− 1)− 1)− 1),

R1 : (((((11)1)− 1)− 1)− 1),

Y : ((((1(11))− 1)− 1)− 1),

R∗
2 : ((((1(11))− 1)− 1)− 1),

Y : ((((1(11))− 1)− 1)− 1),

Y : (((((11)1)− 1)− 1)− 1),

Y : ((((11)(1− 1))− 1)− 1),

Y : (((1(1(1− 1)))− 1)− 1),

E∗
3 : ((1((1(1− 1))− 1))− 1),

E∗
2 : ((1(1− 1))− 1),

E∗
1 : (1− 1).

Тогда универсальный инвариант Васильева выражается следующим образом:

I(41) = Z( )−1E1Z( )−1E2Z( )−1E3

Φ(Ω12 + Ω13 − Ω14,−Ω25 − Ω35 + Ω45)Φ(Ω12,Ω23 − Ω24)
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Φ(Ω13 + Ω23,−Ω34)(eΩ12/2P12Φ(Ω23,Ω12)e−Ω23/2P23Φ(Ω12,Ω23))2

Φ(−Ω34,Ω13 + Ω23)Φ(Ω23 − Ω24,Ω12)

Φ(−Ω25 − Ω35 + Ω45,Ω12 + Ω13 − Ω14)E∗
3E

∗
2E

∗
1 .

Аналогичные, очень громоздкие вычисления для узла восьмерка приводят к следующему резуль-
тату: выражение для универсального инварианта Васильева до членов 4-го порядка для восьмерки:

I(H) = 1− 25
24

+
1679
5760

+
1201
2880

− 527
1152

.
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