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АННОТАЦИЯ. Приведен обзор эквивалентных условий типа Муфанг и соответствующей геометрической
классификации для конечного случая.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Понятие обобщенного четырехугольника было формально введено в литературе Дж. Титсом в
его известной статье о тройственности [33] как часть более общего понятия обобщенного много-
угольника. Позже Титсом были введены структуры, называемые небоскребами; их важный класс
составляют сферические небоскребы (они содержат, в частности, все конечные небоскребы). Они
имеют некоторый ранг (размерность), и в случае, когда этот ранг равен 2, понятие густого сфе-
рического небоскреба совпадает с понятием густого обобщенного многоугольника. На самом деле
все небоскребы ранга 2 суть деревья, не имеющие вершин валентности 1.
В 1974 г. Титсом была опубликована книга о классификации всех густых сферических небо-

скребов ранга, равного по меньшей мере 3 (см. [34]). В приложении к этой книге он ввел условие
Муфанг для сферических небоскребов (а значит, и для обобщенных многоугольников и четырех-
угольников), мотивированное утверждением, что классификация многоугольников Муфанг значи-
тельно упростит классификацию сферических небоскребов высших рангов. Титс сам начал реали-
зацию этой программы уже в 1960-х гг. и вскоре получил классификацию всех шестиугольников
Муфанг, хотя и не опубликовал ее.
В это же время Дж. Фолкнер изучал некоторые простые группы (группы Шевалле ранга 2)

с помощью представления Стейнберга. Он получил в [3] множество классификационных ре-
зультатов и примеров шестиугольников Муфанг и четырехугольников Муфанг при очевидно более
сильных условиях. На самом деле Фолкнер показал, как можно классифицировать некоторые типы
сферических небоскребов с помощью полученных им результатов. Однако пока эти результаты бы-
ли неполными (например, не рассматривались четырехугольники характеристики 2), они не были
популярны.
Титс независимо работал над своей программой и смог классифицировать восьмиугольники

Муфанг в 1976 г., а также доказать, что не существует n-угольников Муфанг, кроме случаев
n = 3, 4, 6, 8 (см. [35,37]). Последний результат был также доказан Вейсом [44], установившим его
в более общей постановке и более простым способом. Случай n = 3 соответствует проективным
плоскостям; он был охарактеризован значительно раньше (терминология происходит из этого слу-
чая). Оставался не рассмотренным только случай четырехугольников Муфанг. Тем не менее Титс
знал, как вывести соотношения Стейнберга из свойства Муфанг и рассматривал их как первый
шаг в классификации. Этот результат был опубликован в 1994 г. (см. [39]).
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Для конечного случая Фонг и Зейтц опубликовали две статьи [4,5], в которых были классифи-
цированы конечные группы, обладающие некоторым свойством. Ими не была дана геометрическая
интерпретация полученного результата, однако Титсом было замечено, что одно из установлен-
ных ими следствий на самом деле относится к классификации всех конечных многоугольников
Муфанг, в частности, ко всем конечным квадратам Муфанг.
В это же время стали известны характеризации и эквивалентные определения конечных четы-

рехугольников Муфанг. Многие из них исходят из априори более слабого условия, чем условие
Муфанг. Например, Тас, Пейн и Ван Малдехем доказали [29], что каждый конечный полуму-
фангов четырехугольник (см. ниже) есть четырехугольник Муфанг. Аналогичный подход был
использован Ван Малдехемом, Тасом и Пейном в [42] для доказательства того, что любой конеч-
ный 3-муфангов обобщенный четырехугольник является четырехугольником Муфанг (см. ниже;
этот результат был обобщен Ван Малдехемом и Вейсом на произвольные конечные многоугольни-
ки в [43]). В 1998 г. Ван Малдехем [41] доказал, что 2-условие Муфанг для густых обобщенных
четырехугольников эквивалентно 3-условию Муфанг. Недавно Тас и Ван Малдехем [32] доказали,
что из половины 2-условия Муфанг следует условие Муфанг для конечных обобщенных четырех-
угольников. Существуют и другие типы характеризаций, использующие коллинеации. Например,
в [22] Тас показал, что условие Муфанг для конечных обобщенных четырехугольников эквива-
лентно условию на группу коллинеации, оставляющую неподвижным произвольный апартмент.
Обзор этих результатов будет дан ниже.
В 2002 г. в [40] появилась полная классификация обобщенных многоугольников. Часть, каса-

ющаяся четырехугольников, занимает особое место, не только потому, что она самая длинная, но
и потому, что она самая сложная. Наиболее важным является класс четырехугольников Муфанг,
открытый на этом пути в 1997 г. Эти новые примеры не только отсутствуют в оригинальном спис-
ке Титса, но и никогда не связывались ни с какой классической, алгебраической или смешанной
группой, до тех пор, пока Мюхлер и Ван Малдехем не показали в [12], что любой такой обоб-
щенный четырехугольник возникает как структура неподвижных точек некоторого смешанного
небоскреба типа F4. Это обстоятельство не было замечено Титсом, поскольку процесс построения
не следует теории алгебраических групп, а является ее «смешанным аналогом». Конечно, все эти
новые четырехугольники бесконечны.
Таким образом, сейчас имеется красивое и удовлетворительное доказательство классификации

четырехугольников Муфанг (значительно более элементарное, чем доказательство Фонга и Зейтца
для конечного случая).
Как только стало ясно, что все четырехугольники Муфанг можно классифицировать, стали

рассматриваться бесконечные аналоги конечных четырехугольников Муфанг, упомянутых выше.
В итоге почти все упомянутые выше результаты были обобщены на бесконечный случай, в том
числе и оригинальный результат Фонга и Зейтца.
Сложный и запутанный теоретико-групповой подход Фонга и Зейтца инспирировал начать поис-

ки комбинаторно-геометрической классификации конечных четырехугольников Муфанг в середине
1970-х гг. В то время конечные обобщенные четырехугольники Муфанг были популярным и важ-
ным объектом исследования в конечной геометрии, имеющим много приложений и параллелей
с другими областями. Значительное число технических приемов для решения всех типов задач
о конечных обобщенных четырехугольниках были созданы в основном усилиями Пейна и Таса
(см. [15]). Кроме того, монография [15] содержит и чисто геометрический подход к конечным
четырехугольникам Муфанг. Она не дает полной классификации: один случай не может быть
рассмотрен ее методами.
Недавно Тасом были доказаны новые классификационные результаты о конечных обобщенных

четырехугольниках, допускающих некоторые коллинеации, значительно более слабые, чем усло-
вие Муфанг, в том смысле, что условия Таса локальны, т.е. гипотетическая группа фиксирует
некоторый элемент. Однако как следствие получается полная классификация конечных четырех-
угольников Муфанг внутренним, геометрическим образом.
В данной статье дается обзор некоторых эквивалентных условий Муфанг для (конечных) обоб-

щенных четырехугольников, а также обзор геометрической классификации для конечного случая.
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ

2.1. Обобщенные четырехугольники. Обобщенным четырехугольником S = (P,L, I) называ-
ется структура, состоящая из (непустого) множества точек P, (непустого) множества прямых
L, а также симметричного отношения I между P и L, называемого отношением инцидентности,
удовлетворяющего следующим аксиомам.

(GQ1) Каждая прямая инцидентна по крайней мере двум точкам и никакие две прямые не
инцидентны двум общим точкам.

(GQ2) Каждая точка инцидентна по крайней мере двум прямым и никакие две точки не инци-
дентны двум общим прямым.

(GQ3) Для каждой точки x ∈ P и для каждой прямой L ∈ L, x �I L, существует единственная
пара точка-прямая (y,M) ∈ P × L, для которой x IM I y I L.

Последнее свойство (GQ3) называется основной аксиомой. Если каждая точка (соответственно,
прямая) инцидентна по крайней мере трем прямым (соответственно, точкам), то обобщенный че-
тырехугольник называется густым. Негустой обобщенный четырехугольник в точности с двумя
прямыми, проходящими через любую точку, называется (k× �)-сеткой, где соответствующие пря-
мые имеют размеры k и �. Каждый негустой обобщенный четырехугольник есть либо сетка, либо
двойственная сетка. Оказывается, что обобщенный четырехугольник— густой, если некоторая
прямая инцидентна по крайней мере трем точкам и некоторая точка инцидентна по крайней мере
трем прямым. Сетка, являющаяся и двойственной сеткой, называется обычным четырехуголь-
ником. Что же касается отношения инцидентности, часто будет использоваться терминология,
предполагающая, что прямые рассматриваются как множества точек (это допустимо ввиду того,
что эти точки полностью определяют рассматриваемую прямую). Коллинеарными точками назы-
ваются точки, лежащие на одной прямой (соединяемые прямой); пересекающиеся прямые— это
прямые, проходящие через одну и ту же точку (пересекающиеся в одной и той же точке). Мно-
жество точек, коллинеарных данной точке x, обозначается через x⊥. Более общо, множество точек,
коллинеарных каждой точке некоторого подмножества A ⊆ P обозначается через A⊥. Пишем так-
же A⊥⊥ для (A⊥)⊥. Для точек x, y множество {x, y}⊥ называется следом x и y, а {x, y}⊥⊥—
оболочкой x и y. Если две точки не коллинеарны или две прямые не пересекаются в одной точке,
то их иногда называют противоположными. Для густого обобщенного четырехугольника авто-
матически выполняется следующее свойство: число точек на прямой равно постоянной 1 + s и
число прямых, проходящих через точку, равно постоянной 1+ t. В этом случае (s, t) называется
порядком обобщенного четырехугольника. Заметим, что s не обязательно равно t (см. примеры
ниже). Если s = t, то просто говорят о порядке s.
Определение обобщенного четырехугольника симметрично относительно P и L. Замена этих

множеств друг на друга приводит к другому обобщенному четырехугольнику SD, называемому
двойственным к S. Следовательно, справедлив следующий принцип двойственности: каждое
утверждение имеет двойственное, не нуждающееся в отдельном доказательстве. Каждое опреде-
ление допускает двойственное, не нуждающееся в отдельном объяснении.
Если x— точка обобщенного четырехугольника S, а L—прямая, не проходящая через эту точку,

то единственная точка S, коллинеарная x и инцидентная L, часто обозначается через projL x и
называется проекцией точки x на L. Основная аксиома гарантирует, что проекция корректно
определена. Обобщим это определение на точки z, лежащие на L, полагая z = projL z, если z IL,
и на прямые M , пересекающиеся в одной точке с L �= M , обозначая эту точку пересечения через
projLM . Для двойственных объектов все определения аналогичны.

2.2. Коллинеации и подчетырехугольники. Пусть S = (P,L, I)—обобщенный четырехуголь-
ник. Пусть P ′ ⊆ P и L′ ⊆ L таковы, что S ′ = (P ′,L′, I′) с индуцированным отношением инци-
дентности I′ в (P ′ × L′) ∪ (L′ × P ′) есть обобщенный четырехугольник. Тогда говорят, что S ′—
подчетырехугольник четырехугольника S, индуцированный P ′ и L′. Если S ′ обладает тем до-
полнительным свойством, что каждая точка S на любой прямой S ′ принадлежит S ′, то говорят,
что S ′— полный подчетырехугольник. Двойственным образом получаем идеальный подчеты-
рехугольник. В конечном случае имеются сильные ограничения, при которых существуют башни
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полных или идельных подчетырехугольников. Они являются следствием комбинаторного резуль-
тата, утверждающего, что t � s2 и s � t2 для порядка (s, t) густого обобщенного четырехугольник
(это впервые установлено в [8]). В частности, это свойство выводится из результатов [15, гл. 1, 2].

Предложение 2.1 (см. [15]). Пусть S —густой обобщенный четырехугольник порядка (s, t).
Тогда t � s2 и s � t2. Если S ′ —полный подчетырехугольник порядка (s, t′), t′ < t, то st′ � t.
Если, кроме того, S ′′ —полный подчетырехугольник в S ′ порядка (s, t′′), t′′ < t′, то t = s2,
t′ = s и t′′ = 1. В частности, S ′′ не допускает собственного полного подчетырехугольника.

Изоморфизм из обобщенного четырехугольника S = (P,L, I) в обобщенный четырехугольник
S ′ = (P ′,L′, I′) состоит из биекции ϕ : P → P ′ и биекции (обозначаемой тем же символом)
ϕ : L → L′ таких, что x I L в том и только том случае, если xϕ I′ Lϕ при всех (x, L) ∈ P × L.
Если существует изоморфизм из S в S ′, то говорят, что S и S ′ изоморфны. Изоморфизм из
S в себя называетсяколлинеацией или автоморфизмом. Множество всех коллинеаций данного
обобщенного четырехугольника S есть группа, обозначаемая через AutS и называемая полной
группой коллинеаций S, в отличие от обычной группы коллинеаций S, которая есть просто
подгруппа AutS.
Связь между коллинеациями и подчетырехугольниками становится ясной из следующего пред-

ложения, которое можно легко вывести из теоремы 2.4.1 в [15].

Предложение 2.2 (см. [15]). Пусть ϕ—коллинеация обобщенного четырехугольника S.
Пусть P ′ (соответственно, L′)—множество инвариантных точек (соответственно, прямых)
обобщенного четырехугольника S при ϕ. Если P ′ содержит две противоположные точки из S,
а L′ —две противоположные прямые из S, то P ′ и L′ индуцируют подчетырехугольник в S.

Оперением x называется коллинеация обобщенного четырехугольника, оставляющая неподвиж-
ными все прямые, проходящие через точку x. Из предыдущего предложения вытекает следующее
утверждение.

Следствие 2.3. Пусть ϕ—оперение точки x густого обобщенного четырехугольника S, P ′ —
множество инвариантных точек ϕ, а L′ —множество инвариантных прямых ϕ. Тогда могут
иметь место только следующие возможности:

(i) L′ есть множество прямых, проходящих через x, и P ′ ⊆ x⊥;
(ii) существует точка y /∈ x⊥, неподвижная для ϕ, и {x, y}⊥ ⊆ P ′ ⊆ ({x, y}⊥∪{x, y}⊥⊥), тогда

как каждый каждый элемент L′ инцидентен единственной точке {x, y}⊥ и единственной
точке {x, y}⊥⊥;

(iii) множества P ′ and L′ индуцируют густой подчетырехугольник в S.

2.3. Свойство Муфанг и его аналоги. Введем некоторые обозначения. Пусть S —обобщенный
четырехугольник. Апартментом называется обычный четырехугольник в S. Он состоит из че-
тырех точек и четырех прямых, образующих замкнутый путь длины 8 в графе инцидентности S.
Корнем называется множество пяти «последовательных» элементов апартмента (кривая длины 4
в графе инцидентности). Следовательно, корень содержит либо две точки x1, x2 и три прямых
L1, L2, L3 c L1 I x1 I L2 I x2 I L3 или, двойственным образом, три точки и две прямых. Полезно
различать эти двойственные понятия. Поэтому назовем первое корнем, а второе (двойственное) —
двойственным корнем. Подчеркнем однако, что это мотивировано только рассматриваемой специ-
альной ситуацией и такое различие обычно не проводится в литературе. Корень без его крайних
прямых называется панелью, более точно, внутренней панелью корня. Аналогично определяет-
ся двойственная панель. Таким образом, панель— это множество коллинеарных точек вместе с
соединяющей их прямой.
Теперь все готово для определения свойства Муфанг для обобщенных четырехугольников.
Пусть S —обобщенный четырехугольник с полной группой коллинеаций G, π — панель. Будем

говорить, что π обладает свойством Муфанг (или, эквивалентно, π— панель Муфанг), если для
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некоторого корня α с внутренностью π группа коллинеаций G[π] (называемых корневыми элация-
ми), оставляющая неподвижным любой элемент, инцидентный некоторому элементу π, транзитив-
но действует на множестве апартментов, содержащих α. Легко показать, что определение панели
Муфанг не зависит от корня, участвующего в ее определении.
Более того, пусть θ ∈ G[π] с тем же π, что и выше. Допустим, что θ оставляет инвариантным

апартмент, проходящий через π. Тогда используя следствие 2.3, видим, что θ— единица. Следо-
вательно, вообще говоря, G[π] полурегулярно действует на множестве апартментов, проходящих
через α, с корнем α, имеющим внутренность π, и это действие регулярно на этом множестве в
точности тогда, когда π—панель Муфанг.
Если каждая панель и каждая двойственная панель обобщенного четырехугольника S обладают

свойством Муфанг, то говорят, что S обладает свойством Муфанг или что S —муфангов обоб-
щенный четырехугольник. Если каждая панель муфангова или каждая двойственная панель—
двойственная панель Муфанг, то говорят, что S — полумуфангов обобщенный четырехугольник.
Если S —муфангов обобщенный четырехугольник, то группа, порожденная корневыми элациями
и двойственными корневыми элациями, называется малой проективной группой S.
Коллинеация S, оставляющая неподвижными все прямые, пересекающиеся в одной точке с

заданной прямой L, автоматически является корневой элацией и называется аксиальной корневой
элацией с осью L. Двойственным образом определяются центральные корневые элации с центром
в некоторой точке x.
Иногда аксиальную корневую элацию с осью L также называют симметрией относительно L;

аналогично, центральная корневая элация с центром x также называется симметрией относи-
тельно x.
Флагом обобщенного четырехугольника называется инцидентная пара точка-прямая. Пусть

{x, L}—флаг обобщенного четырехугольника S. Пусть M I x и y I L таковы, что y � I M . Как
и выше, легко видеть (с помощью следствия 2.3), что группа G[x,L] оперений вокруг x и L по-
лурегулярно действует на множестве апартментов, содержащих {x, y, L,M}. Назовем флаг {x, L}
муфанговым, если группа G[x,L] транзитивно (а, следовательно, регулярно) действует на множе-
стве апартментов, содержащих {x, y, L,M}. Это определение не зависит от выбранной прямой M ,
проходящей через точку x, M �= L, и от выбранной точки y на L, y �= x.
Ясно, что определение муфангова флага автодуально, а значит, нет необходимости вводить

какие-либо понятия типа «двойственного муфангова флага». Если каждый флаг обобщенного че-
тырехугольника S муфангов, то S называется 3-муфанговым, где число 3 относится к длине по-
следовательности (y, L, x,M) как пути в графе инцидентности S (являющимся графом с вершиной
в P ∪ L, в котором примыкание и есть инцидентность).
Пусть теперь x—любая точка обобщенного четырехугольника S. Если группа G[x] оперений

точки x транзитивно действует на множестве точек S, противоположных x (здесь это действие
не обязательно регулярно), то говорят, что x— центр транзитивности. Двойственным образом
определяется ось транзитивности. Если все точки являются центрами транзитивности, а все пря-
мые— осями транзитивности, то говорят, что S есть 2-муфангов обобщенный четырехугольник.
Если либо точки являются центрами транзитивности, либо все прямые— осями транзитивности,
то S называется полу-2-муфанговым обобщенным четырехугольником.
Специальный случай сказанного выше возникает, когда для точки x существует группа ее

оперений G, точно транзитивно действующая на множестве точек, противоположных x. В этом
случае говорят, что x есть точка элации. Двойственным образом определяются прямые элации.
Каждая точка элации есть центр транзитивности. Если x— точка элации, а группа G абелева, то
говорят, что x—точка трансляции, а S —трансляционный обобщенный четырехугольник.
Пусть {x, L}—флаг обобщенного четырехугольника S с точкой x и прямой L. Флаг {y,M} на-

зывается противоположным {x, L}, если точка y противоположна x, а прямая M противоположна
L. Если группа Gx,L всех коллинеаций S, оставляющих неподвижным флаг {x, L}, транзитивно
действует на множестве флагов, противоположных {x, L}, то говорят, что {x, L}—транзитивный
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флаг. Если все флаги транзитивны, то говорят, что S — 1-муфангов обобщенный четырехуголь-
ник, или что S удовлетворяет условию Титса, или что S —титсов обобщенный четырехуголь-
ник.
Пусть S — титсов обобщенный четырехугольник с полной группой коллинеаций G. Пусть

{x, L}—любой флаг в S с x ∈ P и L ∈ L. Положим B = Gx,L. Пусть Σ—апартмент, содер-
жащий {x, L}. Пусть N = GΣ — (множественный) стабилизатор Σ. Положим H = B ∩ N . Тогда
H должна оставлять неподвижным каждый элемент Σ и есть в точности группа коллинеаций,
оставляющая неподвижным каждый элемент Σ. Следовательно, H � N . Если теперь существует
нильпотентная нормальная подгруппа U группы B такая, что UH = B, то говорят, что S обладает
свойством Фонга—Зейтца (удовлетворяет условию Фонга—Зейтца). Следовательно, обобщен-
ный четырехугольник Фонга—Зейтца есть титсов обобщенный четырехугольник с дополнитель-
ным теоретико-групповым свойством (существует достаточно большая нильпотентная нормальная
подгруппа U группы B; «большая» означает, что UH = B). С теоретико-групповой точки зрения
это условие естественно. Заметим, что априори ничто не гарантирует единственности U .
Сразу проверяется, что муфангов обобщенный четырехугольник всегда является 3-муфанговым

обобщенным четырехугольником, что 3-обобщенный четырехугольник всегда 2-муфангов, а 2-
муфангов обобщенный четырехугольник всегда титсов.
Наконец, пусть x и y—две противоположные точки обобщенного четырехугольника S, L—

любая прямая, проходящая через x. Если группа оперений вокруг x и y транзитивно действует на
множестве точек, инцидентных L, но отличных от x и projL y, то говорят, что {x, y}—транзи-
тивная пара точек. Легко доказывается, что это определение не зависит от выбора L и порядков
точек x и y.
Все муфанговы обобщенные четырехугольники были классифицированы Титсом и Вейсом в [40].

Технически эта классификация была закончена в 1997 г. В конечном случае, который будет рас-
смотрен ниже, классификация муфанговых обобщенных четырехугольников вытекает из класси-
фикации обобщенных четырехугольников Фонга—Зейтца [4, 5]. Фонг и Зейтц доказали, что из
условия Муфанг вытекает условие Фонга—Зейтца, а затем использовали собственно теоретико-
групповые методы для классификации обобщенных четырехугольников Фонга—Зейтца. Их дока-
зательство совершенно не ясно с геометрической точки зрения и занимает примерно 100 страниц.
Результаты, описанные в данной статье, дают полное альтернативное доказательство классифика-
ции обобщенных четырехугольников Фонга—Зейтца с помощью чисто геометрических рассужде-
ний. Конечно, поскольку условие Фонга—Зейтца теоретико-групповое, оно содержит некоторую
(элементарную) теорию групп для сведения условий к более геометрическим. Эта геометрическая
трактовка есть в точности условие Муфанг, в котором уже не предполагается нильпотентности
никакой группы.

2.4. Некоторые комбинаторные определения. Геометрическая классификация конечных четы-
рехугольников Муфанг существенно использует комбинаторику этих объектов. При таком подходе
решающими являются следующие определения.
Пусть S —конечный обобщенный четырехугольник порядка (s, t). Пара противоположных точек

x, y называется регулярной, если каждая точка, коллинеарная по крайней мере двум точкам из
{x, y}⊥, коллинеарна всем элементам {x, y}⊥; в таком случае либо s = 1, либо s � t (см. [15, 1.3.6]).
Двойственным образом определяется регулярная пара противоположных прямых. Если для точки
x все пары противоположных точек, содержащие x, регулярны, то говорят, что точка x регулярна.
Следовательно, если x—регулярная точка, а y противоположна x, то |{x, y}⊥⊥| = |{x, y}⊥| = 1+ t.
Триадой точек называется множество из трех попарно противоположных точек.
Предположим снова, что x и y—противоположные точки обобщенного четырехугольника S =

(P,L, I). Тогда положим cl(x, y) = {z ∈ S|z⊥ ∩ {x, y}⊥⊥ �= ∅}. Говорят, что точка u обладает
свойством (H) в предположении, что z ∈ cl(x, y), в том и только том случае, если x ∈ cl(y, z) как
только {x, y, z} есть триада точек в u⊥.
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2.5. Конечные четырехугольники Муфанг. В этом пункте описываются конечные густые че-
тырехугольники Муфанг, которые (с точностью до двойственности) являются конечными класси-
ческими четырехугольниками, связанными с классическими группами (см. [15]).
Рассмотрим неособую квадрику индекса Витта 2, т.е. проективного индекса 1 соответственно в

PG(4, q) и PG(5, q). Точки и прямые квадрики образуют обобщенный четырехугольник, обозна-
чаемый соответственно через Q(4, q) и Q(5, q), имеющий порядок соответственно равный (q, q) и
(q, q2). Далее, пусть H—неособое эрмитово многообразие в PG(3, q2) (соответственно в PG(4, q2)).
Точки и прямые обобщенного четырехугольника H(3, q2) (соответственно H(4, q2)) имеют порядок
(q2, q) (соответственно (q2, q3)). Точки PG(3, q) вместе с тотально изотропными прямыми отно-
сительно симплектической полярности в PG(3, q) образуют обобщенный четырехугольник W (q)
порядка q. Обобщенные четырехугольники, определенные в этом пункте, это так называемые гу-
стые классические обобщенные четырехугольники (см. [15, гл. 3]).

3. УСЛОВИЯ, ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ УСЛОВИЮ МУФАНГ

3.1. Некоторые общие результаты. В общем случае справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1 (см. [6, 19,20]). Пусть S — густой обобщенный четырехугольник. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:
(a) условие Муфанг;
(b) 3-условие Муфанг;
(c) 2-условие Муфанг;
(d) половинное условие Муфанг;
(e) условие Фонга—Зейтца.

Доказательство импликации (a)⇒(e) выявляет другое интересное свойство обобщенных четы-
рехугольников Муфанг.
Фиксируем апартмент Σ, содержащий {x, L}. Положим Σ = {x1, x2, . . . , x8}, где индекс рассмат-

ривается по модулю 8 с xi Ixi+1 при всех i ∈ Z mod 8, а x2 = x и x3 = L. Группа корневых элаций,
связанная с панелью {xi−1, xi, xi+1}, будет обозначаться через Ui. Положим U = 〈U1, U2, U3, U4〉.
Тогда можно показать, что U = U1U2U3U4. Если коммутатор двух элементов g, h этой группы
есть произведение [g, h] = g−1h−1gh, а коммутаторная подгруппа [A,B] двух подгрупп A,B есть
группа, порожденная элементами [a, b] при всех a ∈ A и b ∈ B, то можно доказать следующие
свойства с точностью до перенумерации:

(i) [U1, U2] = [U2, U3] = [U3, U4] = {id}.
(ii) U2 и U4 коммутируют, а U1 и U3 —нильпотентны класса не более, чем 2 (т.е. [Ui, Ui] � Z(Ui),

i = 1, 3).
(iii) [Ui−1, Ui+1] � Ui, i = 2, 3, и [U1, [U2, U4]] = {id}.
(iv) [U1, U4] � U2U3 и d [[U0, U2], U4] � U2[U2, U4].
Эти соотношения называются соотношениями Стейнберга. Они вытекают из групп с представ-
лением Стейнберга, изученных Фолкнером (см. введение). Теперь ясно, что Фолкнер изучал четы-
рехугольники Муфанг, но исходя из априори более сильного условия. Кроме того, представление
Стейнберга содержит только один апартмент, отражающий следующее свойство.

Предложение 3.2 (см. [40]). Обобщенный четырехугольник обладает свойством Муфанг в
том и только том случае, если для некоторого апартмента Σ каждая панель и каждая двой-
ственная панель внутри Σ соответственно есть муфангова панель и двойственная муфангова
панель.

Из теоремы 3.1 также выводится, что каждый четырехугольник Муфанг допускает нетривиаль-
ные симметрии.
Заметим, что произведение U1U2U3 есть группа оперений и действует точно и транзитивно на

множестве точек, противоположных x = x2. Поэтому каждая точка четырехугольника Муфанг
есть точка элации. Легко вывести следующее утверждение.
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Следствие 3.3 (см. [6]). Обобщенный четырехугольник является четырехугольником Му-
фанг в том и только том случае, если он содержит две противоположные точки элации
и линию элации или две противоположные линии элации и точку элации.

Из того, что 2-муфанговы четырехугольники есть четырехугольники Муфанг, вытекает другой
интересный факт.

Следствие 3.4 (см. [6]). Если все пары противоположных точек обобщенного четырехуголь-
ника S транзитивны и транзитивны все пары прямых, то S —четырехугольник Муфанг (но
не все четырехугольники Муфанг возникают таким образом).

3.2. Конечный случай. В конечном случае получаются некоторые более сильные результаты.
Приведем их сводку.

Теорема 3.5 (см. [4,5,22,29,32,41,42]). Пусть S — густой конечный обобщенный четырех-
угольник. Тогда следующие условия эквивалентны:
(a) условие Муфанг;
(b) 3-условие Муфанг;
(c) 2-условие Муфанг;
(d) половинное условие Муфанг;
(e) условие Фонга—Зейтца;
(f) половинное 2-условие Муфанг;
(g) каждая точка есть точка элации;
(h) с точностью до двойственности каждая пара противоположных точек есть транзи-

тивная пара.

Следующий недавний результат характеризует подкласс класса конечных четырехугольников
Муфанг.

Предложение 3.6 (см. [31]). Пусть S —конечный обобщенный четырехугольник. Предполо-
жим, что для каждой пары {L,M} противоположных линий существует линия N , пересека-
ющаяся в одной точке с L и M , обладающая тем свойством, что группа оперений для L и
M транзитивно действует на точках, инцидентных N , но отличных от projN L и projN M .
Тогда S —обобщенный четырехугольник Муфанг.

Наконец, отметим, что приведенные выше результаты доказаны без классификации конечных
простых групп. В самом деле, имея такую классификацию, можно классифицировать все конечные
1-муфанговы обобщенные четырехугольники. Это сделано в [2], однако доказательство не прояс-
няет изложенного выше. Поэтому приведенные выше результаты и их доказательства уместны.

4. КОНЕЧНЫЕ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ МУФАНГ: ЧЕТЫРЕ СЛУЧАЯ

4.1. Конечные четырехугольники Муфанг и свойство (H). Следующая теорема указывает
связь между условием Муфанг и свойством (H).

Теорема 4.1 (см. [15, гл. 9]). Если каждая панель густого конечного обобщенного четырех-
угольника Муфанг S является муфанговой панелью, то любая точка u четырехугольника S
обладает свойством (H).

Имеет место следующий сильный результат.

Теорема 4.2 (см. [15, гл. 5]). Если густой конечный обобщенный четырехугольник Муфанг S
порядка (s, t) удовлетворяет условию (H) в каждой точке, то имеет место один из следующих
случаев:
(i) все точки S регулярны, а потому s � t;
(ii) все оболочки противоположных пар точек имеют размер 2;
(iii) S ∼= H(4, s).

Сопоставляя теоремы 4.1 и 4.2, получаем следующее утверждение.
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Следствие 4.3. Если каждая панель густого обобщенного четырехугольника S порядка (s, t)
муфангова, то имеет место один из следующих случаев:
(i) все точки S регулярны, а потому s � t;
(ii) все оболочки противоположных пар точек имеют размер 2;
(iii) S ∼= H(4, s).

Следующая теорема характеризации играет решающую роль в доказательстве теоремы 4.2.

Теорема 4.4 (см. [21]). Обобщенный четырехугольник порядка (s, t) с s3 = t2 и s �= 1 изомор-
фен классическому четырехугольнику H(4, s) в том и только том случае, если все оболочки
противоположных пар точек имеют размер по крайней мере равный

√
s+ 1.

4.2. Конечные четырехугольники Муфанг: четыре случая. Как показывает следующая тео-
рема, для классификации всех конечных четырехугольников Муфанг нужно рассмотреть четыре
случая.

Теорема 4.5 (см. [15, гл. 9]). Пусть S —конечный четырехугольник Муфанг порядка (s, t),
1 < s � t. Тогда выполнено одно из следующих условий:
(i) либо S, либо его двойственный изоморфен W (s), а потому (s, t) = (q, q) для некоторой

простой степени q;
(ii) S ∼= H(4, s), а потому (s, t) = (q2, q3) для некоторой простой степени q;
(iii) все прямые регулярны, s < t, а все оболочки пар противоположных точек имеют размер 2;
(iv) все оболочки пар противоположных точек имеют размер 2, все оболочки противополож-

ных пар прямых также имеют размер 2.

Чтобы получить случай (i), воспользуемся следующей теоремой характеризации.

Теорема 4.6. Конечный обобщенный четырехугольник порядка s, s �= 1, изоморфен W (s) в
том и только том случае, если все его точки регулярны.

Замечание. Теорема 4.6 — это старейшая комбинаторная характеризация класса обобщенных
четырехугольников. Ее доказательство принадлежит Синглетону [17], хотя он ошибочно считал,
что им доказан более сильный результат, а первая удовлетворительная его трактовка была да-
на Бенсоном [1]. Вне всяких сомнений, этот результат был получен независимо и несколькими
авторами, например, Таллини [18].

4.3. Случаи (iii) и (iv). Для доказательства следующего результата применим основную теоре-
му, касающуюся групп Фробениуса.

Теорема 4.7 (см. [15, гл. 9]). Случай (iv) невозможен.

Для случая (iii) можно доказать следующий результат.

Теорема 4.8 (см. [15, гл. 9]). В случае (iii) справедливо равенство t = s2 и каждая точка
есть точка перехода.

Следствие 4.9. Для завершения классификации всех конечных четырехугольников Муфанг
достаточно показать, что если S —обобщенный четырехугольник порядка (s, s2), s �= 1, для
которого любая точка есть точка перехода, то S ∼= Q(5, s).

5. КОНЕЧНЫЕ ТРАНСЛЯЦИОННЫЕ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ ПОРЯДКА (s, s2)

5.1. Трансляционные обобщенные четырехугольники и овоиды. Рассмотрим в пространстве
PG(4n−1, q) множество O = O(n, 2n, q) всех q2n+1 (n−1)-мерных подпространств PG(0)(n−1, q),
PG(1)(n−1, q), . . ., PG(q2n)(n−1, q), каждые три из которых порождают PG(3n−1, q), причем такие,
что каждый элемент PG(i)(n−1, q) множества O содержится в PG(i)(3n−1, q), не имеющем общих
точек с никаким PG(j)(n− 1, q) при j �= i. Пространство PG(i)(3n− 1, q) называется касательным
пространством к O в точке PG(i)(n − 1, q). Такое множество O называется псевдоовоидом, или
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обобщенным овоидом, или [n−1]-овоидом PG(4n−1, q); [0]-овоид PG(3, q) есть в точности овоид
PG(3, q).
Вложим теперь PG(4n− 1, q) в PG(4n, q) и рассмотрим следующую геометрию прямых и точек

T (n, 2n, q) = T (O). Точки являются точками следующих трех типов:

(i) точки PG(4n, q), не принадлежащие PG(4n− 1, q);
(ii) 3n-мерные подпространства PG(4n, q), пересекающие PG(4n − 1, q) в одной из точек

PG(i)(3n− 1, q);
(iii) символ (∞).

Прямые являются прямыми следующих типов:

(a) n-мерные подпространства PG(4n, q), пересекающие PG(4n− 1, q) в PG(i)(n− 1, q);
(b) элементы O(n, 2n, q).

Инцидентность в T (n, 2n, q) определяется следующим образом. Точка типа (i) инцидентна только
прямой типа (a); здесь инцидентность понимается в смысле PG(4n, q). Точка типа (ii) инцидентна
всем прямым типа (a), содержащихся в ней, а также единственному элементу O, содержащемуся
в ней. Точка (∞) не инцидентна никакой прямой типа (a) и никакой прямой типа (b).
Справедлив следующий фундаментальный результат.

Теорема 5.1 (см. [15, гл. 8]). Геометрия прямых-точек T (O) = T (n, 2n, q) есть обобщен-
ный четырехугольник порядка (qn, q2n), имеющий (∞) в качестве точки перехода. Обрат-
но, каждый трансляционный обобщенный четырехугольник порядка (s, s2), s �= 1, изоморфен
T (n, 2n, q). Теория трансляционных обобщенных четырехугольников порядка (s, s2), s �= 1, эк-
вивалентна теории овоидов O(n, 2n, q).

Замечание. Теория овоидов и трансляционных обобщенных четырехугольников также разрабо-
тана и для обобщенных четырехугольников любого порядка (s, t); см. [15, гл. 8].

5.2. Ядерные и трансляционные двойственные. Каждый трансляционный обобщенный четы-
рехугольник S порядка (s, s2), s �= 1, с точкой перехода (∞) имеет ядро K, где K—поле, муль-
типликативная группа которого изоморфна группе всех коллинеаций S, линейно оставляющей
неподвижной точку перехода (∞) и любую точку, противоположную (∞). Имеем |K| � s. Поле
GF(q) есть подполе K в том и только том случае, если S изоморфно T (n, 2n, q) (см. подробности
в [15, гл. 8]).
Рассмотрим любой трансляционный обобщенный четырехугольник T (n, 2n, q) = T (O). q2n + 1

касательных пространств к O образуют овоид O∗ = O∗(n, 2n, q) в двойственном пространстве к
PG(4n− 1, q) (см. [15, гл. 8]). Поэтому кроме T (O) возникает трансляционный обобщенный четы-
рехугольник T (O∗), также обозначаемый через T ∗(O), имеющий тот же порядок (qn, q2n). Трансля-
ционный обобщенный четырехугольник T ∗(O) называется трансляционно двойственным к транс-
ляционному обобщенному четырехугольнику T (O). Известны примеры, когда T (O) ∼= T (O∗), а
также когда T (O) �∼= T (O∗) (см., например, [24]).

6. ПОСЛЕДНИЙ ШАГ И ОБОБЩЕНИЯ

6.1. Трансляционные обобщенные четырехугольники, содержащие регулярную линию, не
инцидентную точке перехода. Пусть S = (P,L, I)— трансляционный обобщенный четырех-
угольник порядка (s, s2), s �= 1, с точкой перехода (∞). Согласно [15, гл. 8] все прямые, инци-
дентные (∞), регулярны. До конца этого раздела предполагаем, что S допускает регулярную
прямую M , не инцидентную точке (∞).
Пусть S = T (n, 2n, q) = T (O), O = {π0, π1, . . . , πq2n}, где M пересекается в одной точке с

прямой π0 из S. По транзитивности ясно, что все прямые, пересекающиеся в одной точке с π0,
регулярны. Проективное пространство, содержащее O, обозначается через PG(4n − 1, q). Каса-
тельное пространство к O в точке πi обозначается через τi, i = 0, 1, . . . , q2n. Далее положим
Õ = π0 ∪ π1 ∪ · · · ∪ πq2n .
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В [28] были доказаны следующие результаты. Пусть πi, πj , πk —различные элементы O такие,
что существует ((qn + 1) × (qn + 1))-сетка, т.е. подчетырехугольник порядка (qn, 1), не содер-
жащий (∞), но содержащий точки, инцидентные соответственно πi, πj , πk; это случай, когда
π0 ∈ {πi, πj , πk}. Если x ∈ πi, то единственная коника C, содержащая x, точку πj и πk, чья
плоскость содержит прямую из τi, τj и τk, целиком принадлежит Õ. Такая коника называется
π0-коникой. Кроме того, плоскости этих (qn − 1)/(q − 1) π0-коник, пересекающие πi, πj , πk, при-
надлежат некоторому многообразию Сегре S2;n−1 (по поводу определения и свойств многообразий
Сегре см. [9, § 25.5]). Далее, q + 1 максимальных (n − 1)-пространств S2;n−1, содержащих точку
C и отличных от плоскости из C при n = 3, суть элементы овоида O. Множество этих q + 1
пространств называется надутой π0-коникой.
Пусть q �= 2, πj , πk ∈ O\{π0}, πj �= πk, а 〈πj , πk〉 ∩ τ0 = τj,k, 〈πj , πk〉—проективное простран-

ство, порожденное πj и πk. Если π0-коника C пересекает π0, πj , πk, то говорят, что 〈τj,k, π0〉—
касательное пространство в точке π0 надутой π0-коники, определенной C. Это касательное про-
странство касательно в точности q2n−1 надутым π0-коникам. Если q = 2 и S имеет точку перехода,
коллинеарную, но отличную от точки перехода (∞), то имеем тот же вывод.
Изложенные выше результаты являются отправной точкой для доказательства следующей тео-

ремы.

Теорема 6.1 (см. [28, теорема 6.1]). Пусть q �= 2. Если πj , πk ∈ O\{π0}, πj �= πk, то (3n − 1)-
мерное пространство 〈π0, πj , πk〉 содержит в точности qn + 1 элементов овоида O, т.е. O—
хорошее в его элементе π0. Если q = 2 и S имеет точку перехода, коллинеарную, но отличную
от точки перехода (∞), то справедливо то же заключение.

6.2. Пучки и обобщенные четырехугольники. Пусть F — пучок квадратичного конуса K с
вершиной x в PG(3, q), т.е. разбиение K\{x} на непересекающиеся неприводимые коники. Тогда в
силу [10, 11, 13, 14, 23], с F связывается обобщенный четырехугольник S(F ) порядка (q2, q); такой
обобщенный четырехугольник называется пучковым обобщенным четырехугольником.
В [24–26] была получена следующая теорема.

Теорема 6.2 (см. [24–26]). Если овоид O—хороший в его элементе π0, а q нечетно, то S
есть двойственное точка-прямая трансляционного двойственного к пучковому трансляцион-
ному обобщенному четырехугольнику.

В четном случае, основываясь на [27], можно доказать следующую теорему.

Теорема 6.3 (см. [28]). Если овоид O—хороший в его элементе π0, q четно, а T (O) имеет
регулярную прямую M , пересекающуюся в одной точке с π0, но не инцидентной (∞), то
T (O) ∼= Q(5, qn).

6.3. Основные теоремы. Из результатов разделов 6.1 и 6.2 легко выводятся следующие теоре-
мы.

Теорема 6.4. Пусть S —трансляционный обобщенный четырехугольник порядка (s, s2),
s �= 1, с точкой перехода (∞), имеющий регулярную прямую M , не инцидентную точке (∞).
Если ядро S не есть GF(2), то для нечетного s обобщенный четырехугольник S есть двой-
ственное точка-прямая трансляционного двойственного пучкового трансляционного четырех-
угольника, а для четного s S изоморфен классическому обобщенному четырехугольнику Q(5, s).

Теорема 6.5. Пусть S —обобщенный четырехугольник порядка (s, s2), s �= 1, имеющий две
различные коллинеарные точки перехода. Тогда справедливо заключение теоремы 6.4.

Теорема 6.6. Пусть S —обобщенный четырехугольник порядка (s, s2), s �= 1, каждая точка
которого—точка перехода. Тогда S ∼= Q(5, s).

Замечание. Впервые теорема 6.5 была доказана Тасом в [30], но она основывалась на класси-
фикации конечных групп с расщепленной BN-парой ранга 1 [7, 16].
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35. Tits J. Non-existence de certains polygones généralisés. I// Invent. Math. — 1976. — 36. — С. 275–284.
36. Tits J. Classification of buildings of spherical type and Moufang polygons: a survey// Coll. Intern. Teorie

Combin. Accad. Naz. Lincei, Roma 1973. —Atti dei convegni Lincei, 1976. — 17. — С. 229–246.
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АННОТАЦИЯ. Для каждого многообразии алгебр Θ можно рассматривать его логику и его алгебраиче-
скую геометрию. В предыдущих статьях автора рассматривалась геометрия в эквациональной логике,
т.е. эквациональная геометрия. Здесь описывается обобщение этой теории на логику первого поряд-
ка (ЛПП). Алгебраические множества в такой геометрии определяются произвольными множествами
формул ЛПП. Основной мотив обобщения— приложения к науке о знаниях. В данной статье форму-
лы первого порядка рассматриваются в контексте алгебраической логики. С этой целью определяются
специальные категории Халмоша; эти категории в алгебраической геометрии, связанной с ЛПП, иг-
рают ту же роль, что и категория свободных алгебр Θ0 в эквациональной алгебраической геометрии.
Статья состоит из трех частей. Раздел 1 носит вводной характер. Первая часть (разделы 2–4) содержит
изложение основ алгебраической логики в данном многообразии алгебр Θ. Вторая часть посвящена
алгебраической геометрии, связанной с ЛПП (разделы 5–7). В последней третьей части (разделы 8–9)
рассматриваются приложение изложенного выше материала к науке о знаниях.
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1. АЛГЕБРА И ЛОГИКА

1.1. Многосортная алгебра. Всюду в этой статье термин алгебра означает многосортную алге-
бру, т.е. не обязательно односортную. Фиксируем множество сортов Γ. В рассматриваемых много-
образиях Θ это множество конечно, но, вообще говоря, конечным быть не обязано. Бесконечное
множество Γ встретится в следующем разделе.
Для каждой алгебры G ∈ Θ пишем

G = (Gi, i ∈ Γ).

Множество операций Ω называется сигнатурой алгебр в Θ. Каждый символ ω ∈ Ω имеет тип
τ = τ(ω) = (i1, . . . , in; j), i, j ∈ Γ. Операция типа τ —это отображение

Gi1 × . . .×Gin → Gj .

Все операции сигнатуры Ω удовлетворяют некоторому набору тождеств. Эти тождества опреде-
ляют многообразие Θ Γ-сортных Ω-алгебр. Рассмотрим гомоморфизмы и свободные алгебры в Θ.
Гомоморфизм алгебр в Θ имеет вид

μ = (μi, i ∈ Γ) : G = (Gi, i ∈ Γ) → G′ = (G′
i, i ∈ Γ).

Здесь μi : Gi → G′
i—отображения множеств, согласованные с операциями в Ω. Конгруэнтность

Kerμ = (Kerμi, i ∈ Γ) есть ядро гомоморфизма μ.

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2004
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Рассмотрим многосортное множество X = (Xi, i ∈ Γ) и соответствующие свободные в Θ алгебры

W = W (X) = (Wi, i ∈ Γ).

Множество X и свободная алгебраW могут быть представлены соответственно как объединение
всех Xi и всех Wi.
Каждое (многосортное) отображение μ : X → G продолжается до гомоморфизма μ : W → G.

Обозначим множество всех таких μ через Hom(W,G). Если все Xi конечные, то это множество
рассматривается как аффинное пространство. Гомоморфизмы μ : W → G есть точки этого про-
странства.
Для данных G = (Gi, i ∈ Γ) и X = (Xi, i ∈ Γ) можно рассмотреть множество

GX = (GXi
i , i ∈ Γ).

Это множество— множество отображений

μ = (μi, i ∈ Γ) : X → G.

Существует естественная биекция Hom(W,G) → GX . Больше информации о многосортных алге-
брах можно найти в [12].
Обратимся теперь к моделям. Фиксируем некоторое множество символов соотношений Φ. Каж-

дый ϕ ∈ Φ имеет свой тип τ = τ(ϕ) = (i1, . . . , in). Соотношение, соответствующее ϕ, есть подмно-
жество прямого произведения Gi1 × . . . × Gin . Обозначим через ΦΘ класс моделей (G,Φ, f), где
G ∈ Θ, а f —интерпретация множества Φ в G. Что же касается гомоморфизмов моделей, то они
являются гомоморфизмами соответствующих алгебр, согласованных с соотношениями.

1.2. Логика. В дальнейшем для ясности изложения будем иногда «забывать», что рассматривае-
мые алгебры, вообще говоря, многосортные и будем использовать «односортный» язык. Рассмотрим
логику в данном многообразии Θ. Для каждого конечного X существует логическая сигнатура

L = LX = {∨,∧,¬,∃x, x ∈ X},
где X —объединение

⋃
i∈Γ

Xi по конечному Γ. Рассмотрим множество (точнее, L-алгебру) формул

LΦW над свободной алгеброй W = W (X). Эта алгебра есть L-алгебра формул ЛПП над данными
Θ, Φ и X.
Определим сначала атомные формулы. Они являются равенствами вида w ≡ w′ с w,w′ ∈ W

из некоторого сорта и формулами вида ϕ(w1, . . . , wn), где wi ∈ W , и все wi размещаются в соот-
ветствии с типом τ = τ(ϕ) соотношений ϕ и сортов. Обозначим множество всех атомных формул
через M = MX . Определим LΦW как абсолютно свободную LX -алгебру над MX .
Рассмотрим другой пример LX -алгебры.
Для заданныхW = W (X) и G ∈ Θ обозначим через Bool(W,G) булеву алгебру Sub(Hom(W,G))

всех подмножеств Hom(W,G). Определим действие кванторов в Bool(W,G). Пусть A—подмноже-
ство Hom(W,G), а x ∈ Xi—переменная сорта i. Тогда μ : W → G принадлежит множеству ∃xA,
если существует ν : W → G в A такое, что μ(y) = ν(y) для каждого y ∈ X сорта j, j 	= i, и для
каждого y ∈ Xi, y 	= x. Таким образом, получаем L-алгебру Bool(W,G).
Определим теперь отображение

ValXf : MX → Bool(W,G),

где f —модель (предмет знания), реализующий множество Φ в данном G. Если w ≡ w′ — равенство
сорта i, то полагаем

μ : W → G ∈ ValXf (w ≡ w′) = ValX(w ≡ w′),

если μi(w) = μi(w′) в G. Здесь μ—решение уравнения w ≡ w′. Если формула имеет вид
ϕ(w1, . . . , wn), то

μ ∈ ValXf (ϕ(w1, . . . , wn)),
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если ϕ(μ(w1), . . . , μ(wn)) справедливо в модели (G,Φ, f). Здесь μ(wj) = μij (wj), а ij — сорт wj .
Отображение ValXf единственным образом продолжается до L-гомоморфизма

ValXf : LΦW → Bool(W,G).

Таким образом, для каждой формулы u ∈ LΦW определено ее значение Valf (u) в модели (G,Φ, f),
которое является элементом Bool(W,G).
Каждую формулу u ∈ LΦW можно рассматривать как уравнение в данной модели. Тогда точка

μ : W → G—решение «уравнения» u, если μ ∈ Valf (u).

1.3. Геометрический аспект. Рассмотрим в L-алгебре LΦW формул W = W (X) различные
ее подмножества T . С другой стороны, рассмотрим подмножества A в аффинном пространстве
Hom(W,G), т.е. элементы L-алгебры Bool(W,G). Для каждой модели (G,Φ, f) и этих T и A уста-
новим следующее соответствие Галуа между множествами формул в L-алгебре формул LΦW и
множествами точек в пространстве Hom(W,G):

T f = A =
⋂
u∈T

Valf (u), Af = T = {u | A ⊂ Valf (u)}.

Здесь A = T f — совокупность точек, удовлетворяющих формулам из T . Рассматриваем также T
как систему «уравнений», в которой каждое «уравнение» представляется формулой u из T . Каждое
множество A такого рода называется алгебраическим множеством (или замкнутым множеством,
или алгебраическим многообразием), определенным для данной модели. Определим знание как

(X,T,A, (G,Φ, f));

здесь T — описание знания, (G,Φ, f)— предмет знания. A = T f называется содержанием зна-
ния, представимым как алгебраическое многообразие, а X — помещением знания (местом, в ко-
торое помещается знание). Множество A можно также рассматривать как соотношение между
элементами G, выведенное из равенств и соотношений основного множества Φ. Соответствие
A = T f принадлежит многосортному множеству

GX = {GXi
i , i ∈ Γ}.

Множество T вида T = Af для некоторого A называется f -замкнутым множеством. Для произ-
вольного T определено его замыкание T ff = (T f )f , а для каждого A ⊂ Hom(W,G)— его замыка-
ние Aff = (Af )f .
Легко понять, что имеет место следующее правило:

Формула v принадлежит множеству T ff в том и только том случае, если формула(∧
u∈T

u

)
→ v

справедлива в модели (G,Φ, f).
Если множество T бесконечно, то соответствующая формула называется инфинитной.
Мы хотим изучать знания с различными, меняющимися «местами знания» X. В этом случае

нужно рассматривать различные W = W (X), различные «пространства знаний» Hom(W (X), G),
а также различные LΦW (X).
Алгебры W (X), свободные в Θ, с различными X —это объекты категории, обозначаемой через

Θ0. Морфизмы этой категории s : W (X) → W (Y ) суть произвольные гомоморфизмы алгебр.
Категория Θ0 есть полная подкатегория в категории Θ.
Мы построим новую категорию, связанную с логикой первого порядка для данного Θ. Эта

категория будет играть для ЛПП роль, аналогичную роли категории свободных алгебр Θ0 в эк-
вациональной логике. С этой целью перейдем от чистой логике к алгебраической. Такой переход
позволит связать описание знания с с его содержанием более интересным образом. Множества
типа T = Af выглядят также более естественно.
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2. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ЛОГИКА

2.1. Основная идея. В алгебраической логике рассматриваются алгебраические структуры, свя-
занные с различными логическими структурами, которые соответствуют различным логическим
исчислениям. Например, булевы алгебры связаны с классической пропозиционной логикой, алгебры
Хейтинга ассоциируются с неклассической пропозиционной логикой, а цилиндрические алгебры
Тарского и полиадические алгебры Халмоша— с ЛПП.
Каждое логическое исчисление предполагает наличие формул исчисления, аксиом логики и пра-

вил вывода. На этой основе определяется синтаксическая эквивалентность формул, совместимая
с семантической эквивалентностью. Переход от чистой логике к алгебраической основан на трак-
товке логических формул с точностью до некоторой эквивалентности. Соответствующие классы
называются сжатыми формулами. Указанный переход приводит к различным алгебраическим
структурам, в частности, к структурам, упомянутым выше.
Логические исчисления обычно связаны с некоторым бесконечным числом переменных. Обозна-

чим это множество через X0. В рассматриваемой ситуации им является многосортное множество
X0 = (X0

i , i ∈ Γ). Имея в виду теорию знаний и ее геометрический аспект, будем использовать
систему всех конечных подмножеств X = (Xi, i ∈ Γ) из X0 вместо этого бесконечного универсу-
ма; это приводит к многосортной логике и многосортной алгебраической логике. Каждая формула
имеет определенный сорт X. Обозначим множество сортов через Γ0; оно представляет собой мно-
жество всех конечных подмножеств исходного множества X0.

2.2. Категории Халмоша и многосортные алгебры Халмоша. Фиксируем некоторое много-
образие алгебр Θ. Это означает, что заданы некоторое конечное множество сортов Γ, сигнатура
Ω = Ω(Θ), связанная с Γ, а также система тождеств Id(Θ).
Определим категории Халмоша для данного Θ.
Во-первых, для данной булевой алгебры B определим ее экзистенциональные кванторы [6].

Экзистенциональные кванторы— это отображения ∃ : B → B, удовлетворяющие следующим усло-
виям:
1) ∃0 = 0;
2) a < ∃a;
3) ∃(a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b, 0, a, b ∈ B.
Универсальный квантор ∀ : B → B определяется двойственным образом:
1) ∀1 = 1,
2) a > ∀a,
3) ∀(a ∨ ∀b) = ∀a ∨ ∀b.
Пусть B—булева алгебра, X —множество. Говорят, что B— кванторная X-алгебра, если кван-

тор ∃x : B → B определен для каждого x ∈ X и для каждых двух элементов x, y ∈ X выполнено
равенство ∃x∃y = ∃y∃x.
Можно также рассмотреть и кванторные X-алгебры B с равенствами над W (X). В таких

алгебрах каждым элементам w,w′ ∈ W (X) одного и того же сорта соответствует элемент w ≡
w′ ∈ B, удовлетворяющий следующим условиям:
1) w ≡ w— единица в B,
2) (w1 ≡ w′

1∧. . .∧wn ≡ w′
n) < (w1 . . . wnω ≡ w′

1 . . . w
′
nω), где ω—операция в Ω, и все совместимо

с типом этой операции.
Дадим теперь общее определение категории Халмоша для заданного Θ, которое далее сопрово-

дим примерами.
Категория Халмоша H для произвольного конечного X = (Xi, i ∈ Γ) фиксирует некоторую

кванторную X-алгебру H(X) с равенствами над W (X). Все такие H(X) суть объекты H.
Морфизмы H соответствуют морфизмам в категории Θ0. Каждый морфизм s∗ в H имеет вид

s∗ : H(X) → H(Y ),

где s : W (X) →W (Y )—морфизм в Θ0.
Предполагается, что выполнены следующие условия.
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1) Переходы W (X) → H(X) и s→ s∗ дают (ковариантный) функтор Θ0 → H.
2) Каждый s∗ : H(X) → H(Y ) есть булев гомоморфизм.
3) Координация с кванторами такова:

(a) s1∃xa = s2∃xa, a ∈ H(X), если s1y = s2y для любого y ∈ X, y 	= x.
(b) s∃xa = ∃(sx)(sa), если sx = y ∈ Y и y = sx не лежит в носителе (см. § 4.2) sx′, x′ ∈ X,

x′ 	= x.
4) Следующие условия описывают координацию с равенствами:

(a) s∗(w ≡ w′) = (sw ≡ sw′) при s : W (X) → W (Y ), причем w,w′ ∈ W (X)—одного и того
же сорта.

(b) sxwa ∧ (w ≡ w′) < sxw′a для произвольного a ∈ H(X), x ∈ X, w,w′—одного и того же
сорта с x в W (X), а sxw : W (X) → W (X) определяется по правилу sxw(x) = w, sy = y,
y ∈ X, y 	= x.

Это заканчивает определение категории Халмоша для данной Θ.
Перейдем теперь к определению многосортных алгебр Халмоша. Пусть все конечные X явля-

ются подмножествами некоторого бесконечного универсума X0.
Обозначим через Γ0 множество сортов. Оно есть множество всех конечных подмножеств в

фиксированном X0.
Для каждого X ∈ Γ0 рассмотрим сигнатуру

LX = {∨,∧, �;∃x, x ∈ X}
Пусть L—объединение всех LX , X ∈ Γ0, а V —множество всех равенств w ≡ w′, где w, w′—
одного и того же сорта в W (X). Равенства рассматриваются как нульарные операции. Пусть
S = SΘ —множество всех s : W (X) → W (Y ), X,Y ∈ Γ0. Введем обозначение L̃ = L ∪ SΘ ∪ V .
Многосортная сигнатура L̃ рассматривается как новая сигнатура для ЛПП; мы изучаем алгебры
в этой сигнатуре, имеющие вид H = {H(X), X ∈ Γ0}. Здесь H(X)—алгебра в сигнатуре LX ,
снабженная унарными операциями s : H(X) → H(Y ) для s : W (X) → W (Y ) и нульарными
операциями из V . Рассмотрим подмногообразие всех алгебр Халмоша в многообразии всех H и
обозначим его через HalΘ.
Тождества HalΘ таковы:

1) булевы тождества для всех H(X);
2) тождества, превращающие каждый ∃x : H(X) → H(X) экзистенциональным квантором;
3) тождества, превращающие каждую H(X) в кванторную X-алгебру с равенствами;
4) тождества, превращающие каждый s : H(X) → H(Y ) в булев гомоморфизм;
5) тождества, коррелирующие операции типа s с кванторами и равенствами;
6) тождества, превращающие систему всех H(X) и всех s в категорию, а Θ0 → H —в функтор.

Алгебры H = {H(X), X ∈ Γ0} с операциями из расширенной сигнатуры L̃, удовлетворяющи-
ми предыдущим тождествам, называются многосортными алгебрами Халмоша. Они образуют
многообразие HalΘ всех многосортных алгебр Халмоша в Θ. Очевидно, что если все X суть под-
множества некоторого универсума X0, то каждая категория Халмоша есть многосортная алгебра
Халмоша, а каждую многосортную алгебру Халмоша можно рассматривать как категорию Халмо-
ша. Тем не менее нужно иметь в виду, что в этой ситуации обозначения подалгебры и подкатегории
различны. Аналогичная ситуация имеет место для гомоморфизмов. Говоря о гомоморфизмах, мы
имеем в виду гомоморфизмы алгебр Халмоша.

2.3. Категория и алгебра HalΘ(G). Фиксируем алгебру G в многообразии Θ. Для любого ко-
нечного множества X = {x1, . . . , xn} и алгебры W = W (x1, . . . , xn), свободной в Θ, рассмотрим
множество гомоморфизмов Hom(W,G) как аффинное пространство. Точками этого пространства
являются гомоморфизмы μ : W → G. Существует биекция

Hom(W,G) → G(n),

заданная как
μ→ (μ(x1), . . . , μ(xn)).
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Пусть теперь Bool(W,G)—булева алгебра всех подмножеств Hom(W,G):

Bool(W,G) = Sub(Hom(W,G)).

Определим кванторы ∃x : Bool(W,G) → Bool(W,G), x ∈ X, в этой алгебре следующим образом:
μ ∈ ∃xA ⇔ ∃ν ∈ A такое, что μ(y) = ν(y) for y ∈ X, y 	= x. Здесь A—произвольное множество в
Hom(W,G). Аксиомы экзистенциональных кванторов и равенств выполнены (см. например, [12]).
Получаем здесь кванторную X-алгебру с равенствами Bool(W,G) и полагаем

HalΘ(G)(X) = Bool(W (X), G).

Рассмотрим теперь морфизмы категории HalΘ(G). Возьмем некоторое s : W (X) → W (Y ) в Θ0.
Имеем

s̃ : Hom(W (Y ), G) → Hom(W (X), G),
s̃(ν) = νs для произвольного ν : W (Y ) → G. Если A—подмножество в Hom(W (X), G), то ν ∈
s∗A = sA в том и только том случае, если s̃(ν) ∈ A. Следовательно, получаем отображение

s∗ : Bool(W (X), G) → Bool(W (Y ), G),

которое является булевым гомоморфизмом. Легко проверяется, что все такие s∗ корректно корре-
лированы с кванторами и равенствами [12]. Таким образом, категория Халмоша HalΘ(G) опреде-
лена. Далее, если ограничиться рассмотрением множеств X из данного X0, то придем к алгебре
Халмоша HalΘ(G).

Теорема 1. Алгебры HalΘ(G) с различными G ∈ Θ порождают многообразие алгебр Халмо-
ша HalΘ.

Доказательство этой теоремы будет дано в разделе 4.3.
Заметим, что каждому s∗ соответствует сопряженное отображение

s∗ : Bool(W (Y ).G) → Bool(W (X), G),

где для любого A ⊂ Hom(W (Y ), G) множество s∗A есть s̃-образ множества A. Начиная с этого
места предполагаем, что такое сопряженное отображение s∗ : H(Y ) → H(X) всегда существует в
алгебрах и категориях Халмоша.

3. КАТЕГОРИЯ И АЛГЕБРА ФОРМУЛ HalΦΘ

3.1. Определение алгебры HalΘ(Φ). Сжатые формулы. По определенным соображениям бу-
дем использовать также и обозначение HalΘ(Φ) для HalΦΘ. Начнем с алгебры чистых формул и
построим HalΦΘ = HalΘ(Φ) как алгебру специальных сжатых формул.
Фиксируем множество X0 и множество Φ символов соотношений (Φ может быть и пустым

множеством). Для данного X атомные формулы сорта X суть равенства w ≡ w′, w,w′ ∈ W (X),
и формулы ϕ(w1, . . . , wn) с n-арными ϕ ∈ Φ и w1, . . . , wn ∈ W (X). Обозначим множество таких
формул через MX . Имеем также и многосортное множество M с M(X) = MX , X ∈ Γ0.
Далее рассматриваем сигнатуру L̃, определенную ранее для ЛПП. Пусть H —многосортная

(Γ0-сортная) абсолютно свободная алгебра в L̃ над множеством атомных формул M . Это алгебра
чистых формул ЛПП в Θ. Каждая формула u ∈ H имеет некоторый специальный сорт X.
Факторизуя H единицами многообразия HalΘ, получаем алгебру H̃, свободную в HalΘ. Здесь

H̃ — свободная алгебра Халмоша над тем же множеством атомарных формул M .
Каждая формула в H имеет конечеую запись в сигнатуре L̃ чкрез атомарные формулы. Это же

справедливо и для формул из H̃.
Рассмотрим соотношения для атомарных формул вида

s∗(ϕ(w1, . . . , wn)) = ϕ(sw1, . . . , swn).

Система всех таких соотношений обозначается через (∗).
Теперь, по определению, алгебра сжатых формул HalΦΘ = HalΘ(Φ) есть результат факторизации

свободной алгебры Халмоша H̃ по определяющим соотношениям (∗). Ее элементы называются
сжатыми формулами.
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Одновременно определена также и категория Халмоша HalΘ(Φ). Алгебра HalΘ(Φ) уже не есть
свободная алгебра Халмоша, но она сохраняет некоторое свойство свободы.
Рассмотрим (многосортные) отображения τ : M → Q, где Q—произвольная алгебра Халмоша в

Θ, а M —множество атомных формул. Для каждого X ∈ Γ0 имеем

τX : MX → Q(X).

Назовем отображение τ корректным, если для любого s : W (X) →W (Y ) имеем

τ(sw ≡ sw′) = s∗(τ(w ≡ w′)), τ(ϕ(sw1, . . . , swn)) = s∗τϕ(w1, . . . , wn)

при w,w′, w1, . . . , wn ∈W (X).

Теорема 2. Отображение τ : M → Q продолжается до гомоморфизма τ : HalΘ(Φ) → Q в
том и только том случае, если это отображение корректно.

Доказательство. Возьмем гомоморфизм τ̃ : H̃ → Q для данного τ : M → Q. Кроме того, рас-
смотрим естественный гомоморфизм H̃ → HalΘ(Φ). Задача состоит в построении гомоморфизма
τ ′ : HalΘ(Φ) → Q с коммутативными диаграммами

M �τ Q
�

�
��

�τ ′

HalΘ(Φ)

H̃ �τ̃ Q
�

�
��

�τ ′

HalΘ(Φ)

Такое τ ′ существует в том и только том случае, если соотношения (∗) принадлежат Ker τ . Но это
в точности и означает, что отображение τ : M → Q корректно.

В дальнейшем условие корректности отображения τ будет связано с идеей носителя элементов
алгебры Халмоша.

3.2. Значение формулы. Фиксируем модель (G,Φ, f), G ∈ Θ, где f —интерпретация множества
Φ в G. Для каждого n-арного соотношения ϕ ∈ Φ имеем f(ϕ) ⊂ G(n). Для данной модели f
определим каноническое отображение Valf , являющееся гомоморфизмом алгебр Халмоша

Valf : HalΘ(Φ) → HalΘ(G).

Сначала определим его на атомных формулах. Возьмем некоторую X ∈ Γ0 и рассмотрим формулы
в MX . Теперь определим

Valf (w ≡ w′) = Val(w ≡ w′)
как равенство в HalΘ(G)(X). Таким образом,

Valf (w ≡ w′) = {μ : W (X) → G | wμ = w′μ}.
Аналогично,

Valf (ϕ(w1, . . . , wn)) = {μ|(wμ1 , . . . , wμn) ∈ f(ϕ)}.
В частности ясно, что множество f(ϕ) взаимно однозначно соответствует множеству
Valf (ϕ(x1, . . . , xn)), где все x1, . . . , xn различны, X = {x1, . . . , xn}.
Имеем многосортное отображение

Valf : M → HalΘ(G).

Алгебра Халмоша H̃ свободно порождена множеством M . Поэтому имеем гомоморфизм алгебр
Халмоша

Valf : H̃ → HalΘ(G).

Одновременно имеем гомоморфизм L̃-алгебр

Valf : H → HalΘ(G).

Легко проверяется, что соотношения (∗) выполняются в любой алгебре HalΘ(G), что означает, что
они принадлежат ядрам гомоморфизмов, построенных выше. Это дает гомоморфизм

Valf : HalΘ(Φ) → HalΘ(G),
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который и нужен.
Для каждой формулы u, чистой или сжатой, определено ее значение на модели (G,Φ, f) как

Valf (u). Оно является подмножеством A = Valf (u) в пространстве Hom(W (X), G).
Ядро Ker(Valf ), лежащее в HalΘ(Φ), есть фильтр, который можно рассматривать как элемен-

тарную теорию модели (G,Φ, f).
Две формулы u и v одного и того же сорта X в алгебре чистых формул H называют-

ся семантически эквивалентными, если для каждой модели (G,Φ, f) справедливо равенство
Valf (u) = Valf (v).

Теорема 3. Формулы u и v семантически эквивалентны, если они совпадают в алгебре
HalΘ(Φ).

Доказательство будет дано в разделе 4.3.
Введем логическое ядро гомоморфизма μ : W (X) → G по правилу Log Ker(μ) = {u ∈ HalΦΘ(X) |

μ ∈ Valf (u)}. Оно является булевым фильтром и, более того, ультафильтром в алгебре HalΦΘ(X).
Обычное ядро Ker(μ) можно рассматривать как множество равенств w ≡ w′ in Log Ker(μ).
Каждое равенство w ≡ w′ можно рассматривать как уравнение в алгебре G. Множество всех

решений такого уравнения есть множество Valf (w ≡ w′) = Val(w ≡ w′). Теперь произвольную
формулу u ∈ H можно также рассматривать как уравнение, но в модели (G,Φ, f). Множество
всех решений такого «уравнения» u есть множество Valf (u).
Заметим здесь также, что точка μ : W → G есть решение уравнения w ≡ w′ в том и только

том случае, если (w ≡ w′) ∈ Ker(μ). Это же μ есть решение «уравнения» u в том и только том
случае, если u ∈ Log Ker(μ). Эта точка зрения будет использована в универсальной алгебраической
геометрии.

4. СТРУКТУРА АЛГЕБРЫ HalΘ(Φ)

4.1. Элементарные формулы. Операция s ∈ SΘ можно включить в формулы u ∈ HalΦΘ(X).
Формулы, не содержащие таких s, рассматриваются как элементарные. Докажем здесь, что каждая
u типа X в некотором естественном смысле эквивалентна элементарной формуле v типа Y , X ⊂ Y .
Понятие эквивалентности формул обобщает понятие семантической эквивалентности. Соответ-

ствующие формулы не обязаны быть формулами одного и того же сорта.
Пусть множество X есть подмножество множества Y . Тождественное включение X → Y опре-

деляет тождественный гомоморфизм s0 : W (X) →W (Y ),

s0 : H(X) → H(Y ), s0∗ : HalΦΘ(X) → HalΦΘ(Y ).

Обозначим через u сжатую формулу из HalΦΘ(X), соответствующую формуле u ∈ H типа X.
Пусть теперь u и v—две формулы сортов соответственно X1 и X2. Назовем эти формулы эквива-
лентными, если для некоторого Y , содержащего X1 и X2, справедливо равенство

s01u = s02v,

которое дает
s01u = s02v.

Формула u ∈ H(X) называется элементарной, если ее можно выразить атомной формулой мно-
жества MX в терминах сигнатуры LX .
Следующая теорема— это теорема об устранении операции типа s ∈ SΘ.

Теорема 4. Каждая формула u в алгебре чистых формул H эквивалентна некоторой эле-
ментарной формуле.

Доказательство. Обозначим через H0 подмножество H, определенное с помощью следующего
правила: u ∈ H0(X), если формула u эквивалентна некоторой элементарной формуле. Ясно, что
множество всех атомных формул M есть часть множества H0. Проверим, что H = H0. Достаточно
убедиться, что H0 —подалгебра в H.
Сделаем несколько замечаний о понятии эквивалентности двух формул.
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Пусть v—элементарная формула типа Y и пусть задано включение s0 : W (Y ) → W (Y ′). Тогда
формула s0v эквивалентна элементарной формуле типа Y ′. В самом деле, возьмем формулу v′ из
H(Y ′), запись которой совпадает с v, но в множестве MY ′ . Эта v′ есть элементарная формула;
легко понять, что s0v = v′. Последнее означает, что s0v и v′ эквивалентны.
Пусть теперь u и v—две эквивалентные формулы соответственно типа X1 и X2, а Y —множе-

ство, содержащее X1 и X2 с включениями

s01 : W (X1) →W (Y ), s02 : W (X2) →W (Y )

такими, что выполнено s01ū = s02v̄. Возьмем теперь произвольное множество Y ′, содержащее Y , с
включением s0 : W (Y ) →W (Y ′). Тогда имеем также и включения

s0s01 : W (X)1) →W (Y ′), s0s02 : W (X2) →W (Y ′),

причем
(s0s01)u = s0(s01u) = s0(s02v) = (s0s02)v, (s0s01)u = (s0s02)v.

Таким образом, видно, что наряду с множеством Y1, содержащим X1 и X2, можно использовать
любое Y ′, содержащее Y , в определении эквивалентности двух формул. Используя эти замечания,
легко проверить, что каждое множество H0(X) замкнуто относительно операций сигнатуры LX .
Теперь нужно только убедиться в том, что множество H0 инвариантно относительно операций
типа s.
Возьмем s : W (X) →W (Y ); пусть u—формула в H0(X). Проверим, что su ∈ H0(Y ).
Формула u эквивалентна элементарной формуле. Рассмотрим сначала ситуацию, в которой u

сама элементарна. Применим индукцию по записи формулы u в атомных формулах множества
MX . Здесь X —фиксированное множество, тогда как Y и s : W (X) →W (Y ) произвольны.
Если u—атомарная формула, то формула su эквивалентна атомарной, элементарной формуле.
Пусть теперь u1 и u2 типа X —элементарные формулы, а su1 и su2 эквивалентны элементарным

формулам v1 и v2. Формулы su1 и su2 имеют тип Y . Пусть Y1 — тип формулы v1, а Y2 — тип
формулы v2. Тогда существует множество Y ′, содержащее Y , Y1, Y2 с включениями

s0 : W (Y ) →W (Y ′), s01 : W (Y1) →W (Y ′), s02 : W (Y2) →W (Y ′),

такое, что выполнено
(s0s)u1 = s01v1, (s0s)u2 = s02v2.

Возьмем u = u1 ∨ u2. Имеем

su = su = s(u1 ∨ u2) = su1 ∨ su2;

(s0s)u = s0(su1 ∨ su2) = (s0s)u1 ∨ (s0s)u2 = s01v1 ∨ s02v2 = s01v1 ∨ s02v2.
Воспользуемся первым замечанием об эквивалентности формул. Имеем

(s0s)u = s01v1 ∨ s02v2 = v′1 ∨ v′2 = v′1 ∨ v′2 = v′.

Формула v′ = v′1 ∨ v′2 —элементарная формула типа Y ′, а su ∈ H0(Y ).
Аналогично проверяется, что если u = u1 ∧ u2 или u = ¬u1, то su ∈ H0(Y ).
Рассмотрим далее случай u = ∃xu1. Как и ранее, u и u1 имеют тип X и элементарны, а

предположение индукции выполнено для u1, т7е. su1 эквивалентна элементарной формуле для
любого s.
Обратимся к формулам su = s∃xu1 и su = su = s∃xu1.
Переменная x принадлежит множеству X, а su—множеству H(Y ). Расширим множество Y до

Y ′, добавляя произвольную переменную y′ к Y . Пусть s0 : W (Y ) → W (Y ′)— соответствующее
тождественное включение. Перейдем к s0s : W (X) → W (Y ′) и рассмотрим гомоморфизм s1 :
W (X) →W (Y ′), действующий как s0s на всех элементах из X, кроме x, и s1x = y′. Имеем

(s0s)u = (s0s)∃xu1 = s1∃xu1.

Элемент y′ = s1x не принадлежит записи любых s1x1, x1 	= x по построению. Тогда

(s0s)u = ∃y′s1u1.
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Согласно предположению индукции элемент s1u1 эквивалентен элементарной v. Пусть v имеет
тип Y1, а s1u1 — тип Y ′. Возьмем множество Y ′

1 , содержащее Y1 и Y ′; пусть s01 : W (Y1) → W (Y ′
1),

s02 : W (Y ′) → W (Y ′
1)— тождественные включения. Тогда (s02s1)u1 = s01v. Имеем также, что

(s02s
0s)u = s02s1∃xu1 = s02∃y′s1u1 = ∃y′s02s1u1 = ∃y′s01v = ∃y′v1, где v′—элементарная формула

типа Y ′
1 . это же верно и для формулы ∃y′v′. Имеем

(s02s0)(su) = ∃y′v′, su ∈ H0(Y ).

Это равенство справедливо для каждой элементарной формулы u в H0(X).
Рассмотрим случай, когда u не обязательно элементарна. Формула u эквивалентна элементарной

формуле u′, например, типа X1. Возьмем множество X ′ с включениями s0 : W (X) → W (X ′) и
s01: W (X1) → W (X ′), а также с условием s0u = s0u = s01u

′ = s01u
′. Так как u′—элементарная

формула, то s01u
′ = v, где v—элементарная формула типа X ′. Таким образом, s0u = v.

Выберем множество Y ′, содержащее Y , с коммутативной диаграммой
W (X) �s W (Y )

�
s0

�
s02

W (X ′) �s1 W (Y ′)

где s0, s02 —включения, а s1s0 = s02s. Применим ее к u:

s1s
0u = s02su = s1v.

Здесь v—элементарная формула типа Y ′, а следовательно, формула s1v эквивалентна элементар-
ной формуле v1. Пусть v1 имеет тип Y1, а множество Y ′

1 содержит Y1 и Y ′. Имеем включения
s03 : W (Y ′) → W (Y ′

1), s
0
4 : W (Y1) → W (Y ′

1) с условием s03s1v = s04v1 = s04v1 = v′, где v′—элемен-
тарная формула типа Y ′

1 . Теперь

s03s1v = s03s
0
2su = v′, (s03s

0
2)(su) = v′.

Таким образом, формула su эквивалентна элементарной формуле, т.е. su ∈ H0(Y ). Теорема дока-
зана.

4.2. Дополнительные замечания. Заметим прежде всего, что если задан тип X формулы u,
то одновременно выделяется пространство, в котором лежит значение формулы Valf (u). Формула
y2 ≡ 2px определяет параболу в двумерном вещественном пространстве, если X = {x, y}. Эта же
формула для X = {x, y, z} задает цилиндр в трехмерном пространстве.
Формулы u и v рассматриваются как разные, если они имеют различный тип. С другой стороны,

можно рассмотреть другую эквивалентность таких формул.
Пусть u и v соответственно имеют типы X1 и X2. Будем рассматривать их как эквивалент-

ные, если для некоторого Y , содержащего X1, X2, выполнено равенство s01u = s02v, где s
0
1 и s02

определены так же, как и выше. При X1 = X2 формулы u и v эквивалентны, если они совпадают.
Используя эту новую эквивалентность, можно связать односортные и многосортные алгебры

Халмоша. К этому вопросу вернемся позже.

Предложение 1. Для каждого гомоморфизма σ : HalΘ(Φ) → HalΘ(G) существует модель
(G,Φ, f) с условием σ = Valf .

Доказательство. Для каждой n-арной ϕ ∈ Φ фиксируем множество Xϕ = {x1, . . . , xn} и рассмот-
рим атомарную формулу ϕ(x1, . . . , xn) типа X = Xϕ. Все эти ϕ(x1, . . . , xn) и равенство x ≡ y типа
{x, y} порождают всю алгебру HΘΦ. Обозначим это множество генераторов через M0.
Определим

f(ϕ) = (σϕ(x1, . . . , xn))π.

Здесь биекция π : Hom(W (X), G) → G(n) определяется как

π(μ) = (μ(x1), . . . , μ(xn))

для каждого μ : W (X) → G. Тем самым определена модель (G,Φ, f).



26 Б. ПЛОТКИН

Нужно проверить, что σ = Valf . Имеем

Valf (ϕ(x1, . . . , xn)) = f(ϕ)π
−1

= (σϕ(x1, . . . , xn))ππ
−1

= σϕ(x1, . . . , xn).

Здесь было использовано определение функции Valf на атомных формулах. Что же касается ра-
венств, то заметим, что, согласно определению гомоморфизма, каждое σ должно быть корре-
лировано с равенствами. Это означает, в частности, что σ(x ≡ y) должно быть равенством в
Hom(W (x, y), G). По определению, имеем σ(x ≡ y) = Valf (x ≡ y). Таким образом, равенство
σ = Valf справедливо на образующих, а значит, и всегда справедливо.

Рассмотрим подробнее ядра гомоморфизмов и фильтры в многосортных алгебрах Халмоша.
Пусть τ : H → H ′— гомоморфизм многосортных алгебр Халмоша. Для каждого X ∈ Γ0 суще-

ствует гомоморфизм кванторных X-алгебр с равентствами

τX = τ(X) : H(X) → H ′(X).

Его ядро U(X) = Ker(τX) есть полный кообраз единицы; это булев фильтр в H(X), совместимый с
кванторами. Условие совместности с кванторами означает, что ∀xu ∈ U(X) выполнено для каждого
x ∈ X и каждого u ∈ U(X).
Здесь, как обычно, ∀u = ¬(∃x¬u). Говорят, что фильтр U(X) инвариантен относительно уни-

версальных кванторов ∀x, x ∈ X.
Отметим также условия совместности с операциями типа s ∈ SΘ: для каждого s : W (X) →

W (Y ) и каждого u ∈ U(X) имеем su ∈ U(Y ).
Ядро Ker(τ) = U есть множество всех U(X) = Ker(τX) для всех X ∈ Γ0. Все эти U(X) совме-

стимы с универсальными кванторами и операциями типа s. Этим определен фильтр многосортной
алгебры Халмоша. Непосредственная проверка показывает, что такие фильтры и гомоморфизмы
связаны корректно. Кроме того, определены идеалы многосортных алгебр Халмоша.
Фильтр U называется тривиальным, если он всегда состоит только из единицы алгебры H.

Если U(X) = H(X) выполняется для каждого X, то U называется несобственным фильтром.
Такие фильтры всегда существуют в любом H. Если не существует никаких других фильтров в
H, то алгебра H называется простой.
Повторяя рассуждения из [12], можно доказать, что каждая алгебра HalΘ(G) и все ее подал-

гебры— простые алгебры Халмоша и только они являются простыми алгебрами Халмоша (см.
раздел 4.3).
Кроме того, будет доказано (см. лемму 2), что каждая алгебра Халмоша полупроста: она ап-

проксимируется простыми. Доказательство теоремы 1 (см. раздел 4.3) использует все, что сказано
выше.
Рассмотрим понятие носителя элемента алгебры Халмоша. Пусть H —алгебра Халмоша, а u—

ее элемент типа X. носитель Δu элемента u определяется по правилу

Δu = ΔXu = {x ∈ X | ∃xu 	= u}.
Это условие означает, что данный элемент x существенно участвует в «записи» элемента u. Тем
не менее, говоря о записи элемента, нужно соблюдать осторожность. Например, элемент su = v
для s : W (X) → W (Y ) и u ∈ H(X) имеет тип Y и его носитель вычисляется в Y . Тогда все, что
входит в запись u в H(X), не входит в запись элемента v.
Таким образом, переменные, не принадлежащие множеству X, могут участвовать в записи

элемента данного типа X, если операции типа s включены в эту запись. Эти наблюдения форма-
лизуются в алгебре формул HalΘ(Φ). Для элементарных формул носитель формулы и переменные,
участвующие в записи, точно скоординированы. На самом деле понятие носителя элемента в произ-
вольной многосортной алгебре Халмоша требует специального рассмотрения. Например, что можно
сказать о связи между носителями ΔY (su) и ΔX(u), если u имеет тип X, а s : W (X) → W (Y )
задано? Можно считать, что такие соотношения учитывают переходы от переменных x ∈ X к
носителю элементов sx ∈W (Y ) (см. также [12]).

Предложение 2. Если τ : H → H ′— гомоморфизм алгебр Халмоша, то ΔX(τu) ⊂ ΔX(u) для
каждого u ∈ H типа X.
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Доказательство. Пусть x ∈ X и ∃xτ(u) = τ(∃xu) 	= τu. Тогда ∃xu 	= u, x ∈ ΔX(u).

Такое свойство называется координацией между гомоморфизмами и носителями элементов.
Ранее было определено множество образующих M0. то множество можно рассматривать как

многосортное множество. Носители формул из M0 есть Δϕ(x1, . . . , xn) = Xϕ = {x1, . . . , xn},
Δ(x ≡ y) = {x, y}. Пусть H ′—произвольная алгебра Халмоша. Многосортное отображение τ :
M0 → H ′ называется скоординированным с носителями элементов, если для каждого ϕ ∈ Φ и
каждого X ∈ Γ0 с Xϕ ∪ {x, y} ⊂ X справедливы формулы

ΔX(τϕ(x1, . . . , xn)) ⊂ Xϕ, ΔXτ(x ≡ y))) ⊂ {x, y}.
Каждое такое τ единственным образом продолжается до τ : M → H ′.
Возьмем w,w′, w1, . . . , wn типа Y и рассмотрим s : W (X) → W (Y ) с s(x) = w, s(y) = w′,

s(x1) = w1, . . . , s(xn) = wn. Положим

τ(ϕ(w1, . . . , wn)) = sτ(ϕ(x1, . . . , xn)), τ(w ≡ w′) = sτ(x ≡ y).

Проверим, что это определение не зависит от выбора s.
Рассмотрим множество переменных X0 = {x, y, x1, . . . , xn} ⊂ X; пусть s′ совпадает с s на

множестве X0. Возьмем z ∈ X \X0. Имеем

sτ(ϕ(x1, . . . , xn)) = s∃zτϕ(x1, . . . , xn) = s′∃zτϕ(x1, . . . , xn) = s′τϕ(x1, . . . , xn).

Здесь τϕ(x1, . . . , xn) = ∃zτϕ(x1, . . . , xn) по определению τ , а z не принадлежит носителю при
τϕ(x1, . . . , xn). Переход от s к s′ выполняется в соответствии с правилами алгебры Халмоша.
Аналогично, sτ(x ≡ y) = s′τ(x ≡ y). Таким образом, τ : M → H ′. Проверим, что отображение τ
корректно, а потому оно единственным образом продолжается до гомоморфизма τ : HalΘ(Φ) → H ′.
Возьмем некоторое s : W (X) → W (Y ); пусть w,w′, w1, . . . , wn имеют тип X. Возьмем также

множество X0, содержащее переменные x, y, x1, . . . , xn; пусть s0 : W (X0) → W (X) определяется
как и выше s. Тогда

τϕ(sw1, . . . , swn) = τϕ(ss0x1, . . . , ss0xn) = ss0τϕ(x1, . . . , xn) =

= sτϕ(s0x1, . . . , s0xn) = sτϕ(w, . . . , wn).

Аналогично, τ(sw ≡ sw′) = sτ(w ≡ w′). Следовательно, отображение τ корректно. Это свойство
упоминалось в теореме 2. Следующее предложение также относится к важным свойствам алгебры
HalΘ(Φ).

Предложение 3. Пусть α : H → H ′— сюръективный гомоморфизм двух (многосортных)
алгебр Халмоша. Пусть задан гомоморфизм β : HalΦΘ → H ′. Тогда существует : γ : HalΦΘ → H
такое, что αγ = β.

Доказательство. Воспользуемся сначала вспомогательным замечанием. Пусть h—элемент H ти-
па X. Тогда ΔX(α(h)) ⊂ ΔX(h). Покажем, что существует элемент h1 в H типа X такой, что
α(h) = α(h1) и ΔX(h1) = ΔXα(h1).
Возьмем

Y = ΔX(h)\ΔX(α(h));
пусть h1 = ∃(Y )h. Так как Y не пересекает носитель элемента α(h), то

α(h1) = α(∃Y h) = ∃(Y )α(h) = α(h).

Кроме того,
ΔX(h1) = ΔX(h)\Y = ΔXα(h) = ΔXα(h1)

и ΔX(h1) = ΔXα(h1).
Воспользуемся теперь этим замечанием. Для каждого базисного элемента u типа X в HalΦΘ

возьмем β(u). Это элемент типа X в H ′. Возьмем элемент h ∈ H с α(h) = β(u). Рассмотрим h1

такой, что α(h1) = α(h) = β(u) и

ΔX(h1) = ΔXα(h1) = ΔXβ(u) ⊂ ΔX(u).
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Обозначим γ(u) = h1. Таким образом, для каждого u имеем

ΔX(γ(u) = ΔX(h1) ⊂ ΔX(u).

Это означает, что определен гомоморфизм γ : HalΦΘ → H.
Для каждого базиса u имеем (αγ)(u) = α(h1) = α(h) = β(u). Тогда (αγ)(u) = β(u) для каждого

u, т.е. αγ = β. Предложение доказано

Перейдем теперь к доказательству теоремы 3.

Доказательство теоремы 3. Следующая коммутативная диаграмма вытекает из определений:

H �Valf HalΘ(G)
�

�
�� �

�
��
Valf

HalΘ(Φ)

Это означает, что Valf (u) = Valf (u) выполняется для каждой формулы u ∈ H. Если теперь u = v,
то Valf (u) = Valf (u) = Valv(v) = Valf (v). Это верно для каждой модели (G,Φ, f). Таким образом,
из u = v следует семантическая эквивалентность формул u и v.
Обратно, пусть u и v семантически эквивалентны. Применим тот факт, что каждая алгебра

Халмоша полупроста. В частности, алгебра HalΘ(Φ) полупроста. Имеем систему гомоморфизмов
σα : HalΘ(Φ) → HΘ(Gα), α ∈ I, таких, что если σα(u) = σα(v) при всех α, то u = v. Здесь
каждый σα можно представить как Valfα с помощью модели (Gα,Φ, fα). Если u и v— семантически
эквивалентные формулы в HalΘ(Φ), то Valfα(u) = Valfα(v), σα(u) = σα(v) для всех α ∈ I. Это
дает u = v.

Заметим, что аналогичное рассуждение не пригодно, например, для алгебры H̃. Здесь σ : H̃ →
HalΘ(G) можно представить как σ = Valf в том и только том случае, если σ скоординировано с
соотношениями (∗).

4.3. Некоторые доказательства. Здесь дается доказательство теоремы 1.
Наряду с фильтрами рассмотрим идеалы. Идеал U алгебры Халмоша H индуцирует в H(X)

булев идеал U(X) для каждого X ∈ Γ0, который инвариантен относительно кванторов ∃x, x ∈
X, и для каждого s : W (X) → W (Y ) из u ∈ U(X) следует su ∈ U(Y ). Идеалы и фильтры
двойственны. Нулевой идеал есть идеал U , для которого все U(X) нулевые. Идеал U тривиален,
если U(X) = H(X) для всех X. Алгебра H проста в том и только том случае, если она не имеет
никаких других идеалов.

Лемма 1. Каждая алгебра HalΘ(G) и все ее подалгебры просты.

Доказательство. Рассмотрим непустое подмножество A в Hom(W (X), G). Применим квантор
∃(X) = ∃x1 . . .∃xn, X = {x1, . . . , xn}. Гомоморфизм μ : W (X) → G принадлежит множеству
∃(X)A, если μ совпадает с некоторым ν : W (X) → G вне X. Так как вне X нет перемен-
ных, то каждый μ принадлежит ∃(X)A; ∃XA = Hom(W (X), G). Он является единицей алгебры
Bool(W (X), G).
Пусть теперь H —произвольная алгебра Халмоша такая, что ∃Xa = 1 выполняется для каждого

ненулевого элемента a ∈ H(X) при каждом X ∈ Γ0. Проверим, что H полупроста. Пусть U —
ненулевой идеал в H. Для некоторого X имеем U(X) 	= 0 и в U(X) существует ненулевой
элемент a. Получаем ∃xa = 1, т.е. U(X) содержит единицу. Тогда U(X) = H(X). Для любого
s : W (X) →W (Y ) имеем su ∈ U(Y ) при u ∈ U(X). Если u— единица в H(X), то su— единица в
H(Y ), U(Y ) содержит единицу, а U(Y ) = H(Y ). Идеал U тривиален, т.е. алгебра HalΘ(G) и все
ее подалгебры просты.

Позже будет доказано, что каждая простая алгебра Халмоша является подалгеброй некоторой
алгебры HalΘ(G).
Воспользуемся следующим определением.
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Пусть H —многосортная алгебра Халмоша. Скажем, что эта алгебра односортно представима,
если существует односортная алгебра Халмоша H(X0) = H0 такая, что выполнены следующие
условия.

1) Каждому включению s0 : W (X) → W (X0) соответствует булево включение s0 : H(X) →
H(X0), естественным образом скоррелированное с кванторами и равенствами.

2) Каждой коммутативной диаграмме

W (X) �s W (Y )

�
s0X �

s0Y

W (X0) �s′ W (X0)
соответствует диаграмма

H(X) �s H(Y )

�
s0X �

s0Y

H0 �s′ H0

Как и в [12], можно доказать, что каждая H представима. Это легко проверить непосредственно
для алгебр HalΘ(Φ) и HalΘ(G). Это понятие устанавливает связи между многосортными и одно-
сортными алгебрами Халмоша. Этот факт о представимости используется в следующей теореме.

Теорема 5. Каждая алгебра Халмоша полупроста.

Доказательство. Пусть задано представление H → H0. Для каждого элемента a ∈ H0 существу-
ет максимальный булев идеал V , не содержащий элемента a. Пусть V∗—идеал алгебры Халмоша
H0, определенный по следующему правилу: элемент u ∈ H0 принадлежит V∗, если ∃(X0)u ∈ V .
Можно представлять себе, что алгебра H0 локально конечна. Тогда ∃X0u = ∃(X)u, где X ∈ Γ0.
Доказывается, что V∗ есть максимальный идеал алгебры Халмоша H0 и что V∗ ⊂ V (см. [12]).
На основе V∗ строим идеал U в многосортной алгебре H. Для каждого конечного X ⊂ X0

обозначим через U(X) множество элементов u ∈ H(X), для которых s0u ∈ V∗. Здесь s0 : H(X) →
H(X0) = H0 — естественное вложение.
Легко проверить, что U(X) есть булев идеал в H(X), сохраняющий квантор ∃(X). Проверим

также, что если u ∈ U(X), то su ∈ U(Y ) для каждого s : W (X) → W (Y ). Рассмотрим коммута-
тивную диаграмму

H(X) �s H(Y )

�
s0X �

s0Y

H0 �s′ H0

Имеем s0Y s = s′s0X . Требуется, чтобы s0Y (su) ∈ V∗. Теперь s0Y su = s′s0Xu. По условию, s0Xu ∈
V∗. Тогда s′s0Xu ∈ V∗, s0Y (su) ∈ V∗. Следовательно, U есть идеал алгебры H. Покажем, что U
есть максимальный идеал. Пусть U1 —больший идеал. Идеал U∗ в H0, определенный U1, ему
соответствует, а U∗ > V∗. Так как V∗ максимален, то U∗ = V∗. Должно быть U1(X) > U(X) для
некоторого конечного X. Пусть u ∈ U1(X) \ U(X). Имеем s0u ∈ U∗ = V∗, но тогда u ∈ U(X).
Полученное противоречие означает, что идеал U максимален.
Далее возьмем элемент a ∈ H(X) и s0a ∈ H0. Элемент s0a определяет максимальный булев

идеал V и, соответственно, идеал V∗ алгебры Халмоша. Пусть U —фильтр алгебры Халмоша H,
соответствующий V∗. Обозначим U = Ua. Возьмем эти Ua для всех ненулевых элементов a ∈ H
различных типов X.
Все Ua суть максимальные идеалы в H, а их пересечение есть нулевой идеал. Это означает, что

алгебра H полупроста, поскольку она аппроксимируется простыми алшебрами.

Лемма 2. Каждая простая алгебра H изоморфна некоторой подалгебре алгебры типа
HalΘ(G).

Доказательство. Пусть H —простая алгебра, а H0 —некоторое множество, порожденное эле-
ментами из H. Для каждого h ∈ H0 возьмем символ соотношения ϕ. Если h имеет тип
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X = {x1, . . . , xn}, то ϕ является n-арным. Рассмотрим соответствие ϕ(x1, . . . , xn) → h. Напо-
мним, что каждая алгебра H рассматривается как алгебра с равенствами. Тогда формула w ≡ w′
ассоциируется с с соответствующим равенством в H.
Соберем все ϕ в множество Φ и рассмотрим соответствующую свободную алгебру H̃ для Φ и

Θ. Это дает гомоморфизм алгебры H̃ в алгебру H. Пусть идеал U есть ядро такого гомоморфизма.
Используем здесь односортное представление алгебр H̃ и H; пусть идеал U0 соответствует идеалу
U в алгебре H̃0. Алгебра H̃0 есть свободная односортная алгебра Халмоша. Возьмем фильтр T0,
соответствующий идеалу U0. Так как алгебра H проста, то фильтр T0 максимален, а U —макси-
мальный идеал. Фильтр T в алгебре H, ассоциированный с идеалом U , соответствует фильтру T0.
Фильтр T0 определяет некоторую модель (G,Φ, f), в которой справедливы множество формул

T0, а также все формулы фильтра T . Возьмем Valf : H̃ → HalΘ(G) для f . Здесь T = Ker(Valf ).
Отсюда следует, что алгебра H изоморфна некоторой подалгебре в HalΘ(G).

Из лемм 1 и 2 и теоремы 5 следует теорема 2 с помощью характеризации типа теорем Биркгоффа
многообразий алгебр Халмоша.

5. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ЛОГИКЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

5.1. Множества формул и алгебраические множества. Фиксируем конечное множество X.
Пусть W = W (X)— свободная алгебра над X в данном многообразии Θ. Множество символов Φ
соотношений и модель (G,Φ, f), G ∈ Θ также фиксируются. Рассмотрим множество гомоморфизмов
Hom(W,G) как аффинное пространство (см. также п. 1.3) .
Теперь рассмотрим множества A точек μ : W → G в этом пространстве и множества T формул

в алгебре HalΦΘ(X). Установим следующее соответствие Галуа для данной модели (G,Φ, f):

T f = A =
⋂
u∈T

Valf (u) =
{
μ
∣∣ T ⊂ Log Ker(μ)

}
,

Af = T =
{
u
∣∣ A ⊂ Valf (u)

}
=
⋂
μ∈A

Log Ker(μ).

В каждой строке имеем три равенства, два первых из которых— определения, а третье — легко
проверяемое соотношение. Эти равенства в действительности выполняются и определяют соответ-
ствие Галуа. Оно обобщает стандартное соответствие в классической алгебраической геометрии, а
также соответствие Галуа в эквациональной геометрии в многообразии Θ для алгебры G ∈ Θ.
Множество A вида A = T f для некоторого T называется алгебраическим множеством или

замкнутым множеством (алгебраическим многообразием) над моделью (G,Φ, f). Используется
также термин «элементарное множество».
Множество T вида T = Af для некоторого A есть булев фильтр в булевой алгебре HalΦΘ(X).

Назовем его f -замкнутым булевым фильтром. Если A—алгебраическое множество, то рассмот-
рим фильтр T = Af как теорию множества A в алгебре HalΦΘ(X).
Рассмотрим теперь булеву алгебру HalΦΘ(X)

/
Af . Она является координатной алгеброй для

данного A. Имеем следующее вложение:

HalΦΘ(X)
/
Af →

∏
μ∈A

HalΦΘ(X)
/

Log Ker(μ).

Его правая часть есть декартово произведение двухэлементных алгебр.
Можно рассмотреть замыкания Aff для каждого множества A и T ff для каждого T . Следующее

предложение устанавливает прямую связь между T и T ff .

Предложение 4. v ∈ T ff в том и только том случае, если (инфинитная) формула( ∧
u∈T

u

)
→ v справедлива в модели (G,Φ, f).

Доказательство. Эта формула выполняется в (G,Φ, f) в том и только том случае, если для
произвольной точки μ : W → G включение μ ∈ Valf (u) вытекает из включения μ ∈ Valf (u) для



АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ЛОГИКЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 31

всех u ∈ T . Пусть эта формула справедлива в модели. Докажем, что v ∈ T ff . По определению,

T ff =
⋂
μ∈T f

Log Ker(μ).

Нужно доказать, что если μ ∈ T f , то v ∈ Log Ker(μ). Имеем

T f =
⋂
u∈T

Valf (u).

Следовательно, μ ∈ T f дает μ ∈ Valf (u) для всех u ∈ T . Кроме того, μ ∈ Valf (v), v ∈ Log Ker(μ)
по условию предложения. Поэтому v ∈ T ff .
Пусть теперь v ∈ T ff . Докажем, что эта формула выполняется в (G,Φ, f).
Возьмем некоторое μ : W → G; пусть μ ∈ Valf (u) для всех u ∈ T . Нужно доказать, что

μ ∈ Valf (v). Имеем
μ ∈

⋂
u∈T

Valf (u) = T f , T ff ⊂ Log Ker(μ).

Здесь v ∈ T ff означает, что v ∈ Log Ker(μ), μ ∈ Valf (v). Предложение доказано.

Следствие 1. Если u—формула, то v ∈ uff в том и только том случае, если формула u→ v
выполняется в модели.

Это утверждение представляет собой версию теоремы Гильберта о нулях (Nullstellensats) в
алгебраической геометрии.

5.2. Соответствие Галуа и морфизмы. В дальнейшем соответствия Галуа будут ассоциировать-
ся с морфизмами категорий. В случае HalΘ(G) гомоморфизмы s : W (X) → W (Y ) дают отобра-
жения s∗ и s∗ для булеанов. Определим теперь действие s∗ и s∗ на множестве формул T . Если
T ⊂ HalΘ(Φ)(Y ), то s∗T —множество формул в HalΘ(Φ)(X), определенных по правилу

u ∈ s∗T ⇔ s∗u ∈ T.

Если T ⊂ HalΘ(Φ)(X), то s∗T ⊂ HalΘ(Φ)(Y ) и

s∗T = {s∗u | u ∈ T}.
Теорема 6. Правила совместимости имеют следующий вид:
1) если T ⊂ HalΘ(Φ)(X), то

(s∗T )f = s∗T f = sT f ;
2) если A ⊂ Hom(W (Y ), G), то

(s∗A)f = s∗Af .

Доказательство. Воспользуемся следующими определениями:

T f =
⋂
u∈T

Valf (u); Af = {u | A ⊂ Valf (u)}.

Докажем первое правило. В силу s∗T ⊂ HalΘ(Φ)(Y ) имеем (s∗T )f , s∗T f ⊂ Hom(W (Y ), G). Рас-
смотрим точку ν : W (Y ) → G. Пусть ν ∈ (s∗T )f =

⋂
u∈s∗T

Valf (u), u = sv, v ∈ T .

Для каждого v ∈ T имеем

ν ∈ Valf (sv) = sValf (v) = s∗ Valf (v).

Следовательно, для каждого v ∈ T имеем νs ∈ Valf (v) и νs ∈ T f =
⋂
v∈T

Valf (v), ν ∈ sT f .

Обратно, пусть ν ∈ sT f , νs ∈ T f =
⋂
v∈T

Valf (v). Тогда νs ∈ Valf (v), ν ∈ sValf (v) = Valf (sv) для

каждого v ∈ T . Поэтому

ν ∈
⋂
v∈T

Valf (sv) =
⋂

u∈s∗T
Valf (u) = (s∗T )f .
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Рассмотрим второе правило. Здесь s∗A ⊂ Hom(W (X), G) и (s∗A)f , s∗Af ⊂ HalΘ(Φ)(X). Пусть u ∈
(s∗A)f , откуда следует, что s∗A ⊂ Valf (u). Следовательно, νs ∈ Valf (u), ν ∈ sValf (u) = Valf (su),
A ⊂ Valf (su), su ∈ Af , u ∈ s∗Af для каждого ν ∈ A.
Обратно, пусть u ∈ s∗Af , su ∈ Af , A ⊂ Valf (su) = sValf (u). Тогда νs ∈ Valf (u), s∗A ⊂ Valf (u),

u ∈ (s∗A)f для каждого ν ∈ A.

Эти правила индуцируют хорошую согласованность между соответствиями Галуа в логике и
морфизмами в категориях HalΘ(Φ) и HalΘ(G).

5.3. Решетки и топология. Введем здесь функции Clf и Alvf , определенные для произвольного
W = W (X).
Множество Alvf (W ) есть множество всех алгебраических множеств для данной модели (G,Φ, f)

в аффинном пространстве Hom(W (X), G).
Множество Clf (W ) есть множество всех f -замкнутых фильтров T в булевой алгебре

HalΘ(Φ)(X).

Предложение 5. Множества Alvf (W ) и Clf (W ) являются двойственно изоморфными ре-
шетками.

Доказательство. Пусть A,B ∈ Alvf (W ), A = T f1 , B = T f2 . Тогда A ∩ B = (T1 ∪ T2)f , A ∩ B ∈
Alvf (W ).
1. Если A = T f —алгебраическое множество, то sA также алгебраическое множество.
2. Если T = Af f -замкнуто, то sT = s∗T также f -замкнуто.
Обозначим множество всех u ∧ v, u ∈ T1, v ∈ T2, через T1 ∧ T2. Тогда A ∪ B = (T1 ∩ T2)f ,

A∪B ∈ Alvf (W ). Поэтому Alvf (W )—решетка, являющаяся подрешеткой решетки Bool(W (X), G),
которая, в свою очередь, является дистрибутивной решеткой.
Пусть теперь T1, T2 ∈ Clf (W ), T1 = Af , T2 = Bf . Тогда T1 ∩ T2 = Af ∩ Bf = (A ∪ B)f ,

T1 ∩ T2 ∈ Clf (W ). Тем не менее нельзя утверждать, что T1 ∪ T2 также принадлежит Clf (W ),
поскольку объединение фильтров может и не быть фильтром. Поэтому введем новую операцию

T1∪T2 = (T1 ∪ T2)ff .

В результате получим решетку Clf (W ). Проверим, что решетки Alvf (W ) и Clf (W ) двойственно
изоморфны. Отсюда будет следовать, что решетка Clf также дистрибутивна.
Переход f определяет биекцию между алгебраическими множествами в Hom(W,G) и f -

замкнутыми фильтрами в HalΘ(Φ)(X). Другими словами, имеем биекции

f : Alvf (W ) → Clf (W ), f : Clf (W ) → Alvf (W ).

Пусть A,B ∈ Alvf (W ). Тогда

(A ∩B)f = (T f1 ∩ T f2 )f = (T1 ∪ T2)ff = T1∪T2,

где T1 = Af , T2 = Bf . Таким образом,

(A ∩B)f = Af∪Bf .

Теперь нужно доказать, что
(A ∪B)f = Af ∩Bf .

Поскольку множество A ∪B замкнуто, то надо проверить, что (Af ∩Bf )f = A ∪B. Имеем
Af ∩Bf = (A ∪B)f , (Af ∩Bf )f = (A ∪B)ff = A ∪B.

Предложение доказано.

Можно рассматривать функцию Clf : Θ0 → Set как функтор. Однако это не совместимо с
решеткой Clf (W ) в данном случае. С другой стороны, функция Alvf : Θ0 → Set совместима с
решеткой и можно рассмотреть функтор

Alvf : Θ0 → Lat,

где Lat—категория решеток.
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Рассмотрим функцию Alvf как многосортное множество. Имеем Alvf (X) = Alvf (W (X)) для
каждого X ∈ Γ0. Тогда Alvf —подмножество алгебры HalΘ(G), которую можно трактовать как
многосортную решетку, инвариантную относительно операций типа s ∈ SΘ.
Вернемся к гомоморфизму Valf : HalΘ(Φ) → HalΘ(G). Пусть Rf —образ этого гомоморфизма.

Он является подалгеброй в HalΘ(G). Каждый элемент A ∈ Rf имеет вид A = Valf (u). Это есть
алгебраическое множество, определенное одноэлементным множеством T , состоящим из элемента
u. Назовем такие алгебраические множества простыми.
Все простые алгебраические множества для данной модели (G,Φ, f) образуют подалгебру алге-

бры Халмоша HalΘ(G).
Как известно, каждая формула u эквивалентна некоторой элементарной формуле v. В дальней-

шем с ними будут связаны многообразия Valf (u) и Valf (v).
Заметим далее, что основное внимание в группам и других структурах классической алгебраиче-

ской геометрии и эквациональной геометрии уделяется свойствам индивидуальных алгебраических
множеств. Наиболее важная цель состоит в получении некоторого описания системы всех решений
уравнений.
Уделим здесь основное внимание решеткам и категориям алгебраических множеств. Свойства

индивидуальных алгебраических множеств составляют отдельную тему.
Сделаем несколько замечаний о топологиях в пространстве Hom(W,G), ассоциированными с ал-

гебраическими множествами, а именно, с обобщенными топологиями Зарисского. Замкнутые мно-
жества здесь— алгебраические множества. Тем не менее, естественно ограничиться рассмотрением
множеств, определяемых семейством положительных формул, записываемых без отрицаний. Хо-
рошая топология предполагает также, что здесь нет кванторов. Будем говорить об алгебраических
множествах, определяемых семейством универсальных положительных формул, и рассматривать
топологию Зарисского.

Пример 1. Начнем с с классического многообразия Θ коммутативных и ассоциативных алгебр
с единицей над полем вещественных чисел. Рассмотрим единственное отношение (отношение по-
рядка) как Φ. Модель (G,Φ, f) есть поле вещественных чисел, в котором естественным образом
реализуется отношение порядка. Пусть X = {x, y}. Соответствующая алгебра W есть алгебра
вещественных полиномов от двух переменных x и y. Пространство Hom(W,G) реализуется как
вещественное пространство.
Легко понять, что в этом случае соответствующая обобщенная топология Зарисского совпадает с

естественной топологией, тогда как обычная топология Зарисского с ней не совпадает. Рассмотрим,
в частности, круг x2 + y2 � a2. Он замкнут в естественной топологии, но не замкнут в обычной
топологии Зарисского. Этот же круг можно задать формулой ∃z(x2 + y2 + z2 = a2). Множество Φ
здесь пусто, но существует квантор и множество X состоит из трех переменных.

5.4. Категории KΦΘ(f) и CΦΘ(f). Наряду с многообразием алгебр Θ зафиксируем также и
множество символов соотношений Φ и модель (G,Φ, f), G ∈ Θ. Эти данные определяют категорию
KΦΘ(f) алгебраических множеств для данного многообразия f . Ее объекты имеют вид (X,A),
где A—алгебраическое множество в данной логике для данной модели. Множество A лежит в
аффинном пространстве Hom(W (X), G), A = T f для некоторого множества формул T , но это T
не фиксировано.
Морфизмы имеют вид (X,A) → (Y,B). Начнем с s : W (Y ) →W (X) в Θ0. Имеем

s̃ : Hom(W (X), G) → Hom(W (Y ), G).

Скажем, что s допусти́м для A и B, если s̃(ν) = νs ∈ B при ν ∈ A. Для каждого такого s имеем
отображение

[s] : A→ B.

Рассмотрим теперь слабую и точные категории KΦΘ(f).
В слабой категории морфизмы имеют вид

s : (X,A) → (Y,B),
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где s допусти́м для A и B. В точной категории морфизмы суть

[s] : (X,A) → (Y,B).

Рассмотрим более подробно понятие допустимой тройки (s,A,B). Для s : W (Y ) →W (X) имеем

s∗ : HalΦΘ(Y ) → HalΦΘ(X).

Пусть T2 и T1 —некоторые множества формул соответственно в HalΦΘ(Y ) и HalΦΘ(X). Скажем,
что s∗ допусти́м для T2 и T1, если s∗u ∈ T1 при u ∈ T2.

Предложение 6. Гомоморфизм s : W (Y ) → W (X) допусти́м для алгебраических множеств
A и B в том и только том случае, если s∗ допусти́м для T2 = Bf и T1 = Af .

Доказательство. Заметим сначала, что включение νs ∈ B при всех ν ∈ A означает, что A ⊂ sB =
s∗B. Это справедливо в категории HalΘ(G). Применяя переход f , получаем (s∗B)f ⊂ Af . Далее
утверждается, что s∗Bf ⊂ (s∗B)f . Это правило не содержится среди упомянутых выше.
Возьмем u ∈ s∗Bf , u = s∗v, v ∈ Bf , B ⊂ Valf (v). Отсюда следует, что s∗B ⊂ s∗ Valf (v) =

Valf (s∗v) = Valf (u). Следовательно, s∗B ⊂ Valf (u), u ∈ (s∗B)f . Последнее включение справедливо
для каждого u ∈ s∗Bf . Таким образом, s∗Bf ⊂ (s∗B)f .
Пусть теперь s допусти́м для A и B. Имеем A ⊂ sB и (s∗B)f ⊂ Af = T1. Используя тот факт,

что s∗Bf ⊂ (s∗B)f , получаем s∗Bf = s∗T2 ⊂ T1. Это означает, что s∗u ∈ T1 при u ∈ T2, а s∗
допусти́м для T2 и T1.
Обратно, пусть s∗T2 ⊂ T1, s

∗Bf ⊂ Af . Снова применяя f , получаем

T f1 = A ⊂ (s∗T2)f = s∗T
f
2 = s∗B = sB,

и s допусти́м для A и B. Предложение доказано.

В этом случае имеем следующую коммутативную диаграмму булевых гомоморфизмов:

HalΦΘ(Y ) �s∗ HalΦΘ(X)

�
μY

�
μX

HalΦΘ(Y )
/
Bf �s∗ HalΦΘ(X)

/
Af

где μY и μX — естественные гомоморфизмы.

Предложение 7. Пусть s1 и s2 допустимы для A и B. Тогда s1∗ = s2∗ следует из [s1] = [s2].

Доказательство. Пусть [s1] = [s2]. Тогда νs1 = νs2 для каждого ν ∈ A. Рассмотрим следующие
диаграммы:

HalΦΘ(Y ) �s1∗ HalΦΘ(X)

�
μY

�
μX

HalΦΘ(Y )/Bf �s1∗ HalΦΘ(X)/Af

HalΦΘ(Y ) �s2∗ HalΦΘ(X)

�
μY

�
μX

HalΦΘ(Y )/Bf �s2∗ HalΦΘ(X)/Af

Утверждается, что s1∗ = s2∗, т.е. s1∗μY (u) = s2∗μY (u) для всех u ∈ HalΦΘ(Y ). Следовательно,
μXs1∗(u) = μXs2∗(u).
Идея состоит в доказательстве того факта, что s1∗(u) и s2∗(u) совпадают по модулю фильтра

Af . Это означает, что
(¬s1∗(u) ∨ s2∗(u)) ∧ (s1∗(u) ∨ ¬s2∗(u)) ∈ Af .

Обозначим левую часть через v. Доказать то, что v ∈ Af — то же самое, что доказать включение
A ⊂ Valf (v). Поэтому получаем ν ∈ Valf (v) ∀ν ∈ A. Имеем

Valf (v) = (¬s1∗ Valf (u) ∨ s2∗ Valf (u)) ∧ (s1∗ Valf (u) ∨ ¬s2∗ Valf (u)).

Проверим, что ν содержится в первой скобке. Предположим, что это не так.
Тогда ν ∈ s1∗ Valf (u), νs1 ∈ Valf (u). Равенство νs1 = νs2 и включения νs2 ∈ Valf (u),

ν ∈ s2∗ Valf (u) приводят к противоречию. Следовательно, ν содержится в первой скобке и, ана-
логично, — во воторой. Поэтому A ⊂ Valf (v), v ∈ Af . Таким образом, s1∗(u) и s2∗(u) совпадают
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по модулю фильтра Af . Это приводит к соотношениям μXs1∗(u) = μXs2∗(u), s1∗μY (u) = s2∗μY (u),
s1∗ = s2∗. Это и доказывает предложение.

Обсудим обратное утверждение. Пусть s1∗ = s2∗. Тогда s1∗μY (u) = s2∗μY (u) для всех
u ∈ HalΦΘ(Y ). Поэтому μXs1∗(u) = μXs2∗(u). Следовательно, s1∗(u) и s2∗(u) эквивалентны по
модулю Af .
Рассмотрим v = (¬s1∗(u) ∨ s2∗(u)) ∧ (s1∗(u) ∨ ¬s2∗(u)) ∈ Af , A ⊂ Valf (v). Как и ранее, из ν ∈ A

следует ν ∈ Valf (v) для каждого u.
Выясним теперь интерпретацию последнего включения. Пусть ν ∈ ¬s1∗ Valf (u), νs1 /∈ Valf (u).

Используя вторую скобку в записи v, приходим к νs2 /∈ Valf (u).
Если νs1 ∈ Valf (u), то включение νs2 ∈ Valf (u) следует из первой скобки. Приводит ли это к

равенству νs1 = νs2? Проблема, возникающая здесь, состоит в том, верно ли то, что

∃ν ∈ A, νs1 	= νs2, ∃u ∈ HalΦΘ(Y )

со свойствами νs1 ∈ Valf (u), νs2 /∈ Valf (u). Другими словами, существует ли u, разделяющий
две различные точки νs1 и νs2? Вообще говоря, это не верно. Тем не менее, в случае, когда в
соответствующей топологии Зарисского каждая точка f -замкнута, это свойство выполняется. В
этом случае имеет место утверждение, противоположное предложению 7. Напомним также, что
это противоположное утверждение справедливо и в эквациональной геометрии.
Объекты категории CΦΘ(f) имеют вид HalΦΘ(X)/T , где T — f -замкнутый булев фильтр в

HalΦΘ(X). Морфизмы— это гомоморфизмы таких алгебр, индуцированные гомоморфизмами s :
W (X) → W (Y ). Как и выше, они имеют тип s∗, т.е. не произвольные гомоморфизмы данных
булевых алгебр. Переход

(X,A) → HalΦΘ(X)/Af

определяет контравариантный функтор

KΦΘ(f) → CΦΘ(f)

для точной KΦΘ(f), который вытекает из предложения 6. Вообще говоря, этот функтор не является
двойственностью. Рассмотрим специальный случай, когда он представляет собой двойственность.
Пусть Θ—многообразие алгебр, а G—алгебра в Θ. Рассмотрим многообразие алгебр Θ(G) в Θ

с константами из G. Например, если Θ—многообразие коммутативных и ассоциативных колец с
единицей, а P —поле, то Θ(P ) = Var−P есть многообразие алгебр над P .
В общем случае рассмотрим G-алгебру G в Θ(G) и уравнения в ней. Здесь свободная алгебра

имеет вид W (X) = G ∗W0(X), где W0(X) свободна в Θ, а ∗— свободное произведение в Θ.
Пусть μ : W (X) → G— точка, X = {x1, . . . , xn}, а μ(x1) = a1, . . . , μ(xn) = an. Константы

a1, . . . , an рассматриваются как элементы в W (X). Таким образом, можно говорить о формуле u
вида

(x1 ≡ a1) ∧ · · · ∧ (xn = an).
В этом случае Valf (u) состоит только из элемента μ, а точка μ замкнута в топологии Зарисского.
Здесь имеем двойственность категорий.
Заметим также, что точка μ есть простое многообразие, определяемое элементарной формулой

u. Сделаем несколько замечаний, связанных с этим наблюдением.
Пусть u—формула типа X, а v—элементарная формула типа Y ⊃ X, эквивалентная v. Свяжем

с ними алгебраические многообразия Valf (u) и Valf (v). Начнем с тождественных включений s0 :
W (X) →W (Y ) и v = s0∗u. Имеем

Valf (v) = Valf (s0∗u) = s0∗ Valf (u).

Здесь Valf (v)—цилиндр в Hom(W (Y ), G) над исходным многообразием Valf (u). Этот новый ци-
линдр определяется с помощью элементарной формулы.
Рассмотрим далее одну специальную характеристику объектов в категории CΦΘ(X). Они явля-

ются булевыми алгебрами вида HalΦΘ(X)/Af .
Имеем канонический гомоморфизм

ValXf : HalΦΘ(X) → Bool(W (X), G)
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для каждого X ∈ Γ0. Имеем также и изоморфизм булевых алгебр

χ : Bool(W (X), G) → Fun(Hom(W (X), G), Z).

Здесь Z = {0, 1}—двухэлементная булева алгебра, Fun(Hom(W (X), G), Z)—булева алгебра би-
нарных функций, а χ(A)—характеристическая функция множества A в Hom(W (X), G).
Рассмотрим суперпозицию гомоморфизмов

∼= (χValXf ) : HalΦΘ(X) → Fun(Hom(W (X), G), Z).

Здесь ũ—характеристическая функция алгебраического множества Valf (u), соответствующего
формуле u ∈ HalΦΘ(X).
Возьмем алгебраическое множество A = T f с T = Af для данной модели (G,Φ, F ) и рассмотрим

отображение
ψA : Fun(Hom(W (X), G), Z) → Fun(A,Z),

которое сопоставляет сужение функции на A каждой функции из левой части. Он есть гомомор-
физм булевых алгебр.
Пусть ũA = ψA(ũ). Переход u → ũ есть гомоморфизм булевых алгебр. Назовем его образ

алгеброй регулярных функций на множестве A.

Предложение 8. Булева алгебра HalΦΘ(X)/T есть изоморфизм на алгебру регулярных функ-
ций, определенных на многообразии A.

Доказательство. Для любых u и μ : W → G имеем ũ(μ) = 1 в том и только том случае, если
μ ∈ Valf (u) или, что то же самое, u ∈ Log Ker(μ). Тогда u ∈ T = Af =

⋂
μ∈A

Log Ker(μ) в том и

только том случае, если μ̃ = 1 для каждого μ ∈ A. Это означает, что u ∈ T в том и только том
случае, если ũA есть единица в рассматриваемой алгебре регулярных функций на множестве A.
Отсюда и следует предложение.

В дальнейшем нам потребуется следующее определение.

Определение 1. Две модели (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны в том и только
том случае, если для произвольного множества формул T некоторого типа X

T f1f1 = T f2f2 .

Предложение 9. Если модели (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны, то
(слабые) категории KΦΘ(f1) и KΦΘ(f2) изоморфны.

Доказательство. Это предложение для точных категорий в эквациональной теории непосред-
ственно следует из соответствующей двойственности. В рассматриваемом случае двойственности
нет и требуется доказательство.
Пусть данные модели (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны. Построим изомор-

физм
F : KΦΘ(f1) → KΦΘ(f2).

Определим F (A) = Af1f2 = B для каждого объекта A в категории KΦΘ(f1). Если A имеет тип
X, то B того же типа. Аналогично, Bf2f1 при B. Здесь Af1f2f2f1 = Af1f1f1f1 = Af1f1 = A. Это
означает, что F —биекция на объектах. Пусть теперь s : W (Y ) → W (X) задан. Проверим, что s
допусти́м для A1 и A2 в KΦΘ(F1) в том и только том случае, если s допусти́м для соответствующих
B1 и B2 в KΦΘ(f2). Пусть задано A1 ⊂ sA2. Тогда A

f1
1 ⊃ (sA2)f1 and A

f1f2
1 ⊂ (sA2)f1f2 . Имеем

(sA2)f1 ⊃ s∗Af12 , (sA2)f1f2 ⊂ (s∗Af12 )f2 = sAf1f22 .

Следовательно,
B1 ⊂ (sA2)f1f2 ⊂ sB2.

Это означает, что s допусти́м для B1 и B2. Обратное утверждение проверяется аналогично. Пред-
ложение доказано.

Сделаем несколько замечаний о понятии геометрической эквивалентности моделей.
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Предложение 10. Если две модели геометрически эквивалентны, то они и элементарно
эквивалентны.

Доказательство. Пусть модели (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны и пусть фор-
мула u некоторого типа X принадлежит элементарной теории первой модели. Имеем u ∈ HalΦΘ(X)
и Valf1(u) = Hom(W (X), G1).
Пусть A = Hom(W (X), G1) и T = Af1 . Очевидно, что T = T (X)—элементарная теория типа

X первой модели и u ∈ T . Множество T f1-замкнуто. Кроме того, оно минимальное с этим
свойством в HalΦΘ(X). Согласно предположению T также f2-замкнуто и минимальное с этим
свойством. Следовательно, если B = Hom(W (X), G2), то Bf2 = T . Поэтому T —элементарная
теория типа X второй модели.
Так как u ∈ T —формула, то она принадлежит элементарной теории второй модели. Аналогично,

если формула u принадлежит элементарной теории второй модели, то u выполняется в первой
модели.

Проблема 1. Верно ли обратное? Инями словами, верно ли, что элементарно эквивалентные
модели геометрически эквивалентны?

В заключение заметим, что категория KΘ(G) в эквациональной теории есть полная подкатегория
в KΦΘ(f) для данной модели (G,Φ, f). Такого соотношения не существует для CΘ(G) и CΦΘ(f).
Объекты первой есть алгебры в Θ, тогда как объекты второй— булевы алгебры.

5.5. Категории KΦΘ и CΦΘ. Объекты KΦΘ имеют вид

(X,A, (G,Φ, f)).

Здесь модель (G,Φ, f) не фиксирована в категории, а A = T f для некоторого T в HalΦΘ(X).
Объекты CΦΘ имеют вид

(HalΦΘ(X)
/
T, (G,Φ, f)),

где T — f -замкнутый булев фильтр в HalΦΘ(X).
Перейдем к морфизмам. Для заданного морфизма δ : G1 → G2 в Θ имеем δ̃ : Hom(W (X), G1) →

Hom(W (X), G2) по правилу δ̃(ν) = δν. В соответствии с коммутативной диаграммой

W (Y ) �s W (X)

�
ν′

�
ν

G2
�δ G1

можно написать ν ′ = δνs = δ̃(νs) = δ̃s̃(ν) = s̃δ̃(ν) = (s, δ)(ν).
Пусть теперь заданы два объекта (X,A, (G1,Φ, f1)) и (Y,B, (G2,Φ, f2)). Скажем, что пара (s, δ)

допустима для A и B, если (s, δ)(ν) ∈ B для каждого ν ∈ A. Такая допустимая пара (s, δ)
определяет морфизм в слабой категории KΦΘ.
Для каждого множества B типа Y рассмотрим множество (s, δ)B типа X, определенное по

правилу
ν : W (X) → G1 ∈ (s, δ)B если и только если (s, δ)(ν) ∈ B.

Имеем s̃(δ̃(ν)) ∈ B и δ̃(ν) ∈ sB, ν ∈ δsB. Здесь sB имеет тип X. Если C —множество типа Y , то
δC имеет тот же тип и ν ∈ δC, если δ̃(ν) = δν ∈ G. Следовательно, (s, δ)B = δsB = sδB. Кроме
того, пара (s, δ) допустима для A и B в том и только том случае, если A ⊂ sδB. Пишем также
δB = δ∗B и рассматриваем δ∗, определенное как δ∗B = {δν | ν ∈ B}.
Можно также определить и точные морфизмы типа ([s], δ). Для данного δ : G1 → G2 имеем

отображение [s] : A → B, определенное по правилу [s](ν) = δνs, ν ∈ A. В качестве морфизма
возьмем пару ([s], δ). Морфизмы

(s, δ) : (HalΦΘ(Y )/T2, (G2,Φ, f2)) → (HalΦΘ(X)/T1, (G1,Φ, f1))

определяются подходящими парами (s, δ). Аналогично ([s], δ), гомоморфизм s булевых алгебр за-
висит от δ : G1 → G2. К этому вопросу вернемся ниже.
Рассмотрим теперь некоторые подробности.
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Для данного A ⊂ Hom(W (X), G1), возьмем (δ∗A)f2 в HalΦΘ(X).

Предложение 11. Пара (s, δ) допустима для A и B в том и только том случае, если su ∈
(δ∗A)f2 для каждого u ∈ Bf2 .

Доказательство. Заметим, во-первых, что для (s, δ) имеем гомоморфизм s : HalΦΘ(Y )/Bf2 →
HalΦΘ(X)/(s∗A)f2 . Он является морфизмом в категории CΦΘ(f2). Пусть пара (s, δ) допустима для
A и B. Утверждается, что если u ∈ T2 = Bf2 , то su ∈ (δ∗A)f2 .
Включение u ∈ T2 = Bf2 означает, что B ⊂ Valf2(u). Возьмем произвольный ν ∈ A. Тогда

ν ′ = δνs ∈ B и δνs ∈ Valf2(u), δν ∈ Valf2(su). Поэтому δ
∗A ⊂ Valf2(su), su ∈ (δ∗A)f2 .

Пусть теперь su ∈ (δ∗A)f2 для каждого u ∈ T2. Тогда ν ′ = δνs ∈ B для каждого ν ∈ A. Это
также означает, что

δν ∈ sB = sT f22 = (s∗T2)fs =
⋂

v∈s∗T2

Valf2(v).

Нужно проверить, что δν ∈ Valf2(v) справедливо для каждого v ∈ s∗T2. Имеем v = su, u ∈ T2.
Следовательно, v = su ∈ (s∗A)f2 и δ∗A ⊂ Valf2(v). Таким образом, δν ∈ δ∗A, δν ∈ Valf2(v).
Предложение доказано.

Рассмотрим снова пары (s, δ), допустимые для фиксированных A и B. Фиксируем также δ : G1 →
G2 и будем изменять компоненту s. Для каждой такой s имеем [s] : A→ B и s : HalΦΘ(Y )/Bf2 →
HalΦΘ(X)/(δ∗A)f2 .

Предложение 12. Для любого данного δ имеем [s1] = [s2] → s1 = s2.

Доказательство этого предложения повторяет доказательство предложения 6 и опускается.
Вернемся к морфизмам категории CΦΘ. Как было видно, они имеют вид

(s, δ) : (HalΦΘ(Y )/T2, (G2,Φ, f2)) → (HalΦΘ(X)/T1, (G1,Φ, f1)).

Пары s и δ коррелированы специальным образом. Здесь δ : G1 → G2 — гомоморфизм алгебр в Θ.
Возьмем

(δ∗T f1
1 )f2 = T δ1

и предположим, что s : W (Y ) →W (X) индуцирует гомоморфизм булевых алгебр

s : HalΦΘ(Y )/T2 → HalΦΘ(X)/T δ1 ,

являющийся морфизмом категории CΦΘf2. Эти условия означают корреляцию между s и δ. В свою
очередь, отсюда следует, что пара (s, δ) допустима для A = T f11 и B = T f22 .
Обратим внимание на то, что гомоморфизм s, вообще говоря, не является гомоморфизмом ис-

ходных булевых алгебр.
Рассмотрим более подробно умножение морфизмов в KΦΘ и CΦΘ, используя предыдущие рас-

суждения. Пусть

([s], δ) : (X,A; (G1,Φ, f1)) → (Y,B; (G2,Φ, f2))

([s′], δ′) : (Y,B; (G2,Φ, f2)) → (Z,C; (G3,Φ, f3))

заданы в точной категории KΦΘ. Определим умножение:

([s′], δ′)([s], δ) = ([ss′], δ′δ) : (X,A; (G1,Φ, f1)) → (Z,C; (G3,Φ, f3)).

Нужно проверить, что гомоморфизмы ss′ и δ′δ корректно скоординированы. Это означает, что
δ′δνss′ ∈ C выполняется для каждого ν ∈ A. Имеем δνs ∈ B и далее δ′(δνs)s′ ∈ C. Следовательно,

ss′(u) ∈ T
(δ′δ)
1 для каждого u ∈ T3. Это дает гомоморфизм

ss′ : HalΦΘ(Z)/T3 → HalΦΘ(X)/T (δ′δ)
1 .

Определим умножение морфизмов в CΦΘ следующим образом:

(s′, δ′)(s, δ) = (ss′, δ′δ).
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Видим, что переход (X,A; (G,Φ, f)) → (HalΦΘ(X)/Af , (G,Φ, f)) определяет контравариантный
функтор KΦΘ → CΦΘ для слабой и точной категорий KΦΘ.
Докажем, что гомоморфизм ss′ можно представить как произведение двух морфизмов в катего-

рии CΦΘ(f3), связанных с s и s′.
Имеем диаграмму для s′:

HalΦΘ(Z) �s′ HalΦΘ(Y )

�
μZ

�
μY

HalΦΘ(Z)/T3
�s′ HalΦΘ(Y )/T δ

′
2

и другую — для s:
HalΦΘ(Y ) �s HalΦΘ(X)

�
μY

�
μX

HalΦΘ(Y )/T2
�s HalΦΘ(X)/T δ1

Третья диаграмма строится с помощью второй:

HalΦΘ(Y ) �s HalΦΘ(X)

�
μ′Y �

μ′X

HalΦΘ(Y )/T δ
′

2
�sδ′

HalΦΘ(X)/T (δ′δ)
1

с ss′ = sδ
′
s′. Здесь sδ′ и s′—морфизмы в CΦΘ(f3).

Нужно показать, что su ∈ T
(δ′δ)
1 выполняется для каждого u ∈ T δ

′
2 . Фильтр T δ

′
2 строится с

помощью коммутативной диаграммы

W (Y )
�

�
�	
ν′ 




�
μ

G3
� δ′ G2

Здесь T δ
′

2 = (δ
′∗B)f3 ⊂ HalΦΘ(Y ).

Перейдем к (T δ
′

2 )f3 = (δ
′∗B)f3f3 = C1. Рассмотрим диаграмму

W (X)
�

ν
′′ �

��� ν′ �
ν

G3
�δ′ G2

� δ G1

Она определяет T (δ′δ)
1 ⊂ HalΦΘ(X). Включение su ∈ T

(δ′δ)
1 для каждого u ∈ T δ

′
2 означает, что пара

(s, δ′δ) допустима для A и C1. Проверим последнее утверждение. Пусть ν ∈ A. Тогда δνs ∈ B и,
следовательно, δ′δνs ∈ δ′∗B ⊂ (δ′∗B)f3f3 = C1.
Осталось проверить равенство ss′ = sδ

′
s′. Используя коммутативные диаграммы

HalΦΘ(Z) �s′ HalΦΘ(Y ) �s HalΦΘ(X)

�
μZ

�
μ′Y �

μ′X

HalΦΘ(Z)/T3
�s′ HalΦΘ(Y )/T δ

′
2

�sδ′
HalΦΘ(X)/T (δ′δ)

1

и
HalΦΘ(Z) �ss′ HalΦΘ(X)

�
μZ

�
μ′X

HalΦΘ(Z)/T3
�ss′ HalΦΘ(X)/T δ

′δ
1

можно переписать произведение морфизмов как

(s
′
, δ′)(s, δ) = (sδ

′
s′, δ′δ).

Вернемся к определению морфизмов в KΦΘ. Для заданных морфизмов

(s, δ) : (X,A; (G1,Φ, f2)) → (Y,B; (G2,Φ, f2))
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имеем δνs ∈ B для каждого ν ∈ A. Переходим к множеству δ∗A, т.е. ко всем δν, ν ∈ A. Здесь
δ∗A ⊂ sB. Множество sB f2-замкнуто. Следовательно, если A1 = (δ∗A)f2f2 , то A1 ⊂ sB, и
отображение s : W (Y ) → W (X) допустимо для f2-замкнутых множеств A1 и B. Здесь имеем
морфизм

[s] : (X,A1) → (Y,B)
в категории KΦΘ(f2). Этот морфизм скоординирован с морфизмом

s : HalΦΘ(Y )/T2 → HalΦΘ(X)/T δ1
в категории CΦΘ(f2). Теперь определения морфизмов в категориях CΦΘ и KΦΘ скоординированы.
Заметим далее, что каждая категория KΦΘ(f) есть подкатегория KΦΘ, а каждая CΦΘ(f)—

также подкатегория CΦΘ. Кроме того, имеем подкатегории KΦΘ(G) в категории KΦΘ для каждой
алгебры G ∈ Θ и произвольных интерпретаций f множества Φ in G. Существуют подкатегории
CΦΘ(G) в категории CΦΘ.
Приведем дальнейшие подробности об этих категориях. Объекты категории KΦΘ(G) можно

представить в виде (X,A, f), поскольку G и Θ фиксированы в этой категории. Гомоморфизмы
δ : G→ G являются тождественными гомоморфизмами.
Морфизмы в KΦΘ(G) суть

[s] : (X,A, f1) → (Y,B, f2),
где s и единица скоординированы в соответствии с общим определением категории KΦΘ. Здесь
A = Af11 , B = T f22 для некоторого T1 в HalΦΘ(X) и T2 = HalΦΘ(Y ). Можно считать, что T1 = Af1

и T2 = Bf2 . Тогда соответствующее множество A1 есть Af2f2 , а T δ1 есть T f1f21 = Af2 .
Гомоморфизм s : W (Y ) →W (X) индуцирует гомоморфизм булевых алгебр

s : HalΦΘ(Y )/Bf2 → HalΦΘ(X)/Af2 .

Каждый такой s определяет отображение [s] : A→ B и одновременно отображение A1 → B.
Как отмечалось выше, подкатегория Rf простых подмногообразий (т.е. многообразий, опреде-

ляемых одноэлементыми множествами T ) выбирается в категории KΦΘ(f) для данной модели
(G,Φ, f). Эта Rf есть также и алгебра Халмоша (подалгебра в HalΘ(G)), совпадающая с образом
гомоморфизма

Valf : HalΘ(Φ) → HalΘ(G).
Можно взять гомоморфизм

Valf : HalΘ(Φ) → Rf

и рассмотреть включения на уровне объектов:

Valf : HalΘ(Φ) → KΦΘ(f).

Каждое такое включение определяет переходы от множеств формул T к соответствующим объек-
там категории KΦΘ(f).
Рассмотрим новую категорию с объектами Valf : HalΦΘ(f) → KΦΘ(f) и коммутативными диа-

граммами

HalΘ(Φ) �Valf1 KΦΘ(f1)
�������Valf2 �

γ

KΦΘ(f2)
в качестве морфизмов. Здесь γ—функтор категорий, а коммутативность диаграмм понимается на
уровне объектов.
Кроме того, f1 ассоциируется с моделью (G1,Φ, f1), а f2 — с (G2,Φ, f2). Тогда также меняются

и алгебры G.
Соответствующий функтор γ, удовлетворяющий условию коммутативности диаграммы, называ-

ется специальным функтором.
Функтор γ называется сильным, если γ индуцирует гомоморфизм алгебр Rf1 → Rf2 .
Каждый специальный функтор γ является сильным.
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Если (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны, то функтор γ = γf1 , f2 = f , опреде-
ленный выше, есть специальный изоморфизм KΦΘ(f1) → KΦΘ(f2).
Определим теперь полуморфизмы рассматриваемой категории. Они имеют вид

HalΦΘ
�Valf1 KΦΘ(f1)

�
σ

�
γ

HalΦΘ
�Valf2 KΦΘ(f2)

где σ—автоморфизм алгебры HalΦΘ = HalΘ(Φ).
В этом случае γ индуцирует некоторый полугомоморфизм алгебр Rf1 → Rf2 . Основная задача

состоит в нахождении условий на модель, при которых она дает изоморфизм соответствующих ка-
тегорий алгебраических множеств. Уже было видно, что если модели геометрически эквивалентны,
то это так. Можно также утверждать, что в этой ситуации модели элементарно эквивалентны и,
в частности, если они конечны, то они изоморфны.
Более общая информация получается из теории Галуа, к которой мы и переходим.

6. ТЕОРИЯ ГАЛУА—КРАСНЕРА В АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ЛОГИКЕ И АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

6.1. Группа Aut(HalΘ(G)). Теория, излагаемая в этом и следующих разделах, восходит к работе
Краснера [8]. Позже были статьи [1, 2, 12] и др. Здесь мы следуем схеме из [2, 12]. Некоторые
новые аспекты связаны с особенностями алгебры Халмоша HalΘ(G).
Автоморфизм σ алгебры Халмоша HalΘ(G) определяет автоморфизм σX кванторной X-алгебры

Bool(W (X), G) для каждого конечного множества X ⊂ X0. Все эти автоморфизмы σX естественно
согласованы с определением s ∈ SΘ.
Покажем, что некоторый автоморфизм δ∗ = σ ∈ Aut(HalΘ(G)) соответствует автоморфизму

δ ∈ AutG.
Начнем с конструкции, использовавшейся ранее. Пусть задан гомоморфизм δ : G1 → G2. Тогда

δ̃ : Hom(W (X), G1) → Hom(W (X), G2).

Если теперь B ⊂ Hom(W (X), G2), то

A = δ∗B = δ̃−1(B) ⊂ Hom(W (X), G1),

т.е. μ ∈ A = δ∗B в том и только том случае, если δμ ∈ B. Таким образом, имеем

δ∗ : HalΘ(G2) → HalΘ(G1).

Этот δ∗ совместим с булевой структурой и с морфизмами δ∗(sB) = sδ∗(B) для каждого s : W (Y ) →
W (X). В самом деле, пусть ν принадлежит Hom(W (Y ), G1). Тогда ν ∈ δ∗(sB) в том и только том
случае, если δν ∈ sB, (δν)s ∈ B, (δν)s = δ(νs) ∈ B. Так как умножение морфизмов ассоциативно,
это верно в том и только том случае, если νs ∈ δ∗B и ν ∈ sδ∗B. Отсюда также получаем, что если
s : W (Y ) → W (X) допусти́м для A и B, то s допусти́м и для δ∗(A) и δ∗(B). В самом деле, если
A ⊂ sB, то δ∗(A) ⊂ δ∗(sB) = sδ∗(B). Но δ∗, вообще говоря, не совместим с кванторами. δ∗ есть
автоморфизм алгебр Халмоша в том и только том случае, если δ : G1 → G2 —изоморфизм в Θ. В
этом случае s допусти́м для A и B в том и только том случае, если s допусти́м для δ∗(A) и δ∗(B).
Следовательно, если δ ∈ Aut(G), то δ∗ = σ ∈ Aut(HalΘ(G)).
Имеем представление групп

Aut(G) → Aut(HalΘ(G)).

Основной результат — это следующая теорема.

Теорема 7. Представление Aut(G) → Aut(HalΘ(G)) представляет собой изоморфизм групп.

Доказательство. Начнем доказательство со следующего утверждения. Пусть M —произвольное
непустое множество, а M = SubM —булева алгебра всех подмножеств в M . Тогда каждый ав-
томорфизм булевой алгебры M определяет подстановку на множестве M , индуцирующую этот
автоморфизм (см., например, [12, с. 338].
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Здесь если τ —подстановка на множествеM , то соответствующий автоморфизм τ∗ определяется
по правилу

a ∈ τ∗A = τA если и только если τa ∈ A, A ⊂M.

Далее фиксируем конечное множество X и начнем с M = MX = Hom(W (X), G). Каждый
автоморфизм σ алгебры HalΘ(G) определяет автоморфизм σX булевой алгебры Bool(W (X), G), т.е.
алгебрыMX . Этот автоморфизм σX задается подстановкой τX на множествеMX = Hom(W (X), G),
зависящей от σ и X.
Обозначим через ΣX группу всех подстановок множества MX , через ΣG— группу всех подста-

новок множества G, а через Σ̃G = ΣX
G —их декартову степень. Рассмотрим включение

∼ : Σ̃G → ΣX .

Это включение определяется следующим образом. Если ζ ∈ Σ̃G, то подстановка ζ̃ ∈ ΣX определя-
ется по правилу: каждому μ : W (X) → G ставится в соответствие гомоморфизм ζ̃(μ) : W (X) → G,
определенный как ζ̃(μ)(X) = ζ(X)(μ(X)) при всех x ∈ X.
Мы хотим охарактеризовать группу Σ̃G как подгруппу в ΣX .
Рассмотрим следующее вспомогательное предложение.

Определение 2. Подстановка τ ∈ ΣX называется корректной, если

μ(x) = ν(x) ⇔ (τμ)(x) = (τν)(x)

для всех μ, ν : W (X) → G и каждого x ∈ X.

Предложение 13. Подстановка τ корректна в том и только том случае, если τ = ζ̃ для
некоторой ζ = Σ̃G.

Доказательство. Пусть τ = ζ̃ для некоторой ζ = Σ̃G. Проверим корректность τ . Возьмем x ∈ X,
μ, ν : W (X) → G. Тогда ζ̃(μ)(x) = ζ(x)μ(x), ζ̃(ν)(x) = ζ(x)ν(x). Ясно, что равенство ζ̃(μ)(x) =
ζ̃(ν)(x) справедливо в том и только том случае, если μ(x) = ν(x).
Пусть τ —произвольная корректная подстановка на множествеMX = Hom(W (X), G). Построим

ζ ∈ Σ̃G с условием τ = ζ̃.
Фиксируем некоторую x ∈ X и определим подстановку ζ(x) на множестве G. Рассмотрим про-

извольные g ∈ G и μ : W (X) → G с μ(x) = g. Положим

ζ(x)g = (τμ)(x).

Так как τ корректна, то это определение не зависит от выбора μ. Если ν(x) = μ(x), то (τν)(x) =
(τμ)(x) = ζ(x)(g). Проверим, что отображение ζ(x) : G→ G является подстановкой.
Заметим прежде всего, что если τ —корректная подстановка, то это же справедливо для τ−1.

В самом деле, возьмем x ∈ X, μ, ν : W (X) → G. Обозначим μ1 = τ−1μ, ν1 = τ−1ν, μ = τμ1,
ν = τν1. Имеем (τμ1)(x) = (τν1)(x) ⇔ (μ1(x) = ν1(x). Это дает μ(x)ν(x) ⇔ (τ−1μ)(x) = (τ−1ν)(x).
Подстановка τ−1 корректна.
Возьмем теперь произвольный элемент g1 ∈ G и покажем, что ζ(x)(g) = g1 для некоторого

g ∈ G. Пусть μ1(x) = g1, (τ−1μ1)(x) = g = μ(x), μ = τ−1μ1. Тогда

(τμ)(x) = ζ(x)(g) = (ττ−1μ1)(x) = μ1(x) = g1.

Осталось проверить, что из ζ(x)(g1) = ζ(x)(g2) следует g1 = g2. Пусть μ1(x) = g1, μ2(x) = g2.
Имеем

ζ(x)(g1) = (τμ1)(x) = ζ(x)(g2) = (τμ2)(x).
Последнее дает μ1(x) = μ2(x) и g1 = g2. Мы проверили, что ζ(x)—подстановка.
Возьмем ζ ∈ Σ̃G = ΣX

G . В соответствии с правилом, ζ(x) определяется τ . Проверим, что τ = ζ̃.
Возьмем произвольное μ : W (X) → G и проверим, что τμ = ζ̃μ. Рассмотрим произвольную x ∈ X.
Тогда (τμ)(x) = ζ(x)μ(x) = (ζ̃μ)(x). Это завершает доказательство предложения.

Предложение 14. Подстановка τ коммутирует с кванторами из Bool(W (X), G) в том и
только том случае, если τ корректна.
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Доказательство. Имеется в виду коммутативность вида

τ∃xA = ∃xτA

при x ∈ X и A ⊂ Hom(W (X), G).
Пусть τ корректна, τ = ζ̃, ζ ∈ Σ̃G. Возьмем μ ∈ τ∃xA = ζ̃∃xA. Имеем ζ̃μ ∈ ∃xA. Выберем ν ∈ A

с (ζ̃μ)(x′) = ν(x′) для любых x′ ∈ X, x′ 	= x. Пусть ν = ζ̃ν1. Так как ν ∈ A, то ν1 ∈ ζ̃A. Равенство
ζ̃μ(x′) = ζ̃ν1(x′) дает μ(x′) = ν1(x′) для любого x′ 	= x, а потому μ ∈ ∃xζ̃A.
Пусть теперь μ ∈ ∃xζ̃A. Возьмем ν1 в ζ̃A с μ(x′) = ν1(x′) при x′ 	= x. Имеем (ζ̃μ)(x′) = (ζ̃ν1)(x′).

Здесь ν = ζ̃ν1 ∈ A. Следовательно, ζ̃μ ∈ ∃xA, μ ∈ ζ̃∃xA. Мы проверили коммутативность при
τ = ζ̃.
Докажем обратное, т.е. коммутативность и корректность подстановки τ .
Пусть μ и ν —два элемента из Hom(W (X), G), μ(x) = ν(x) для некоторого x ∈ X. Нужно по-

казать, что (τμ)(x) = (τν)(x). Обозначим через Y множество X без x (т.е. Y = X \x). Обозначим
произведение всех ∃y, y ∈ Y , через ∃(Y ). Из коммутирования τ с каждым ∃y следует коммути-
рование с ∃(Y ). Возьмем далее множество A, состоящее из одного элемента ν: A = {ν}. Тогда
μ ∈ ∃(Y ){ν}. Теперь

τμ ∈ τ−1∃(Y ){ν} = ∃(Y )τ−1{ν} = ∃(Y ){τν}.
Следовательно, (τμ)(x) = (τν)(x). Здесь использовалась коммутативность τ−1 с кванторами. Ана-
логично выводится, что из (τμ)(x) = (τν)(x) следует μ(x) = ν(x). Таким образом, τ —корректная
подстановка.

Следовательно, можно считать, что каждый автоморфизм кванторной X-алгебры Bool(W (X), G)
реализуется корректной подстановкой множества Hom(W (X), G), зависящей от этого автоморфиз-
ма.
Рассмотрим согласование с операциями s ∈ SΘ.
Фиксируем подгруппу Σ0 в Σ̃G = ΣX

G , состоящую из констант ζ, т.е. ζ(x) = δ ∈ ΣG при всех
x ∈ X. Константа ζ соответствует δ ∈ ΣG. Этим определено включение ΣG → Σ̃G = ΣX

G образ
которого есть Σ0. Одновременно имеем включение Aut(G) → ΣX

G для каждого X ⊂ X0.
Обозначим это включение для каждого X через ∼X. Если δ ∈ Aut(G) или δ ∈ ΣG, то δ

∼X ∈ Σ̃G.
Далее меняем конечное множество X ⊂ X0 и переходим к многосортным вариантам множеств и ал-
гебр. В частности, рассмотрим многосортное множество M с компонентами MX = Hom(W (X), G).
Подстановка τ множества M —это функция, определяющая подстановку τX множества MX

для каждого X. Такая τ корректна, если все τX корректны, τX = ζ
∼X , τ = ζ̃. Здесь ζ — также

функция, определяющая элемент ζX в ΣX
G для каждого X. Каждому δ ∈ ΣG соответствует δ

∼X в
ΣX
G , определяющая подстановку δ̃ многосортного множества M .
Рассмотрим гомоморфизмы s : W (X) → W (Y ). Операция s : Bool(W (X), G) → Bool(W (Y ), G)

в алгебре HalΘ(G) соответствует гомоморфизму s. Подстановка τ многосортного множества M
коммутирует со всеми такими s, если для каждого A в Hom(W (X), G) выполнено τY sA = sτXA.
Пусть τ = ζ̃ —произвольная подстановка.

Предложение 15. Подстановка τ коммутирует со всеми s ∈ SΘ в том и только том случае,
если τ = δ̃, где δ—автоморфизм алгебры G.

Доказательство. Уже известно, что каждая δ ∈ Aut(G) действует на алгебре HalΘ(G) как авто-
морфизм. В частности, это означает, что функция δ̃ = τ для таких δ обладает нужными свойствами.
Пусть теперь τ = ζ̃ коммутирует с операциями типа s. Проверим, верно ли, что τ = δ̃, где

δ ∈ Aut(G).
Покажем сначала, что каждая ζX есть константа, а затем заметим, что все ζX для различных

X ⊂ X0 имеют одно и то же значение δ ∈ ΣG. Сделаем это одновременно. Возьмем x ∈ X и
y ∈ Y и предположим, что ζX(x) 	= ζY (y). Выберем элемент a ∈ G такой, что ζX(x)a 	= ζY (y)a, и
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рассмотрим μ : W (Y ) → G с μ(y) = a. Пусть s : W (X) →W (Y ) переводит x в y. Тогда

(τY μ)(sx) = (τY μ)(y) = ζY (y)μ(y) = ζY (y)(a),

ζX(x)(a) = ζX(x)μ(y) = ζX(x)(μs)(x) = (ζX(x)(μs))(x),

(ζX(x)(μs))(x) = τX(μs)(x).

Следовательно,
((τY μ)s)(x) 	= τX(μs)(x), (τY μ)(s) 	= τX(μs).

Это можно переписать как
s̃(τY μ) 	= τX(s̃(μ)).

Возьмем теперь произвольное A ⊂ Hom(W (X), G); пусть μ ∈ sτXA. Таким образом, μs = s̃(μ) ∈
τXA, τX(μs) ∈ A, τX(s̃(μ)) ∈ A.
С другой стороны, μ ∈ τY (sA) означает, что (τY )(μ) ∈ sA, s̃(τY μ) ∈ A. Так как τX(s̃(μ)) 	=

s̃(τY μ), то ясно, что для некоторого A коммутативности нет. Достаточно взять одноэлементное
множество A. Значит, если τ не постоянна, то коммутативности нет. Следовательно, τ постоянна
и τ = δ̃, δ ∈ ΣG.
Докажем далее, что подстановка δ есть автоморфизм алгебры G, если имеет место коммутатив-

ность.
Пусть ω ∈ Ω— n-арная операция, а a1, . . . , an—элементы G. Проверим, что

δ(a1 . . . anω) = (δa1) . . . (δan)ω.

Возьмем X = {x, x1, . . . , xn}, W = W (X) и μ : W → G с условием μ(x1) = a1, . . . , μ(xn) = an.
Рассмотрим также s : W →W с sx = x1 . . . xnω. Коммутирование с s означает для τ = δ̃, что

τ(μs) = τ(μ) · s.
Для данного x имеем

τ(μs)(x) = δ̃(μs)(x) = δ(μs)(x) = δ(μs(x)) = δ(μ(x1 . . . xnω)) = δ(a1 . . . anω),

(τ(μ) · s)(x) = τ(μ)(sx) = τ(μ)(x1 . . . xn)ω = (τμ(x1)) . . . (τμ(xn))ω = δ(a1) . . . δ(an)ω.

Это завершает доказательство предложения 14.

Вернемся к доказательству теоремы 7.
Пусть σ—автоморфизм алгебры HalΘ(G). Автоморфизм σ индуцирует автоморфизм каждой

булевой алгебры Bool(W (X), G). Таким образом, σ определяется перестановкой τ многосортного
множества M с компонентами M(X) = Hom(W (X), G). Коммутирование с кванторами означает,
что τ = ζ̃, тогда как коммутирование с операциями типа s ∈ SΘ приводит к τ = δ̃, где δ—
автоморфизм алгебры G. Легко видеть, что δ∗ = σ для таких δ. Теорема 7 доказана.

6.2. Основные результаты. Пусть задана модель (G,Φ, f). Группа автоморфизмов этой модели
Aut(f) есть подгруппа группы Aut(G). Как мы видели, Aut(G) действует на каждом множестве
Hom(W (X), G). Группа Aut(f) также действует на этих множествах.

Теорема 8. Каждое f -алгебраическое множество в Hom(W (X), G) инвариантно относи-
тельно действия группы Aut(f).

Доказательство. Проверим, во-первых, что для каждой формулы u ∈ HalΦΘ(X), каждой точки
μ : W → G и для каждого автоморфизма δ ∈ Aut(f) имеем

μ ∈ Valf (u) ⇔ δμ ∈ Valf (u).

Назовем это свойство формулы u свойством корректности. Покажем, что каждая u корректна.
Хотя это и тривиально, приведем точное доказательство. Все атомные формулы корректны, и

нетрудно видеть, что если u и v корректны, то u∨v, u∧v, ¬u также корректны. Пусть u корректна.
Возьмем формулу ∃xu для некоторого x ∈ X. Пусть μ ∈ Valf (∃xu) = ∃xValf (u). Можно взять
точку ν : W → G такую, что ν ∈ Valf (u), μ(y) = ν(y) для каждого y ∈ X, y 	= x. Рассмотрим
теперь δ ∈ Aut(f). Имеем σμ(y) = δν(y), δν ∈ Valf (u). Значит, δμ ∈ ∃xValf (u) = Valf (∃xu).
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Обратно, пусть δμ ∈ Valf (∃xu). Возьмем некоторое ν = δν1 ∈ Valf (u) с ν(y) = δν1(y) = δμ(y),
y 	= x. Тогда μ(y) = ν1(y), ν1 ∈ Valf (u) и μ ∈ ∃xValf (u) = Valf (∃xu).
Наконец, пусть v = su, где u имеет некоторый тип Y , корректна. Для данного s : W (Y ) →

W (X), получаем Valf (v) = sVal(u). Рассмотрим δ ∈ Aut(f); пусть μ ∈ Valf (v), μ ∈ sValf (u),
μs ∈ Valf (u). По условию на u, имеем δμs ∈ Valf (u), δμ ∈ sValf (u) = Valf (su) = Valf (v).
Пусть теперь заданы δμ ∈ Valf (v) = sValf (u). Тогда δμs ∈ Valf (u) и μs ∈ Valf (u), μ ∈ Valf (v).
Значит, все корректные формулы образуют подалгебру в HalΘ(Φ). Эта подалгебра содержит

множество образующих M , а потому все формулы в HalΘ(Φ) корректны.
Пусть теперь A = T f =

⋂
u∈T

Valf (u) для некоторого T типа X, μ ∈ A, δ ∈ Aut(f). Тогда для

каждого u ∈ T имеем μ ∈ Valf (u), δμ ∈ Valf (u), δμ ∈ A. Теорема доказана.

Заметим, кроме того, что если множество A f -замкнуто и δ ∈ Aut(f), то δ∗A = δA = A. В
самом деле, можно утверждать, что если δ∗A = A для некоторых δ ∈ Aut(G) и A ⊂ Hom(W (X), G),
то существует модель (G,Φ, f) с некоторыми Φ and f такими, что δ ∈ Aut(f) и множество A
f -замкнуто.
Докажем это утверждение. Рассмотрим X = {x1, . . . , xn}. Пусть множество Φ состоит из

одного n-арного соотношения ϕ. Рассмотрим формулу ϕ(x1, . . . , xn) и реализуем ϕ в G. На-
чнем со стандартной биекции π : Hom(W (X), G) → G(n), полагая f(ϕ) = Aπ ⊂ G(n). Имеем
Valf (ϕ(x1, . . . , xn)) = A для таких f . Таким образом, A— f -алгебраическое множество. Условие
δA = A означает, что автоморфизм δ согласован с с интерпретацией f данного множества Φ, т.е.
δ ∈ Aut(f).
Сделаем несколько замечаний о предыдущем построении. Для данных модели (G1,Φ, f) и изо-

морфизма алгебр δ : G1 → G2 рассмотрим другую модель (G2,Φ, f δ) с коммутативной диаграммой

HalΘ(Φ)
�����

Val
fδ �

�
��
Valf

HalΘ(G2) �δ∗ HalΘ(G1)

Определим f δ так, чтобы модели были бы изоморфными, а диаграмма— действительно коммута-
тивной.
Возьмем формулу u типа X в HalΘ(Φ). Должно выполняться равенство

Valf (u) = δ∗ Valfδ(u).

Пусть ϕ— n-арное отношение в Φ. Возьмем X = {x1, . . . , xn} и u = u(x1, . . . , xn). Перейдем к
δ(n) : G(n)

1 → G
(n)
2 и биекциям π1 : Hom(W (X), G1) → G

(n)
1 и π2 : Hom(W (X), G2) → G

(n)
2 .

Диаграмма

Hom(W (X), G1) �δ̃ Hom(W (X), G2)

�
π1

�
π2

G
(n)
1

�δ(n)

G
(n)
2

коммутативна.
Нужно найти f δ(ϕ), удовлетворяющую уравнению Valf (u) = δ∗ Valfδ(u) при u = ϕ(x1, . . . , xn).

Обозначим A = Valf (u) и B = Valfα(u). Тогда A = δ∗B. Здесь f(ϕ) = π∗1A и f δ(ϕ) = π∗2B. Имеем
ν ∈ A в том и только том случае, если δν ∈ B; это дает, что (a1, . . . , an) ∈ f(ϕ) в том и только
том случае, если (δa1, . . . , δan) ∈ f δ(ϕ). Последнее определяет модель (G2,Φ, f δ), изоморфную
исходной модели (G1,Φ, f) с помощью изоморфизма δ.
Можно проверить, что вторая модель и реализует коммутативную диаграмму.
Свяжем алгебраические множества для моделей f и f δ. Пусть A = T f , B = T f

δ
для некоторого

T ⊂ HalΦΘ(X). Тогда A = δ∗B. В самом деле,

A = T f =
⋂
u∈T

Valf (u) =
⋂
u∈T

δ∗ Valfδ(u) = δ∗

(⋂
u∈T

Valfδ(u)

)
= δ∗T f

δ
= δ∗B.
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Заметим, что изоморфные модели геометрически эквивалентны. Это следует, например, из пред-
ложения 3. Следовательно, модели (G1,Φ, f) и (G2,Φ, f δ) геометрически эквивалентны. Если
T = Af , то фильтр T одновременно f - и f δ-замкнут. Для такого T имеем

T = Af = (δ∗B)f = Bfα
= T, (δ∗B)f = Bfδ

.

Теорию, рассматриваемую здесь, естественно назвать теорией Галуа—Краснера.
Алгебра HalΘ(G) рассматривается вместе с ее группой автоморфизмов, представимой как AutG.

Для любых A ∈ HalΘ(G) и σ ∈ AutG пишем σA вместо σ∗A. Дадим дальнейшие стандартные
определения.
Пусть H —подмножество AutG. Тогда R = H ′ есть подалгебра в HalΘ(G), состоящая из всех

элементов A, для которых σA = A при всех σ ∈ H. Здесь R = H ′—на самом деле подалгебра
многосортной алгебры HalΘ(G) и для любого X ∈ Γ0 соответствующая компонента R(X) есть
подалгебра кванторной X-алгебры Bool(W (X), G). Алгебра R(X) содержит все равенства типа X.
Пусть теперь R— (многосортное) подмножество HalΘ(G). Тогда R′ = A есть подгруппа в

Aut(G), состоящая из всех σ ∈ Aut(G), для которых σA = A при всех A ∈ R. Она на самом
деле является подгруппой в AutG. Имеем соответствия Галуа и замыкания Галуа: H ′′ = (H ′)′
и R′′ = (R′)′. Подгруппа H замкнута, если H ′′ = H. Каждая замкнутая подалгебра R содержит
все равенства в HalΘ(G). Напомним, что равенство в HalΘ(G) есть алгебраическое множество,
определяемое уравнением типа w ≡ w′.

Теорема 9. Для каждой модели (G,Φ, f) имеем

R′
f = Aut(f).

Доказательство. Из теоремы 8 следует, что выполнено включение Aut(f) ⊂ R′
f .

Пусть теперь σ ∈ R′
f . Это означает, что σA = A при любом A ∈ R′

f . Нужно показать, что
автоморфизм σ алгебры G совместим с интерпретацией f(ϕ) для произвольной ϕ ∈ Φ.
Пусть соотношение ϕ n-арно. Возьмем X = {x1, . . . , xn} и рассмотрим формулу ϕ(x1, . . . , xn).

Возьмем A = Valf (ϕ(x1, . . . , xn)). Для биекции π : Hom(W (X), G) → G(n) имеем A = π−1(f(ϕ)).
Координация σ с f(ϕ) равносильна условию σA = A. Это условие выполняется, поскольку A ∈ Rf .
Таким образом, σ ∈ Aut(f) и R′

f = Aut(f).
Нельзя утверждать, что (Aut(f))′ = Rf . В самом деле, в общем случае можно рассмотреть

алгебраическое множество A, не являющееся простым, не определяемое одной формулой u и,
следовательно, не принадлежащее алгебре Rf . Тем не менее, σA = A для всех σ ∈ Aut(f) согласно
теореме 8. Таким образом, Rf ⊂ Aut(f)′ и включение может быть строгим.
Сформулируем первую основную теорему.

Теорема 10. Если алгебра G конечна, то каждая подгруппа в Aut(G) замкнута, а каждая
подалгебра R в HalΘ(G), содержащая все равенства, также замкнута.

Здесь имеется биекция между такими R и подгруппами в Aut(G). Доказательство этой теоремы
будет дано в следующем пункте.

Теорема 11. Если алгебра G конечна, то для любой модели (G,Φ, f) имеем

Aut(f)′ = Rf .

Доказательство. Из теорем 9 и 10 следует, что

R′′
f = Rf = (R′

f )
′ = Aut(f)′.

Из теоремы 11 вытекает, что если алгебра G конечна, то каждое f -алгебраическое множество A
для модели (G,Φ, f) есть простое алгебраическое множество.
Теперь можно установить, что алгебраические многообразия нетеровы. Это можно доказать

непосредственно, если алгебра G конечна.
Рассмотрим вторую основную теорему Галуа.
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Возьмем изоморфизм δ : G2 → G1 алгебр в Θ. Изоморфизм алгебр Халмоша

δ∗ : HalΘ(G1) → HalΘ(G2)

соответствует δ.
Группы Aut(G1) и Aut(G2) изоморфны. Их изоморфизм определяется с помощью σ → δσδ−1,

σ ∈ Aut(G2). Это дает Aut(G2) → Aut(G1).
Пусть теперь R1 —подалгебра в HalΘ(G). Имеем δ∗(R1) = R2 в HalΘ(G). Следовательно, R1 и

R2 изоморфны. Непосредственно проверяется, что

R′
1 = δR′

2δ
−1(δ∗(R1))′ = δ−1R′

1δ.

В этом смысле подгруппы R′
1 в Aut(G1) и R′

2 в Aut(G2) сопрягаются изоморфизмом δ : G2 →
G1.

Теорема 12. Если алгебры G1 и G2 конечны, R1 —подалгебра в HalΘ(G1), а R2 —подалгебра
в HalΘ(G2), то каждый изоморфизм γ : R1 → R2 индуцируется изоморфизмом δ : G2 → G1.
Имеем γ = δ∗ : R1 → R2.

6.3. Доказательства. Предположим, что конечная алгебра G рассматривается также как и под-
множество X0. Свободная в Θ алгебра W (G) есть объект категории Θ0. Рассмотрим аффинное
пространство Hom(W (G), G) и кванторную G-алгебру Bool(W (G), G) как объект категории Хал-
моша HalΘ(G).
Сделаем замечания относительно множества Hom(W (G), G) и алгебры Bool(W (G), G).
Имеем стандартную биекцию

π : Hom(W (G), G) → GG,

где π(ν) : G→ G— сужение гомоморфизма ν на множество G.
Правая часть GG есть полугруппа преобразований множества G. Продолжим умножение в этой

полугруппе на левую часть. Если ν1, ν2 —два элемента Hom(W (G), G), то ν1ν2 : W (G) → G—
гомоморфизм, определенный условием

π(ν1ν2) = π(ν1) · π(ν2).

Тогда Hom(W (G), G)—полугруппа, изоморфная полугруппе GG с помощью изоморфизма π.
Группа ΣG есть группа всех подстановок множества G. Теперь ее можно представить как группу

всех обратимых элементов в полугруппе Hom(W (G), G). Она есть подмножество Hom(W (G), G)
и элемент Bool(W (G), G).
Пусть X —произвольное конечное множество в X0. Рассмотрим отображение μ : X → G.

Это отображение μ есть одновременно и отображение μ′ : X → W (G). Имеем гомоморфизмы
μ : W (X) → G и s : W (X) → W (G), определенные соответственно μ и μ′. Так как на самом деле
s определяется отображением μ : X → G, то пишем s = s(μ).
Применим эти обозначения к случаю, когда X совпадает с G. Рассмотрим два отображения σ1

и σ2 : G → G. Имеем σ1σ2 = σ1σ2. Нас интересует произведение σ1 · s(σ2). Легко видеть, что
σ1 · s(σ2) = σ1σ2.
Возьмем далее произвольную подалгебру R в HalΘ(G), содержащую равенства. Это означает,

что R сохраняет операции типа s∗, сопряженные с операциями типа s∗ (см. [12]).
Имеем R(X) ⊂ Bool(W (X), G) для каждого конечного X ⊂ X0. Так как алгебра R(X) конечна,

то она имеет атомы. Каждый элемент из R(X) есть сумма атомов и все такие атомы порождают
алгебру R.
Атомы легко строятся. Пусть μ : W (X) → G— точка пространства Hom(W (X), G). Это про-

странство есть единица в алгебре Bool(W (X), G) и, одновременно, единица в R(X). Она содержит
точку μ.
Обозначим через (μ) пересечение всех элементов алгебры R(X), содержащих точку μ. Это

пересечение (μ) есть атом в R(X) и все атомы в R(X) строятся таким образом.
Рассмотрим далее алгебру R(G). Она является подалгеброй Bool(W (G), G). Возьмем единицу

e полугруппы GG. Точка e : W (G) → G, которая является единицей полугруппы Hom(W (G), G)
соответствует этому e. Возьмем атом (e) в R(G), определенный e. Обозначим (e) = H = HR.



48 Б. ПЛОТКИН

Предложение 16. Для каждой алгебры R подмножество H в Hom(W (G), G) есть подгруппа
в группе ΣG.

Доказательство. Сделаем одно общее замечание. Пусть задан морфизм s : W (X) →W (Y ). Если
A ∈ R(X), то s∗A ⊂ R(Y ) для данной алгебры R. Кроме того, известно, что если A ∈ R(Y ), то
s∗A ∈ R(X).
Возьмем теперь произвольное σ : G → G. Имеем σ : W (G) → G и s = s(σ) : W (G) → W (G).

Возьмем далее s∗ : Bool(W (G), G) → Bool(W (G), G). По построению, атом H есть элемент алгебры
Bool(W (G), G). Возьмем s∗H. Он также является элементом Bool(W (G), G), состоящим из всех
νs, ν ∈ H. Элемент ν = e содержится в H. Следовательно, es(σ) = eσ = σ ∈ s∗H.
Заметим также, что и H и s∗H принадлежат алгебре R(G). Предположим, что σ ∈ H. Тогда

σ ∈ H∩s∗H. Это пересечение есть ненулевой элемент в R(G). Так как H —атом, то H∩s∗H = H,
H ⊂ s∗H.
Предположим, что s∗H строго больше, чем H. Тогда имеет место нетривиальное разложение

s∗H = H ∪ (¬H ∩ s∗H)).

Применим булев эндоморфизм s∗. Тогда

H ⊂ s∗(s∗H) = s∗H ∪ s∗(¬H ∩ s∗H)).

Это дает разложение
H = (H ∩ s∗(H)) ∪ (H ∩ s∗(¬H ∩ s∗H)).

Это разложение нетривиально (см. [12, с. 347]). Так как слагаемые лежат в R(G), а H —атом, то
это разложение невозможно. Следовательно, H = s∗H. Пусть теперь σ1 и σ2 —элементы H. Тогда

σ1 · σ2 = σ1σ2 = s1s(σ2) ∈ s∗H = H,

а множество H замкнуто относительно умножения. Кроме того, e = σ1s(σ) = σ1σ, так как e ∈ s∗H.
Это означает, что для каждого σ ∈ H существует обратный элемент σ1 ∈ H. Следовательно, все
множество H есть подгруппа группы ΣG.

Предложение 17. Пусть X —произвольное конечное множество в X0, а A—атом булевой
алгебры R(X). Тогда существует отображение μ : X → G такое, что выполнено s∗H = A для
s = s(μ) : W (X) →W (G).

Доказательство. Возьмем произвольное μ с μ ∈ A. Рассмотрим s = s(μ) для такого μ. Проверим,
что s∗H = A.
Рассмотрим e ∈ H и es(μ) = eμ = μ ∈ A. Это же μ лежит также и в s∗H. Имеем μ ∈ A∩s∗H. Обе

компоненты лежат в R(X), а A ⊂ s∗H, поскольку A—атом. Как и ранее, видим, что A = s∗H.

Предложение 18. Подгруппа H в ΣG совпадает с подгруппой R′ в Aut(G).

Доказательство. Докажем, что если σ : G → G—подстановка, то σ ∈ H в том и только том
случае, если σ есть автоморфизм алгебры G, принадлежащий подгруппе R′.
Пусть сначала σ ∈ R′. Возьмем точку σ : W (G) → G. Легко понять, что σμ = σμ для каждого

отображения μ : X → G. Если X = G, то

σμ = σμ = σμ.

В частности σH = H для этого σ. Это означает, что σν ∈ H ⇔ ν ∈ H. Возьмем элемент e в H.
Тогда σe = σe = σ ∈ H. Таким образом, из σ ∈ R′ следует, что σ ∈ H.
Докажем обратное. Для любых A ⊂ Hom(W (X), G) и σ ∈ ΣG определим σ̃A. Множество σ̃A

есть множество всех μ : W (X) → G, для которых σ̃(μ) = ν ∈ A. Здесь μ = σ̃−1(ν) ∈ σ̃−1∗A. Если
σ ∈ Aut(G), то σ̃A = σA = (σ−1)∗A.
Возьмем теперь A = H; пусть σ1 ∈ H. Проверим, что

σ̃−1(σ1) = σ−1 σ1 = σ−1σ1.

Возьмем произвольное g ∈ G. Тогда

σ̃−1(σ1)(g) = σ−1σ1(g) = σ−1 · σ1(g) = (σ−1 · σ1)(g).
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Следовательно,

σ̃−1∗H = σ−1H.

В правой части имеем смежный класс по H с представителем σ−1. В частности, если σ ∈ H, то
σ̃−1∗H = H = σ̃H.
Покажем теперь, что σ̃A = A для любого атома A в R(X). Возьмем μ : X → G с μ ∈ A; пусть

s = s(μ). Тогда A = s∗H, s(x) ∈ G для любого x ∈ X. Имеем

σ̃(A) = σ̃−1∗(A) = σ̃−1∗(s∗H) = s∗(σ̃−1∗H) = s∗(H) = A

при σ ∈ ΣG. Здесь использовалось то, что σ̃−1(νs) = σ̃−1(ν) · s справедливо для любого ν ∈ H.
Таким образом, все атомы инвариантны относительно каждого σ̃ с σ ∈ H. Но тогда все A ∈ R
также инвариантны над такими σ̃.
Покажем, что отсюда следует, что σ ∈ Aut(G).
Пусть ω ∈ Ω— n-арная операция, a1, . . . , an—элементы G, σ ∈ H. Нужно проверить, что

(a1 . . . anω)σ = aσ1 . . . a
σ
nω. Возьмем переменные {x1, . . . , xn, y} ∈ X и начнем с равенства

x1 . . . xnω ≡ y. Это равенство типа X. Далее возьмем μ : W (X) → G с условием μ(x1) = a1,
. . . , μ(xn) = an и μ(y) = b = a1 . . . anω. Тогда μ ∈ Val(x1 . . . xnω = y) = A. По условию, A ∈ R(X),
σ̃(A) = A. Таким образом, также и σ̃(μ) ∈ A. Имеем

σ̃(μ)(x1 . . . xnω) = (σ̃(μ)(x1)) . . . (σ̃(μ)(xn))ω

= (σμ(x1)) . . . (σμ(xn))ω = (σa1) . . . (σan)ω

= σ̃(μ)(y) = σμ(y) = σb = σ(a1 . . . anω).

Следовательно, если σ̃ ∈ H, то σ ∈ Aut(G) и σ̃(A) = σ(A) = A для любого A ∈ R, σ ∈ R′.

Завершим доказательство теоремы 10.

Доказательство теоремы 10. Пусть R—подалгебра в HalΘ(G), содержащая равенства. Покажем,
что R′′ = R. Включение R ⊂ R′′ всегда справедливо. Возьмем H = R′; пусть H — соответствующий
атом в R(G). Этот атом H порождает всю алгебру R. Имеем также, что (R′′)′ = H. Тогда алгебра
R′′ порождается тем же H. Следовательно, R′′ = R.
Пусть теперь H —подгруппа в Aut(G). Подмножество H в Hom(W (G), G), являющееся эле-

ментом Bool(W (G), G), соответствует H. Рассмотри м подалгебру R в HalΘ(G), порожденную с
помощью этого элемента. Проверяется, что H = R′ = H

′
. Отсюда следует, что H ′ = R′′ = R и

H ′′ = R′ = H.

Перейдем к доказательству теоремы 12.

Доказательство теоремы 12. Пусть G1 и G2 —конечные алгебры в данном многообразии Θ.
Предположим, что исходный универсум X0 содержит множества G1 и G2, и рассмотрим алге-
бры Халмоша HalΘ(G1) и HalΘ(G2). Рассмотрим их вместе с группами автоморфизмов Aut(G1)
и Aut(G2). Возьмем подалгебры R1 и R2 в этих алгебрах соответственно, обе с равенствами.
Предположим, что существует изоморфизм

γ : R1 → R2.

Нужно построить изоморфизм δ : G2 → G1, индуцирующий γ. Возьмем группу H2 = R′
2 ⊂

Aut(G2) по данному R2. Как и ранее, рассмотрим множество H2 ⊂ Hom(W (G2), G2) в R2(G2).

Это множество— атом в R2(G2) над единицей e. Применим γ−1. Тогда A = H
γ−1

2 является атомом
в R1(G2) = Bool(W (G2), G1). Возьмем произвольное μ : W (G2) → G2 в этом непустом множестве
A. Пусть δ : G2 → G1 — сужение μ на G2.
Покажем, что каждый такой δ решает задачу.
Рассмотрим группу H1 = R′

1 в Aut(G1). Пусть H1 — соответствующий атом в R1(G1). Имеем
также атом A в R1(G2). Как уже известно, A = s∗H1 = Hγ−1

2 . Возьмем B = H
γ
1 = s∗1(H2) по H1.

Здесь s1 = s(σ) с σ : G1 → G2 выбрано в B как δ в A.
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Используя [12, с. 351], можно доказать, что δ : G2 → G1 есть биекция, так же как и σ : G1 → G2.
Доказывается также, что δ и σ—изоморфизмы алгебр [12, с. 356] и что H1 = δH2δ

−1 или,
аналогично, R′

1 = δR′
2δ

−1. Это позволяет показать, что δ∗ : HalΘ(G1) → HalΘ(G2) индуцирует
изоморфизм R1 → R2. Далее проверяется, что этот изоморфизм совпадает с исходным γ. Последнее
достаточно проверить на множестве A, порождающем алгебру R1. Равенство γ(A) = δ∗(A) следует
из определения.

7. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МОДЕЛЕЙ

7.1. Изоморфизмы категорий. Рассмотрим новую модель (G1,Φ, f δ) для данного изоморфизма
δ : G2 → G1 и модель (G1,Φ, f). Эта новая модель изоморфна исходной. Рассмотрим также
коммутативную диаграмму

HalΘ(Φ) �Valf HalΘ(G1)
�����Val

fδ �
δ∗

HalΘ(G2)

Если A = T f —алгебраическое множество в HalΘ(G1), то δ∗T f
δ
—алгебраическое множество в

HalΘ(G2). Следовательно, имеем биекцию между f -алгебраическими множествами в HalΘ(G1) и
f δ-алгебраическими множествами в HalΘ(G2). Теперь можно говорить о коммутативной диаграмме

HalΘ(Φ) �Valf
KΦΘ(f)

�����Val
fδ �

δ∗

KΦΘ(f δ)

Здесь биекция δ∗ хорошо скоординирована с морфизмами категорий, а значит, является изомор-
физмом категорий. Кроме того, δ∗ индуцирует изоморфизм алгебр Rf и Rfδ .
Нас интересует общая проблема об изоморфизме двух категорий типа KΦΘ(f). Определим здесь

специальный изоморфизм. Для моделей (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) это есть изоморфизм, определен-
ный диаграммой

HalΘ(Φ) �Valf1 KΦΘ(f1)
�����Valf2 �

γ

KΦΘ(f2)
Здесь γ—изоморфизм категорий. Из определения следует, что тот же изоморфизм γ индуцирует
изоморфизм алгебр Rf1 и Rf2 . Кроме того, γ(T

f1) = T f2 для каждого T ⊂ HalΘ(Φ) определенного
типа X.

Теорема 13. Если алгебры G1 и G2 конечны, то категории KΦΘ(f1) и KΦΘ(f2) специально
изоморфны в том и только том случае, если их модели изоморфны.

Доказательство. Утверждение уже доказано в одну сторону. Пусть имеем специальный изомор-
физм γ : KΦΘ(f1) → KΦΘ(f2). Покажем, что существует изоморфизм моделей δ : G2 → G1, f1 = f δ2
такой, что γ = δ∗ на объектах категорий. Имеем изоморфизм γ : Rf1 → Rf2 . В соответствии с
теоремой 12, существует изоморфизм алгебр δ : G2 → G1 такой, что γ и δ∗ совпадают на элементах
Rf1 . Отсюда следует, что γ и δ∗ совпадают на объектах категорий. Легко также видеть, что имеет
место коммутативная диаграмма

HalΘ(Φ) �Valf1 HalΘ(G1)
�����Valf2 �

δ∗

HalΘ(G2)

Применяя замечания конца раздела 7, заключаем, что f1 = f δ2 и модели изоморфны.
Наряду со специальными изоморфизмами рассмотрим строгие изоморфизмы. Такой изоморфизм

γ : KΦ1Θ(f1) → KΦ2Θ(f2) индуцирован изоморфизмом алгебр Rf1 → Rf2 . Здесь Φ1 и Φ2, вообще
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говоря, различны, а модели имеют вид (G1,Φ1, f1) и (G2,Φ2, f2). Не предполагается никаких связей
с алгебрами формул. Здесь нельзя говорить об изоморфизме моделей; мы используем понятие
автоморфного изоморфизма.

Определение 3. Две модели (G1,Φ1, f1) и (G2,Φ2, f2) называются автоморфно изоморфными,
если

1) алгебры G1 и G2 изоморфны;
2) существует изоморфизм алгебр δ : G2 → G1 с Aut(f1) = δAut(f2)δ−1.

Здесь группы автоморфизмов моделей сопряжены.

Если, в частности, модели изоморфны, Φ1 = Φ2, то они автоморфно изоморфны.

Теорема 14. Для конечных алгебр G1 и G2 категории KΦ1Θ(f1) и KΦ1Θ(f2) строго изоморф-
ны в том и только том случае, если их модели автоморфно изоморфны.

Доказательство. Пусть задан строгий изоморфизм

γ : KΦ1Θ(f1) → KΦ2Θ(f2).

По условию, γ индуцирует изоморфизм алгебр γ : Rf1 → Rf2 . Снова согласно теореме 12 имеем
изоморфизм δ : G2 → G1 такой, что δ∗ индуцирует γ. Здесь Rf2 = δ∗(Rf1). Это, в свою очередь,
дает R′

f1
= δR′

f2
δ−1. Но из теоремы 9 вытекает, что R′

f1
= Aut(f2), R′

f2
= Aut(f2). Таким образом,

Aut(f1) и Aut(f2) сопряжены изоморфизмом δ : G2 → G1. Итак, доказано, что модели автоморфно
изоморфны.
Докажем обратное. Пусть модели (G1,Φ1, f1) и (G2,Φ2, f2) автоморфно изоморфны с изомор-

физмом алгебр δ : G2 → G1. Имеем изоморфизм δ∗ : HalΘ(G1) → HalΘ(G2). Имеем подалгебры
Rf1 в HalΘ(G1) и Rf2 в HalΘ(G2). Здесь R′

f1
= Aut(f1) и R′

f2
= Aut(f2). По условию, имеем

R′
f1

= δR′
f2
δ−1. Это означает, что δ∗(Rf1) = Rf2 . В самом деле, (δ∗(Rf1))′ = δ−1R′

f1
δ = R′

f2
.

Следовательно, δ∗(Rf1) = Rf2 и δ∗(R)′ = δ−1R′δ. Это справедливо всегда. Далее, δ∗ индуцирует
изоморфизм Rf1 → Rf2 .
Пусть теперь A ∈ Rf1 . Тогда A = Valf1(u) для некоторого u ∈ HalΘ(Φ1), δ∗(A) = B ∈ Rf2 ,

B = Valf2(v), v ∈ HalΘ(Φ2). Здесь u и v имеют один и тот же тип X. Имеем δ∗ Valf1(u) = Valf2(v).
Пусть далее A—объект категории KΦ1Θ(f1), A = T f1 , где T —набор формул в HalΘ(Φ), а T

имеет тип X. Имеем
A =

⋂
u∈T

Valf1(u).

Кроме того,

δ∗(A) =
⋂
u∈T

δ∗ Valf1(u) =
⋂
v∈T ∗

Valf2(v).

Здесь T ∗—набор формул v в HalΘ(Φ2) типа X, некоторым образом связанных с набором T . В
любом случае можно утверждать, что δ∗A, так же как и A, есть алгебраическое множество. Это
означает, что существует биекция на объекты KΦ1Θ(f1) → KΦ2Θ(f2). Пусть теперь s : A1 → A2 —
морфизм в KΦ,Θ(f1). Имеем A1 ⊂ sA2. Но тогда δ∗(A1) ⊂ δ∗(sA2) = sδ∗A2. Следовательно, этот
же s дает морфизм s : δ∗(A1) → δ∗(A2). Значит, обратное тоже верно. Таким образом, имеем
изоморфизм категорий δ∗ : KΦ,Θ(f1) → KΦ2Θ(f2), причем этот изоморфизм строгий. Это завершает
доказательство теоремы 14.

7.2. Замечание о категориях KΦΘ(G). Здесь G—произвольная алгебра в Θ. Напомним, что
объекты этой категории имеют вид (X,A, f), где f —интерпретация заданного множества Φ в
алгебре G.
Рассмотрим KΦΘ(G1) и KΦΘ(G2), когда задан изоморфизм δ : G1 → G2. Модели (G1,Φ, f) соот-

ветствует модель (G2,Φ, f δ). Одновременно, объекту (X,A, f) соответствует объект (X, δ∗(A), f δ).
Это дает изоморфизм категорий

KΦΘ(G1) → KΦΘ(G2).
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Далее, если δ : G → G—автоморфизм алгебр, то автоморфизм категорий KΦΘ(G) соответствует
δ. Это приводит к представлению

Aut(G) → Aut(KΦΘ(G)),

которое естественным образом связано с представлением

Aut(G) → Aut(HalΘ(G)).

7.3. Геометрические свойства.

Определение 4. Модель (G,Φ, f) называется геометрически нетеровой, если для каждого
конечного множества X и каждого множества формул T в HalΦΘ(X) существует конечная часть
T0 ⊂ T с T f0 = T f . Это означает, что T ff0 = T ff .

Теорема 15. Модель (G,Φ, f) геометрически нетерова в том и только том случае, если
выполнено условие минимальности в решетке Alvf (X). Соответственно, в решетке Clf (X)
имеем условие максимальности.

Пусть теперь T0 = {u1, . . . , un}, u = u1 ∧ · · · ∧ un. Тогда T f0 = Valf (u) = {u}f . Таким образом,
можно утверждать, что если модель (G,Φ, f) геометрически нетерова, то каждое алгебраическое
множество над этой моделью есть простое алгебраическое множество.
Тем не менее, соответствующий элемент u = u1∧· · ·∧un не обязательно принадлежит исходному

множеству T . Назовем модель (G,Φ, f) слабо геометрически нетеровой, если каждое алгебра-
ическое множество над ней есть простое алгебраическое множество. Слабо нетеровы модели не
обязательно геометрически нетеровы.
Можно утверждать, что каждая конечная модель геометрически нетерова (ср. с теоремой 8 в

теории Галуа). Можно также утверждать, что любое декартово произведение геометрически нете-
ровых моделей есть также геометрически нетерова модель. Подмодель геометрически нетеровой
модели также геометрически нетерова.
Аналогичные свойства, вообще говоря, не верны для декартовых степеней.
Перейдем к понятию геометрической эквивалентности моделей. Пусть заданы две модели

(G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) с одним и тем же Φ.

Определение 5. Две модели (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны, если выпол-
нено T f1f1 = T f2f2 для каждого конечного X и каждого T из HalΦΘ(X).
Если модели (G1,Φ, f1) и (G2,Φ, f2) геометрически эквивалентны, то
1) решетки Clf1(X) и Clf2(X) совпадают, тогда как решетки Alvf1(X) и Alvf2(X) изоморфны;
2) категории CΦΘ(f1) и CΦΘ(f2) совпадают, тогда как категории KΦΘ(f1) и KΦΘ(f2) изоморфны;
3) эти модели элементарно эквивалентны.

Из первого утверждения следует, что если модели геометрически эквивалентны и одна из них
геометрически нетерова, то и вторая также геометрически нетерова.

Теорема 16. Пусть модель (G,Φ, f) геометрически нетерова. Тогда каждая ее ультрасте-
пень также геометрически нетерова, а все эти ультрастепени геометрически эквивалентны
исходной модели (G,Φ, f).

Все описанные понятия естественным образом связаны с логикой обобщенных (инфинитных)
формул рода (∧u∈T ) → v, или, что то же самое, T → v. Для геометрически нетеровых формул
достаточно исходить из обычных конечных формул.
Вообще говоря, из элементарной эквивалентности моделей не следует их геометрическая экви-

валентность. Тем не менее справедлива следующая теорема.

Теорема 17. Если две модели элементарно эквивалентны и одна из них геометрически нете-
рова, то вторая также геометрически нетерова и эти модели геометрически эквивалентны.

В связи с понятием геометрически нетеровой модели вернемся к понятию логического ядра
гомоморфизма вида μ : W (X) → G. Легко видеть, что если Logf Ker(μ)— такое ядро и
Valf (Logf Ker(μ))— его образ в алгебре Rf (X), то этот образ есть главный ультрафильтр, если
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модель (G,Φ, f) геометрически нетерова. Этот ультрафильтр порожден алгебраическим множе-
ством {μ}ff .

8. ПРИЛОЖЕНИЯ К НАУКЕ О ЗНАНИЯХ

8.1. Введение. Теория знаний и базы знаний дают важный пример области, в которой весьма
естественны приложения универсальной алгебры и алгебраической логики, а их взаимодействие
с достаточно практическими задачами, возникающими в компьютерных науках, очень продуктив-
но. Другие примеры такого взаимодействия даются теорией реляционных баз данных, задаче о
соблюдении ограничений [3,7], теорией сложности и др.
Можно говорить о знании и системе знаний. Как правило, область знания или системы знаний

фиксирована. При нашем подходе рассматривается только знание, допускающее формализацию
в некоторой логике. Логика может быть разной; она часто ориентирована на соответствующую
область знания (см. [4,9, 18]).
В этой статье внимание будет сосредоточено на специальной ситуации элементарного знания.
Элементарное знание рассматривается как знание первого порядка, т.е. как знание, предста-

вимое с помощи логики первого порядка (ЛПП). Соответствующая прикладная область (область
знания) основана на некотором многообразии алгебр Θ, которое произольно, но фиксировано. Это
многообразие Θ рассматривается как тип знания. Его отражением в теории баз данных является
понятие типа данных Θ.
Фиксируем также множество символов соотношений Φ. Предмет знания— это тройка (G,Φ, f),

где G—алгебра в Θ, а f —интерпретация множества Φ в G. Это есть модель в обычном матема-
тическом смысле. Как правило, используем сокращение и пишем f вместо (G,Φ, f). Для данного
Φ обозначим соответствующую прикладную область через ΦΘ.
Логика первого порядка также ориентирована на многообразие Θ.
Предполагается, что каждое рассматриваемое знание представляется следующими тремя компо-

нентами.

1) Описание знания— синтаксическая часть знания, написанная на языке данной логики. Опи-
сание отражает, что хотим мы знать.

2) Предмет знания, который является объектом данной прикладной области, т.е. объектом, для
которого определяется знание.

3) Содержание знания, его семантика.

Первые две компоненты относительно независимы, тогда как третья однозначно определяется
первыми двумя. В рассматриваемой теории эта третья компонента имеет геометрическую природу.
В некотором смысле она представляет собой алгебраическое множество в аффинном пространстве.
Если T —описание знания, а (G,Φ, f)— его предмет, то T f обозначает содержание знания. Со-
держание будет снабжаться его собственной структурой, алгебраической или геометрической, и
будут рассматриваться некоторые аспекты такой структуры.
Подчеркнем, что имеются три аспекта в рассматриваемом подходе к представлению знаний:

логический (для описания знаний), алгебраический (для предмета знания) и геометрический (в
содержании знания). Эта геометрия имеет алгебраическую природу. Тем не менее, соответствую-
щая алгебра наследует некоторую геометрическую интуицию.
Рассмотрим категории элементарных знаний. Язык категорий в теории знаний— хороший путь

для организации и систематизации первичных элементарных знаний. Морфизмы в категории зна-
ний устанавливают связь между знаниями. В частности, можно говорить об изоморфных знаниях.
Категорный подход также позволяет использовать идеи монады и комонады [10]. Оказывается,
что это приводит к некоторым общим взглядам на обогащение и вычисление знаний. Обогащение
структуры можно ассоциировать с подходящей монадой над категорией, тогда как соответствую-
щее вычисление организуется комонадой.
Сделаем еще одно замечание. В каждой хорошо описанной области знаний можно изучать

категорию элементарных знаний, принадлежащих этой области. Рассмотрение таких категорий
может представлять специальный интерес.
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8.2. Категория знаний. Определим сначала категорию KnowΦΘ(f). Фиксируем модель (предмет
знаний) (G,Φ, f). Определим категорию знаний для этой модели и обозначим ее через KnowΦΘ(f).
Это есть категория знаний для данного предмета знаний. Поскольку модель фиксирована, объекты
категории Knowf должны иметь вид (X,T,A). Объект знания не фиксируется в обозначении
объекта, поскольку он зафиксирован в обозначении категории.
Множество X многосортное. Оно отмечает «место», в котором расположено знание. Множество

X также указывает «место знаний», т.е. пространство знаний Hom(W (X), G), когда задан предмет
знаний (G,Φ, f). Множество T есть описание знаний в алгебре HalΘ(X), а A = T f есть содержание
знаний, зависящее от T и f . Множество T ff = Af есть полное описание знаний (X,T,A) и
является булевым фильтром в HalΦΘ(X).
Теперь о морфизмах (X,T1, A) → (Y, T2, B). Возьмем s : W (Y ) → W (X). Имеем также s :

HalΦΘ(Y ) → HalΦΘ(X) (см. п. 2.2). Это гомоморфизм булевых алгебр. Гомоморфизм s приводит к

s̃ : Hom(W (X), G) → Hom(W (Y ), G).

Как и выше, s допусти́м для A и B, если s̃(ν) = νs ∈ B для каждой точки ν : W (X) → G в A.
Как мы знаем, s допусти́м для A и B в том и только том случае, если su ∈ Af для каждого

u ∈ Bf . Это выполняется для s∗, для которого также имеется гомоморфизм

s : HalΦΘ(Y )/Bf → HalΦΘ(X)/Af .

Легко доказать, что s допусти́м для A и B в том и только том случае, если su ∈ Af для каждого
u ∈ T2. Рассмотрим допустимый s как морфизм

s : (X,T1, A) → (Y, T2, B),

в слабой категории Knowf.
Имеем s̃(ν) = νs ∈ B, если ν ∈ A и s индуцирует отображение [s] : A → B. Одновременно с

этим существуют отображение s : T2 → Af и гомоморфизм

s : HalΦΘ(Y )/Bf → HalΦΘ(X)/Af .

Уже говорилось (предложение 2), что s1 = s2 следует из [s1] = [s2]. Таким образом, можно взять
морфизм вида

[s] : (X,T1, A) → (Y, T2, B)

для морфизмов точной категории Knowf. Канонические функторы Knowf → KΦΘ(f) для слабой и
точной категорий задаются переходом (X,T,A) → (X,A). В этом переходе «забывается» зафикси-
ровать описание знаний T .
Определим теперь категорию KnowΦΘ. Определим категорию элементарных знаний для всей

прикладной области ΦΘ; предмет знаний (G,Φ, f) не фиксирован. Как и ранее, начнем с категории
ΦΘ, морфизмы которой суть гомоморфизмы в Θ. Они игнорируют соотношения из Φ.
Объект категории знаний Know имеет вид

(X,T,A; (G,Φ, f));

пишем (X,T,A;G, f), потому что Φ фиксировано для этой категории. Здесь X отмечает место
знаний. Компоненты A = T f , G и f могут меняться.
Рассмотрим морфизмы

(X,T1, A;G1, f1) → (Y, T2, B;G2, f2).

Применим тот же подход, что и в п. 3.2 с некоторыми модификациями.
Начнем с s : W (Y ) →W (X) и δ : G1 → G2. Эти s и δ должны быть скоррелированы. Объясним

условие корреляции. Возьмем множество A1 = {δν, ν ∈ A} = δ∗A, а далее— T δ1 = Af21 . Корреляция
s и δ означает, что выполняется su ∈ T δ1 для любого u ∈ T2. Это же справедливо и для любого
u ∈ Bf2 . Последнее означает также, что существует гомоморфизм

s : HalΦΘ(Y )/Bf2 → HalΦΘ(X)/Af21 .
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Первое из двух отображений (s, δ) : A → B и s : T2 → T δ1 преобразует содержание знаний, тогда
как второе действует на описание. Здесь T2 и T δ1 описывают знания, ассоциированные с тем же
предметом (G2,Φ, f2).
Наряду с фиксированным δ существует и точное отображение ([s], δ) : A → B. Это приводит

к слабой и сильной категориям Know. Морфизмы первой— это (s, δ), а во второй они имеют вид
([s], δ) для (X,T1, A;G2, f1) → (Y, T2, B;G2, f2). Канонические функторы Know → KΦΘ определя-
ются переходом

(X,T,A;G, f) → (X,A;G, f).

Как и выше, описание знаний опускается в обозначениях.
Для данных алгебр G in Θ рассмотрим категории KΦΘ(G) и KnowΦΘ(G).
Алгебра G ∈ Θ фиксирована в категориях KΦΘ(G) и KnowΦΘ(G). Множество символов со-

отношений Φ, как обычно, фиксировано, но интерпретации f для Φ в G могут меняться. Таким
образом, KΦΘ(G)—подкатегория в KΦΘ, а KnowΦΘ(G)—подкатегория в KnowΦΘ. Здесь соответ-
ствующие δ : G → G— тождественные гомоморфизмы. Объекты этой категории KΦΘ(G) имеют
вид (X,A, f), а объекты категории KnowΦΘ(G) записываются как (X,T,A, f). Имеется кано-
нический функтор KnowΦΘ(G) → KΦΘ(G). Что же касается морфизмов (X,A, f1) → (Y,B, f2),
(X,T1, A, f1) → (Y, T2, B, f2), то заметим, что A = A1, A

f2
1 = T δ1 и Af2 = T f1f21 . Следователь-

но, соответствующий допустимый гомоморфизм s : W (Y ) → W (X) переводит каждый u ∈ T2 в
su ∈ T f1f21 и индуцирует гомоморфизм

s : HalΦΘ(Y )/Bf2 → HalΦΘ(X)/Af2 .

Любой гомоморфизм s дает отображение [s] : A → B. Это приводит к морфизму (X,A, f1) →
(Y,B, f2).

8.3. Категория описания знаний (категория LΘ(Φ)). Обозначим категорию описания знаний
через LΦΘ или LΘ(Φ). Ее объекты имеют вид (X,T ), где X —конечное множество, а T —мно-
жество формул HalΦΘ(X). Определим морфизмы (X,T1) → (X,T2). В соответствии с описанием
категории HalΘ(Φ) начнем с функтора Θ0 → HalΘ(Φ), который ставит в соответствие отображение
s∗ : HalΦΘ(X) → HalΦΘ(Y ) каждому гомоморфизму s : W (X) →W (Y ). Скажем, что гомоморфизм
s допусти́м относительно T1 и T2, если s∗(u) ∈ T2 для любого u ∈ T1. Для такого допустимого
s имеем отображение s∗ : T1 → T2, которое определяет

s∗ : (X,T1) → (X,T2).

8.4. Функтор перехода от описания знаний к содержанию знаний (функтор Ctf ). Начнем
с модели (G,Φ, f) и рассмотрим функтор

Ctf : LΦΘ → KΦΘ(f).

Здесь KΦΘ(f)— соответствующая категория алгебраических (элементарных) множеств над данной
моделью, а Ct обозначает «содержание». Функтор Ctf —контравариантный. Каждому объекту
(X,T ) категории LΦΘ он ставит в соответствие содержание (X,T f ) = (X,A)—объект категории
KΦΘ(f).
Теперь нужно определить функтор Ctf на морфизмах. Пусть задан морфизм

s∗ : (Y, T2) → (X,T1)

для s : W (Y ) →W (X). Покажем, что s индуцирует морфизм

s̃∗ : (X,A) → (Y,B),

где A = T f1 , B = T f2 .
Начнем с s̃ : Hom(W (X), G) → Hom(W (Y ), G). Определим переход s→ s̃. Проверим, во-первых,

что если s допусти́м для T2 и T1, то s допусти́м для A = T f1 и B = T f2 . Последнее означает, что
s̃(ν) ∈ B, если ν ∈ A. Включение ν ∈ A означает, что ν ∈ Valf (v) для каждого v ∈ T1. Нужно
проверить, что νs ∈ B, т.е. что νs ∈ Valf (u) для любого u ∈ T2.
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Возьмем произвольный u ∈ T2. Имеем v = s∗(u) ∈ T1; ν ∈ Valf (v) = Valf (s∗u) = sValf (u).
Это дает νs ∈ Valf (u). Здесь использован тот факт, что s и Valf коммутируют, поскольку Valf —
гомоморфизм алгебр.
Отображение [s] : A → B соответствует гомоморфизму s : W (Y ) → W (X). Это отображение

рассматривается одновременно и как морфизм категории KΦΘ(f) (см. п. 3.2):

[s] : (X,A) → (Y,B).

Положим Ctf (s∗) = s̃∗ = [s].
Проверим теперь совместимость определения Ctf с умножением морфизмов. Для заданных s1 :

W (X) → W (Y ) и s2 : W (Y ) → W (Z) имеем s2s1 : W (X) → W (Z). Используя тот факт, что
переход Θ0 → HalΘ(Φ) является функтором, получаем (s2s1)∗ = s2∗s1∗. Здесь имеем

s1∗ : HalΦΘ(X) → HalΦΘ(Y ), s2∗ : HalΦΘ(Y ) → HalΦΘ(Z), (s2s1)∗ : HalΦΘ(X) → HalΦΘ(Z).

Пусть (X,T1), (Y, T2) и (Z, T3)—объекты LΘ(Φ), а s1, s2 допустимы относительно T1, T2 и, соот-
ветственно, для T2, T3. В этом случае существуют морфизмы

s1∗ : (X,T1) → (Y, T2), s2∗ : (Y, T2) → (Z, T3), s2∗s1∗ = (s2s1)∗ : (X,T1) → (Z, T3).

Возьмем T f1 = A, T f2 = B, T f3 = C. Имеем

s̃1∗ : (Y,B) → (X,A), s̃2∗ : (Z,C) → (Y,B), s̃2s1∗ = s̃1∗s̃2∗ : (Z,C) → (X,A).

Это дает совместимость функтора Ctf с умножением морфизмов. Совместимость с тождественным
морфизмом очевидна. Это завершает описание контравариантного функтора Ctf : LΦΘ → KΦΘ(f).

8.5. Гомоморфизмы алгебр Халмоша HalΘ(Φ) и функторы категорий LΘ(Φ). Для данного
гомоморфизма β : HalΘ(Φ1) → HalΘ(Φ2) определим соответствующий функтор β̃ : LΘ(Φ1) →
LΘ(Φ2). Для каждого множества формул T ⊂ HalΦ1Θ(X) обозначим через T β множество T β =
{uβ , u ∈ T}. Если (X,T )—объект в LΘ(Φ1), то, полагая

β̃(X,T ) = (X,T β),

получаем объект в LΘ(Φ2).
Для определения функтора β̃ на морфизмах сделаем одно замечание. Начнем с функторов Θ0 →

HalΘ(Φ1) и Θ0 → HalΘ(Φ2). Морфизмы

s1∗ : HalΦ1Θ(X) → HalΦ1Θ(Y ), s2∗ : HalΦ2Θ(X) → HalΦ2Θ(Y )

соответствуют каждому s : W (X) →W (Y ). Имеем также

β = (βX , X ∈ Γ0) : HalΘ(Φ1) → HalΘ(Φ2).

Тот факт, что гомоморфизм β совместим с операцией s, представляется коммутативной диаграммой

HalΦ1Θ(X) �s1∗ HalΦ1Θ(Y )

�
βX

�
βY

HalΦ2Θ(X) �s2∗ HalΦ2Θ(Y )

Поэтому для гомоморфизма s : W (X) → W (Y ) имеем равенство βY s1∗(u) = s2∗βX(u) для любого
u ∈ HalΦ1Θ(X).
Теперь можно определить действие функтора β̃ на морфизмах. Пусть задан морфизм s1∗ :

(X,T1) → (Y, T2) категории LΦ1Θ и пусть s1∗(u) ∈ T2, если u ∈ T1. Тогда s2∗(v) ∈ T β2 , если v ∈ T β1 .
В самом деле, пусть v = βX(u), u ∈ T1, v ∈ T βX

1 . Имеем

s2∗βX(u) = s2∗(v) = βY s
1
∗(u) ∈ T βY

2 ,

поскольку s1∗(u) ∈ T2. Следовательно, s2∗(v) ∈ T βY
2 для любого v = βX(u) ∈ T βX

1 .
Положим s2∗ = β̃(s1∗) : T βX

1 → T βY
2 . Морфизм

s2∗ = β̃(s1∗) : (X,T βX
1 ) → (Y, T βY

2 )
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соответствует s1∗ : (X,T1) → (Y, T2).
Проверим теперь совместимость перехода s1∗ → s2∗ с умножением морфизмов. Для s1 : W (X) →

W (Y ) и s2 : W (Y ) →W (Z) имеем s2s1 : W (X) →W (Z). Используя еще раз тот факт, что переход
Θ0 → HalΘ(Φ)—функтор, получаем

(s12s
1
1)∗ = s12∗s

1
1∗, (s22s

2
1)∗ = s22∗s

2
1∗.

Применим β̃. Нужно проверить, что β̃(s12∗s11∗) = β̃(s12∗)β̃(s11∗). Имеем

β̃(s12∗s
1
1∗) = β̃(s12s

1
1)∗ = (s22s

2
1)∗ = s22∗s

2
1∗ = β̃(s12∗)β̃(s11∗).

Это дает совместимость с умножением, также как и с единицей. Следовательно, имеем функтор
β̃ : LΘ(Φ1) → LΘ(Φ2).

8.6. Базы данных. Начнем с кратной модели (G,Φ, F ). Кратная модель (G,Φ, F ) определяет
систему моделей (G,Φ, f, ) где f пробегает множество F . Здесь G—алгебра в Θ, а Φ—множество
соотношений. Напомним, что и алгебра G ∈ Θ, и соотношение f ∈ F многосортные. Множество
F есть множество примеров f , где f —интерпретация множества Φ в G.
Каждой такой кратной модели соответствует база знаний KB = KB(G,Φ, F ). Это определение

слегка отличается от определения, данного в [16].

Определение 6. База знаний KB = KB(G,Φ, F ) состоит из двух категорий. Первая есть ка-
тегория описания знаний LΘ(Φ), а вторая— категория содержания знаний KΦΘ(f). Эти две кате-
гории связаны функтором

Ctf : LΘ(Φ) → KΦΘ(f).

Этот функтор Ctf преобразует описание знаний в содержание знаний. Не предполагается ника-
ких связей между f1 и f2 в F : примеры независимы. С другой стороны, между f1 и f2 могут быть
связи, которые нужно попытаться учесть.
Содержание знаний Ctf (X,T ) = (X,T f ) соответствует объекту (X,T ) категории LΘ(Φ), кото-

рый есть описание знаний. Описание T рассматривается как обращение к базе знаний, а A = T f

— как ответ на это обращение.
Кроме того, если существует соотношение s∗ между (X,T1) и (Y, T2), то должно быть соотноше-

ние s̃ = s̃∗ между (X,A) и (Y,B), где A = T f1 , B = T f2 . Эта особенность определения естественно
отражает геометрическую сущность знания.
На самом деле в этом определении базы знаний категория знаний распадается на две категории:

категорию описания знаний и категорию содержания знаний, связанные функтором перехода от
описания к содержанию.

9. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ БАЗ ЗНАНИЙ

9.1. Определения. Пусть базы знаний KB1 = KB(G1,Φ1, F1) и KB2 = KB(G2,Φ2, F2) соответ-
ствуют данным кратным моделям (G1,Φ1, F1) и (G2,Φ2, F2).

Определение 7. Базы знаний KB1 и KB2 называются информативно эквивалентными, если
существует биекция α : F1 → F2 такая, что для каждого f ∈ F1 существуют гомоморфизмы

βf : HalΘ(Φ1) → HalΘ(Φ2) β′f : HalΘ(Φ2) → HalΘ(Φ1)

и изоморфизм категорий
γ̃f : KΦ1Θ(f) → KΦ2Θ(fα)

такие, что справедлива следующая диаграмма функторов и катерогий:

LΘ(Φ1) �β̃f
LΘ(Φ2)

�
Ctf

�
Ctfα

KΦ1Θ(f) �γ̃f
KΦ2Θ(fα)

LΘ(Φ1) �
β̃′

f
LΘ(Φ2)

�
Ctf

�
Ctfα

KΦ1Θ(f) �(γ̃f )−1

KΦ2Θ(fα)



58 Б. ПЛОТКИН

Обозначим эти диаграммы соответственно через (∗) и (∗∗). Перепишем коммутативные диа-
граммы для объекта (X,T ) категории LΘ(Φ1) в виде

(X,T f )γ̃f = (X,T βff
α
),

а для объекта (X,T ) категории LΘ(Φ2)—в виде

(X,T f
α
)γ̃

−1
f = (X,T β

′
ff ).

Отсюда следует, что

(X,T f ) = (X,T βff
α
)(̃γf )

−1

, (X,T f
α
) = (X,T β

′
ff )γ̃f .

Последнее означает, что все, что может быть известно от KB1, может быть также известно и от
KB2 и обратно. Аналогичное свойство справедливо для морфизмов, т.е. связей между объектами.
Эквивалентность баз знаний рассматривается как тройка (α, (∗), (∗∗)), где α : F1 → F2 —биекция,
тогда как (∗) и (∗∗) определяют соответствующие диаграммы для каждого f ∈ F1.
Следующее предложение связано с переходом от баз знаний к базам данных. Пусть Rf —образ

гомоморфизма Valf : HalΘ(Φ) → HalΘ(G).

Предложение 19. Если биекция α : F1 → F2 определяет эквивалентность баз KB1 и KB2,
то для любого f ∈ F1 имеем изоморфизм алгебр Халмоша γf : Rf → Rfα .

Доказательство. Начнем с соответствующих диаграмм (∗) и (∗∗). Для заданного множества X,
рассмотрим множество T , состоящее из одного элемента u ∈ HalΦ1Θ(X). В этом случае T f =
Valf (u). Имеем Ctf (X,T ) = (X,Valf (u)),

(X,Valf (u))γ̃f = Ctfα(X,uβ) = (X, (uβ)f
α
) = (X,Valfα(uβ)).

Следовательно, γ̃f переводит Valf (u) в Valfα(uβ) для любого u; это означает, что γ̃f индуцирует
отображение γf : Rf → Rfα . Оно является гомоморфизмом, поскольку Valf и β— гомоморфизмы
алгебр, а также инъекцией, так как каждая алгебра Rf —простая алгебра [12].
Пусть теперь u1 —произвольный элемент HalΦ2Θ(X). Тогда вторая диаграмма дает

(X,Valfα(u1))
γ̃−1

f = (X,Valf (u
β′

f

1 )),

(X,Valfα(u1)) = (X,Valf (u
β′

f

1 ))γ̃f = (X,Valfα(u))γ̃f ,

где u = u
β′

f

1 . Отсюда следует, что γf : Rf → Rfα — сюръекция. Следовательно, имеем изоморфизм
γf : Rf → Rfα .

Начнем теперь с изоморфизма алгебр Халмоша γf : Rf → Rfα .

9.2. Случай конечных моделей. Прежде всего, ясно, что для всех конечных моделей (G,Φ, F )
соответствующие базы знаний, вообще говоря, бесконечны.
Докажем следующую основную теорему.

Теорема 18. Пусть данные модели конечны. Тогда базы знаний KB1 и KB2 эквивалентны
в том и только том случае, если существует биекция α : F1 → F2 такая, что для любого
f ∈ F1 существует изоморфизм γf : Rf → Rfα .

Доказательство. В одну сторону это утверждение всегда справедливо. Пусть теперь γf : Rf →
Rfα —изоморфизм для любого f ∈ F1. В соответствии с предложением 3 (см. также [15]) имеем
гомоморфизмы βf : HalΘ(Φ1) → HalΘ(Φ2) и β′f : HalΘ(Φ2) → HalΘ(Φ1) такие, что диаграммы

HalΘ(Φ1) �βf HalΘ(Φ2)

�
Valf

�
Valfα

Rf �γf

Rfα

HalΘ(Φ1) �
β′

f HalΘ(Φ2)

�
Valf

�
Valfα

Rf �
γ−1

f
Rfα
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коммутативны. Одновременно с этим существуют функторы

β̃f : LΘ(Φ1) → LΘ(Φ2), β̃′f : LΘ(Φ2) → LΘ(Φ1).

Осталось определить изоморфизм категорий γ̃f : KΦ1Θ(f) → KΦ2Θ(fα) такой, что диаграммы типа
(∗) и (∗∗) были бы коммутативны.
Определим сначала γ̃f на объектах, а затем и на морфизмах. Возьмем объект (X,T) категории

LΘ(Φ1) для произвольного объекта (X,A) категории KΦ1Θ(f) с T f = A. Имеем Ctf (X,T ) =
(X,T f ) = (X,A). Положим

(X,A)γ̃f = (X,T f )γ̃f =

(
X,
⋂
u∈T

γf Valf (u)

)
=

(
X,
⋂
u∈T

Valfα(uβf )

)
= (X,T βff

α
).

Требуется показать, что это определение не зависит от выбора множества T с T f = A. Рассмотрим
сначала случай, когда T f1 = T f2 = A и множества T1 и T2 конечны. Имеем (X,T f1 )γ̃f = (X,T βff

α

1 )
и (X,T f2 )γ̃f = (X,T βff

α

2 ).
Необходимо проверить, что T

βff
α

1 = T
βff

α

2 . В самом деле,

T
βff

α

1 =
⋂

u1∈T1

Valfα(βfu1)) =
⋂

u1∈T1

γf Valf (u1)).

Так как γf : Rf → Rfα —изоморфизм алгебр, а T1, T2 —конечные множества, то можно переписать
это выражение в виде

T
βff

α

1 = γf

⎛⎝ ⋂
u1∈T1

Valf (u1)

⎞⎠ = γf

⎛⎝ ⋂
u2∈T2

Valf (u2)

⎞⎠ =
⋂

u2∈T2

γf Valf (u2) = T
βff

α

2 .

Переходя к общему случаю, будем исходить из конечных моделей. Каждая конечная модель
геометрически нетерова, т.е. если A = T f1 = T f2 , то в T1 и в T2 можно найти конечные подмно-

жества T01 и T02 с T 01
f = T f02 = A. Здесь T

βffα

01 = T
βffα

02 . Нужно проверить, что T
βff

α

1 = T
βff

α

2 и

T
βffα

01 =
⋂

u1∈T1

Valfα(βfu1). Можно взять конечное подмножество T10 в T1 такое, что T
βff

α

1 = T
βff

α

10 .

Рассмотрим объединение множеств T10 и T01 и обозначим его через T001. Тогда T
f
001 = A = T f1 ,

T
βff

α

1 = T
βff

α

001 . Аналогично, для T2 рассмотрим T002 и A = T f001 = T f002. Кроме того,

T
βff

α

1 = T
βff

α

001 = T
βff

α

2 .

Равенство T
βff

α

1 = T
βff

α

2 устанавливает коммутативность диаграммы для объектов.

Аналогично строится γ̃−1
f , допускающее γ−1

f и равенство γ̃−1
f = γ̃−1

f holds.
Перейдем к морфизмам. Напомним прежде всего, что каждому гомоморфизму s : W (Y ) →W (X)

соответствуют

s1∗ : HalΦ1Θ(Y ) → HalΦ1Θ(X), s2∗ : HalΦ2Θ(Y ) → HalΦ2Θ(X).

Пусть заданы объекты (Y, T2) и (X,T1) в LΘ(Φ1). Напомним, что s допусти́м относительно T2

и T1, если s1∗(u) ∈ T1 для каждого u ∈ T2. Здесь s1∗ : (Y, T2) → (X,T1)—морфизм. Рассуждаем
далее исходя из произвольного гомоморфизма β : HalΘ(Φ1) → HalΘ(Φ2). Было доказано, что если
s допусти́м относительно T2 и T1, то этот же s допусти́м и относительно T

β
2 и T β1 , т.е. s

1∗(u) ∈ T β1
для каждого u ∈ T β2 . Следовательно, имеем морфизм

β̃(s1∗) = s2∗ : (Y, T β2 ) → (X,T β1 ).

Возьмем теперь β = βf и применим Ctfα :

Ctfα(s2∗) : Ctfα(X,T βX
1 ) → Ctfα(Y, T βX

2 ).
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Последнее можно переписать в виде

Ctfα(s2∗) : (X,T βXf
α

1 ) → (X,T βY f
α

2 ) или Ctfα(s2∗) : (X,T f1 )γf → (Y, T f2 )γf .

Пусть теперь T f1 = A, T f2 = B. Для s1∗ : (Y, T2) → (X,T1) имеем

Ctf (s1∗) : (X,T f1 ) → (Y, T f2 )

и связанный с ним морфизм

Ctfα(s2∗) : (X,T f1 )γf → (Y, T f22 )γf .

Коммутативность диаграммы на морфизмах означает, что

γ̃f Ctf (s1∗) = Ctfα(β̃f (s1∗))

для любого s1∗ : (Y, T2) → (X,T1).
Продолжим рассмотрение конечных моделей, исходя из изоморфизма γf : Rf → Rfα и соответ-

ствующего функтора γ̃f : KΦ1Θ(f) → KΦ2Θ(fα). Этот функтор уже определен на объектах, и мы
намерены определить его на морфизмах.
Пусть τ : (X,A) → (Y,B)—морфизм в KΦ1Θ(f). Этот морфизм τ возникает следующим образом.

Морфизм
s1∗ : HalΦ1Θ(Y ) → HalΦ1Θ(X)

соответствует s : W (Y ) → W (X). Если теперь A = T f1 , B = T f2 , а s
1∗ допусти́м относительно T2 и

T1, то имеем s̃1∗ : (X,A) → (Y,B). Можно утверждать, что τ = s̃1∗ для некоторого s1∗.
Определим

γ̃f (s̃1∗) = s̃2∗ : (X,T f1 )γ̃f → (Y, T f2 )γ̃f .

Здесь
(X,T f1 )γ̃f = (X,T βff

α

1 ), (Y, T f2 )γ̃f = (Y, T βff
α

2 )

не зависят от выбора T1 и T2 с T f1 = A и T f2 = B. Проверим далее, что γ̃f : KΦ1Θ(f) →
KΦ2Θ(fα), определенный таким образом, есть на самом деле функтор и что этот функтор дает
коммутативность диаграммы на морфизмах.
Прежде всего заметим, что определение γ̃f на морфизмах может быть переписано в виде

γ̃f (Ctf (s1∗)) = (Ctfα(s2∗)).

Возьмем два морфизма s̃11∗ = Ctf (s11∗) и s̃12∗ = Ctf (s12∗) и рассмотрим произведение

s̃11∗s̃12∗ = Ctf (s11∗) Ctf (s12∗) = Ctf (s12∗s
1
1∗) = ˜s12∗s11∗ = ˜(s2s1)1∗.

Применим γ̃f :

γ̃f ((̃s2s1)1∗) = ( ˜(s2s1)2∗) = ˜s22∗s21∗ = s̃21∗s̃22∗ = γ̃f (s̃11∗)γ̃f (s̃12∗).

Проверим теперь коммутативность диаграммы

LΘ(Φ1) �β̃X LΘ(Φ2)

�
Ctf

�
Ctfα

KΦ1Θ(f) �γ̃f
KΦ1Θ(fα)

Возьмем морфизм s1∗ : (Y, T2) → (X,T1) в LΘ(Φ1). Имеем

β̃X(s1∗) : (Y, T βX
2 ) → (X,T βX

1 ),

Ctfα β̃X(s1∗) : (X,T βXf
α

1 ) → (Y, T βXf
α

2 ).

Перепишем это в виде
Ctfα β̃X(s1∗) : (X,T f1 )γ̃f → (Y, T f2 )γ̃f .

Далее,
Ctf (s1∗) : (X,T f1 ) → (Y, T f2 ), γ̃f Ctf (s1∗) : (X,T f1 )γ̃f → (Y, T f2 )γ̃f .
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Проверим теперь равенство
γ̃f Ctf (s1∗) = Ctfα β̃X(s1∗)

для каждого s1∗. Имеем

γ̃f Ctf (s1∗) = γ̃f (s̃1∗) = s̃2∗, Ctfα β̃X(s1∗) = Ctfα(s2∗) = s̃2∗.

Это дает коммутативность диаграммы (∗) морфизмов, т.е.
γ̃f Ctf = Ctfα β̃X .

Это же можно сделать и для функтора γ̃−1
f = γ̃−1

f и второй коммутативной диаграммы (∗∗), что
завершает доказательство теоремы.

9.3. Основной результат. Дополнительные замечания. 1. Взглянем на определение эквива-
лентности с точки зрения общих перспектив теории категорий. Для данных двух функторов
ϕ1 : C1 → C0

1 и ϕ2 : C2 → C0
2 можно сказать, что C1 и C2 эквивалентны относительно ϕ1 и

ϕ2, если существует изоморфизм ψ : C0
1 → C0

2 и функторы ψ1 : C1 → C2, ψ2 : C2 → C1 с
коммутативными диаграммами

C1
�ψ1 C2

�
ϕ1

�
ϕ2

C0
1

�ψ C0
2

C1
�ψ2 C2

�
ϕ1

�
ϕ2

C0
1

�ψ
−1

C0
2

Обычная эквивалентность категорий— это эквивалентность относительно перехода к остовам ка-
тегорий. В рассматриваемой ситуации можно сказать, что эквивалентность баз знаний означает,
что существует эквивалентность категорий описаний относительно перехода к категориям содер-
жания знаний.
2. Вернемся к определению баз знаний относительно кратных моделей (G1,Φ1, F1) и (G2,Φ2, F2);

пусть биекция α : F1 → F2 определяет эквивалентность соответствующих баз знаний KB1 и KB2.
Предположим, что два запроса f1 и f2 из F1 связаны коммутативной диаграммой

HalΘ(Φ1) �Valf1 Rf1
�����Valf2 �

γ

Rf2

где γ— гомоморфизм алгебр. Оценим соотношение между fα1 и fα2 . Начнем с диаграмм

HalΦ1Θ
�βf HalΦ2Θ

�
Valf

�
Valfα

Rf �γf
Rfα

HalΦ1Θ
�
β′

f HalΦ2Θ

�
Valf

�
Valfα

Rf �
γ−1

f
Rfα

Rf1
�γf1 Rfα

1

�
γ

�
γα

Rf2
�γf2 Rfα

2

Здесь

γValf1 = Valf2 , γα = γf2γγ
−1
f1
,

γα Valfα
1

= γαγf1 Valf1 β
′
f1 = γf2γValf1 β

′
f1 = γf2 Valf2 β

′
f1 = Valfα

2
βf2β

′
f1 .

Следовательно,
γα Valf1α = Valfα

2
βf2β

′
f1 ,

т.е. связь скручена произведением βf2β
′
f1
.

Наконец, заметим, что из приведенных выше диаграмм вытекают следующие естественные тож-
дества:

1) Valf (u) = Valf (β′fβf (u)) для любого u ∈ HalΘ(Φ1);
2) Valfα(u) = Valfα(βfβ′f (u) для любого u ∈ HalΘ(Φ2).
3. Заметим, что условие эквивалентности двух баз знаний в случае конечных кратных моделей

можно сформулировать в терминах этих кратных моделей (см. [16]).
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Определение 8. Пусть заданы модели (G1,Φ1, f1) и (G2,Φ2, f2). Пусть Aut(f1) и Aut(f2)— со-
ответствующие группы автоморфизмов. Модели (G1,Φ1, f1) и (G2,Φ2, f2) называются автоморфно
эквивалентными, если существует изоморфизм алгебр δ : G1 → G2 такой, что

Aut(f2) = δAut(f1)δ−1.

Определение 9. Пусть заданы кратные модели (G1,Φ1, F1) и (G2,Φ2, F2). Эти кратные модели
называются автоморфно эквивалентными, если существует биекция α : F1 → F2 такая, что для
каждого f ∈ F1 модели (G1,Φ1, f) и (G2,Φ2, f

α) автоморфно эквивалентны.

Естественно определить изоморфизм кратных моделей м одним и тем же множеством соот-
ношений Φ1 и Φ2. Из изоморфизма кратных моделей следует их автоморфная эквивалентность.
Очевидно, что обратное утверждение не верно.
Пусть заданы базы знаний KB1 = KB(G1,Φ1, F1) и KB2 = KB(G2,Φ2, F2) с конечными крат-

ными моделями.

Теорема 19. Базы знаний KB1 = KB(G1,Φ1, F1) и KB2 = KB(G2,Φ2, F2) информационно
эквивалентны в том и только том случае, если соответствующие модели автоморфно экви-
валентны.

Доказательство этой теоремы использует теорию Галуа—Краснера и вытекает из теорем 14 и 18.
Из теоремы 19 следует алгоритм для проверки информационной эквивалентности (см. [17]).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория накрытий топологических групп дает возможность сразу установить, для каких групп
G данная гpуппа G̃ есть накрытие. Для данной связной группы Ли G̃, имеющей непрерывное
транзитивное сечение σ̃ : G̃/H̃ → G̃ относительно связной подгруппы H̃, тем не менее не ясно, в
каких группах G, для которых G̃—накрывающая группа, существует точно транзитивное сечение
σ : G/H → G такое, что лупа L̃, соответствующая сечению σ̃, есть накрытие лупы L, соответству-
ющей σ. Одна из целей данной статьи состоит в том, чтобы показать сложность этой ситуации.
Существуют группы G̃ такие, что для любого сечения σ̃ : G̃/H̃ → G̃ и для любой группы G с на-
крытием G̃ в G существует сечение σ : G/H → G такое, что соответствующая лупа L накрывается
лупой L̃. Этот факт будет проиллюстрирован на примере топологических групп, имеющих трех-
мерную неабелеву нильпотентную группу Ли в качестве группы, топологически порожденной ее
левыми сдвигами. Однако будет также показано, что ситуация меняется уже для нильпотентных
групп высокой размерности. Существуют нильпотентные группы Ли G класса нильпотентности 2,
универсальные накрывающие которых содержат точно транзитивные сечения, соответствующие
лупам L̃ таким, что G не может быть группой, топологически порожденной левыми сдвигами
топологической лупы L, имеющей L̃ в качестве универсального накрытия. Кроме того, возмож-
на и другая крайняя ситуация. Существуют группы G̃, допускающие дифференцируемые сечения
σ̃ : G̃/H̃ → G̃ такие, что образ при экспоненциальном отображении exp(T1σ̃(G̃/H̃)) касательного
пространства T1σ̃(G̃/H̃) в 1 ∈ G̃ содержится в образе σ̃(G̃/H̃) сечения σ̃, для которого не суще-
ствует лупы G, накрытой G̃, как группой, топологически порожденной левыми сдвигами. Примеры
этих случаев дают трехмерные топологические петли, для которых прямое произведение однопара-
метрической подгруппы на двумерную аффинную группу есть группа, топологически порожденная
их левыми сдвигами.

Следующая цель этой статьи— установить, что в некоторых случаях не существует собственного
накрытия локально компактной группы, топологически порожденной левыми сдвигами топологиче-
ской лупы. Это обстоятельство будет проиллюстрировано для группы G = PSL2(R) сохраняющих
ориентацию гиперболических движений: будет показано, что только компактная однопараметри-
ческая подгруппа G может быть стабилизатором единицы двумерной топологической лупы.

В последней части статьи будет показана роль экспоненциального отображения для выяснения
геометрической структуры сечения σ : G/H → G для группы Ли G и связной подгруппы H.
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Она будет проиллюстрирована на примере экспоненциального отображения для накрытий груп-
пы PSL2(R). Путем модификации процедуры из [4, 5] для описания четных накрытий группы
PSL2(R) будет получена геометрическая структура для всех накрытий PSL2(R). Полученные
результаты используются для альтернативного доказательства того, что никакое собственное на-
крытие группы PSL2(R) не может быть группой, топологически порожденной левыми сдвигами
двумерной дифференцируемой лупы.

2. НЕКОТОРЫЕ ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ЛУП

Множество L с бинарной операцией (x, y) �→ x ◦ y : L × L → L и элементом e таким, что
e ◦ x = x ◦ e = x для всех x ∈ L, называется лупой, если для любых a, b ∈ L уравнения a ◦ y = b
и x ◦ a = b имеют единственные решения, обозначаемые через y = a\b и x = b/a. Левый сдвиг
λa : y �→ x ◦ y : L → L и правый сдвиг �x : y → y ◦ x : L → L являются биекциями L:
(x, y) �→ x\y = λ−1

x (y) и (x, y) → y/x = �−1
x (y) соответственно.

Ядро гомоморфизма α : (L1) → (L, ∗) лупы L в лупу L′ есть нормальная подгруппа N в L, т.е.
подлупа L такая, что x ◦N = N ◦ x, (x ◦N) ◦ y = x ◦ (N ◦ y) и x ◦ (y ◦N) = (x ◦ y) ◦N .
Левое, правое и среднее ядро лупы L—это, соответственно, подгруппы L, которые определя-

ются следующим образом:

Nl = {u ∈ L; ux · y = u · xy при всех x, y ∈ L},
Nr = {w ∈ L; x · yw = xy · w при всех x, y ∈ L},
Nm = {v ∈ L; xv · y = x · vy, при всех x, y ∈ L}.

Пересечение N = Nl ∩Nr ∩Nm называется ядром лупы L.
Центр Z лупы L—это наибольшая подгруппа ядра N лупы L такая, что zx = xz при всех x ∈ L,

z ∈ Z. Любая подгруппа Z —нормальная подгруппа L, называемая центральной подгруппой L.
Пусть C —категория топологических пространств, или Cr-дифференцируемых (1 � r � ∞)

многообразий, или аналитических многообразий. Лупа L называется C-лупой, если L—объект
категории C, а отображения (x, y) �→ x◦y, (x, y) �→ x\y, (x, y) �→ y/x : L×L→ L есть C-морфизмы.

Пусть G— группа, H —подгруппа G, а π : G → G/H — естественное отображение x → xH.
Отображение σ : G/H → G называется сечением, если суперпозиция π ◦σ : G/H → G/H является
тождественным отображением. Образ σ(G/H) образует систему представителей левого смежного
класса H в G.

Каждую лупу L можно восстановить по множеству Λ = {λx, x ∈ L} ее левых сдвигов; кроме
того, Λ есть образ сечения σ : G/Ge → G в группе преобразований G, порожденной левыми сдви-
гами, где Ge— стабилизатор единицы e ∈ L в G. А именно, пусть G— группа, H —подгруппа G, не
содержащая нетривиальной нормальной подгруппы G, а � : G/H → G— сечение, удовлетворяющее
следующим условиям:

(a) σ(H) = 1 и σ(G/H) порождают G;
(b) σ(G/H) действует точно транзитивно на G/H; это означает, что для любых xH и yH суще-

ствует в точности один z ∈ σ(G/H) такой, что zxH = yH.

Тогда произведение, определенное как x ∗ y = σ(xyH) на образе σ(G/H) отображения σ или как
(xH) ∗ (yH) = σ(xH)yH на факторпространстве G/H, дает лупу L(σ). В самом деле, из условия
σ(H) = 1 ∈ G следует, что L(σ) имеет единичный элемент. Уравнение p ∗ v = r для данных
p, r ∈ L(σ) имеет единственное решение v ∈ L(σ), поскольку σ— сечение; уравнение u ∗ q = r для
данных q, r ∈ L(σ) имеет единственное решение u ∈ L(σ), потому что σ(G/H) действует точно
транзитивно.

Определение 2.1. Сечение σ : G/H → G, где H —подгруппа G, не содержащая ника-
кой нетривиальной нормальной подгруппы G, называется точно транзитивным, если образ
σ(G/H) удовлетворяет перечисленным выше условиям (a) и (b).

Предложение 2.2. Пусть σ : G/H → G—точно транзитивное сечение группы G, соответ-
ствующее луповому умножению на G/H, заданному как (xH) ∗ (yH) = σ(xH)yH. Тогда лупа
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(G/H, ∗) изоморфна лупе (σ(G/H), ◦), определенной на σ(G/H) как x◦y = σ(xyH) относитель-
но изоморфизма σ : (G/H) → σ(G/H).

Баером [2] (см. также [8, p. 18]) была дана следующая характеризация сечений σ : G/H → G,
транзитивно действующих на G/H.

Предложение 2.3. Пусть σ : G/H → G—сечение, σ(H) = 1 ∈ G. Тогда σ(G/H) действует
точно транзитивно на G/H в том и только том случае, если σ(G/H) образует систему
представителей в G для смежных классов каждой сопряженной подгруппы Hg−1

= gHg−1,
g ∈ G.

Если L—локально компактная топологическая лупа, то группу G, порожденную левыми сдвига-
ми L, можно снабдить естественной топологией, называемой топологией Аренса (см. [3, Sec. 6], [7,
IX.2]). Тогда G становится топологической группой преобразований на L такой, что стабилизатор
Ge для e ∈ L в G есть замкнутая подгруппа и сечение σ : G/Ge → G непрерывно. Топологическое
замыкание Ĝ группы G в группе всех гомоморфизмов L в себя относительно его естественной
топологии (Аренса) есть группа, топологически порожденная левыми сдвигами. Если L компактна
или локально компактна и локально связна, то топология Аренса группы гомоморфизмов Θ лупы
L (а, следовательно, топология любой подгруппы Θ) совпадает с компактно-открытой топологией
(см. [1]).

Для каждой топологической лупы L, для которой локально компактная группа G есть подгруппа,
(топологически) порожденная ее левыми сдвигами, существует непрерывное сечение σ : G/H → G,
где H — стабилизатор 1 ∈ L в G такой, что σ и замкнутая подгруппа H в G удовлетворяет
условиям (a) и (b) сечения лупы.

Обратно, если G—локально компактная связная подгруппа, H — связная подгруппа, не содер-
жащая никакой нетривиальной нормальной подгруппы G, а σ : G/H → G—непрерывное точно
транзитивное сечение, то умножение (xH, yH) �→ σ(xH)yH = xH · yH определяет в G/H лупу
(L, ·) такую, что это умножение «·» и левое деление (xH, yH) �→ λ−1

xHyH = σ(xH)−1yH непрерыв-
ны. Кроме того, (L, ·)— топологическая лупа в том и только том случае, если для всех (xH, yH)
отображение (xH, yH) �→ yH/xH, определенное как (yH/xH) · xH = yH, непрерывно.

Пусть G— связная группа Ли, H — связная подгруппа. Тогда лупа, определенная на σ(G/H),
есть топологическая лупа (см. [8, следствие 1.22]).

Предложение 2.4 (см. [8, Лемма 1.23]). Пусть L—локально компактная связная топологи-
ческая лупа такая, что группа G, топологически порожденная множеством Λ = {λx, x ∈ L}
левых сдвигов, есть группа Ли. Тогда G гомеоморфна топологическому произведению L×H, а
также Λ×H, где H —стабилизатор e ∈ L в G. Кроме того, группы G и H связны, а локально
компактное связное подпространство Λ замкнуто в G.

Связная топологическая лупа L, определенная на дифференцируемом многообразии, называется
почти дифференцируемой (класса Cr, r ∈ {1, . . . ,∞, ω}), если умножение (x, y) �→ x · y и левое
деление (x, y) �→ x\y в лупе L дифференцируемы (класса Cr).

Предложение 2.5 ( [8, Лемма 1.27]). Пусть L—связная почти дифференцируемая лупа та-
кая, что группа G, топологически порожденная ее левыми сдвигами, есть группа Ли. То-
гда отображение σ : x �→ λx : L → G есть дифференцируемое вложение, т.е. образ
σ(L) = {λx, x ∈ L} сечения σ—вложенное дифференцируемое подмногообразие в G.

Существует биекция между почти дифференцируемыми лупами, для которых группа, тополо-
гически порожденная левыми сдвигами, есть группа Ли, и тройками (G,H, σ), где G— связная
группа Ли, H — замкнутая подгруппа, не содержащая нетривиальных нормальных подгрупп G,
а σ : G/H → G—дифференцируемое точно транзитивное сечение такое, что подмногообразие
σ(G/H) топологически порождает группу G.

Пусть L—почти дифференцируемая лупа, определенная на факторпространстве G/H относи-
тельно точно транзитивного дифференцируемого сечения σ : G/H → G в связной группе Ли G,
топологически порожденной левыми сдвигами. Ясно, что L—дифференцируемая лупа в том и
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только том случае, если отображение (xH, yH) �→ z : G/H × G/H → σ(G/H), определенное как
zxH = yH, дифференцируемо.

Определение 2.6. Связная топологическая лупа (L, ·) называется сильно левоальтернатив-
ной, если она обладает следующими свойствами:

(1) существует окрестность единичного элемента e лупы L, которая накрывается однопа-
раметрическими подгруппами;

(2) xt · (xs · y) = xt+s · y при всех x, y ∈ L и всех однопараметрическмих подгрупп L.

Известно, что для любой топологической лупы L, гомеоморфной связному топологическому мно-
гообразию, существует универсальная накрывающая лупа L̃ такая, что накрывающее отображение
p : L̃ → L есть эпиморфизм. Прообраз p−1(e) = Ker(p) единичного элемента e лупы L есть цен-
тральная дискретная подгруппа Z в L̃, естественно изоморфная фундаментальной группе L. Если
Z ′ — подгруппа Z, то факторлупа L̃/Z ′ есть накрывающая лупа L, и любая накрывающая лупа L
изоморфна факторлупе L̃/Z ′ для некоторой подгруппы Z ′ (см. [6]).

Пусть L′ —накрывающая лупа для L. Следующая лемма проясняет связь между группой, то-
пологически порожденной левыми сдвигами L′, и группой, топологически порожденной левыми
сдвигами L.

Лемма 2.7 (см. [8, лемма 1.34]). Пусть L—топологическая лупа, гомеоморфная связному
топологическому многообразию, а группа G, топологически порожденная левыми сдвигами
λa, a ∈ L, лупы L— связная группа Ли. Пусть L̃—универсальная накрывающая L, а Z ⊆ L̃—
фундаментальная группа L. Тогда группа G̃, топологически порожденная левыми сдвигами
λ̃u, u ∈ L̃, накрытия L̃ есть накрывающая группа G такая, что ядро накрывающего отоб-
ражения ϕ : G̃ → G есть Z∗ = {λ̃z, z ∈ Z}, а Z∗ изоморфна Z. Если отождествить L̃ и L с
однородным пространством G̃/H̃ и G/H, где H или H̃ —стабилизатор единицы e ∈ L в G
или в G̃ соответственно, то ϕ(H̃) = H, H̃ ∩ Z∗ = {1}, а H̃ изоморфна H.

3. НАКРЫТИЯ ЛУП, РЕАЛИЗОВАННЫЕ В РАЗРЕШИМЫХ ГРУППАХ ЛИ

Пусть r—фиксированное вещественное число, а Gr — трехмерная неабелева нильпотентная
группа, гомеоморфная цилиндру R

2 × S1, в которой умножение Gr задано как

(u1, v1, z1 + rZ)(u2, v2, z2 + rZ) = (u1 + u2, v1 + v2, z1 + z2 +
1
2
(u1v2 − u2v1) + rZ),

где ui, vi, zi ∈ R. Ясно, что универсальное накрытие G̃ гомеоморфно R
3, а умножение в нем задано

как

(u1, v1, z1)(u2, v2, z2) = (u1 + u2, v1 + v2, z1 + z2 +
1
2
(u1v2 − u2v1)).

В соответствии с [8, теорема 23.12], любое непрерывное точно транзитивное сечение σ : G̃/H̃ → G̃

такое, что σ(G̃/H̃) порождает G̃, может быть задано в виде

σ : (u, 0, z)H̃ �→ (u, 0, z)(0, v(u), 0), (1)

где H̃ можно взять в виде {(0, t, 0), t ∈ R}, а v : R → R—непостоянная непрерывная вещественная
функция, v(0) = 0. Соответствующие топологические лупы L̃v гомеоморфны R

2.

Предложение 3.1. Лупа L̃v изоморфна лупе L̃(v), реализованной на R
2 с помощью умножения

(u1, z1) ◦ (u2, z2) = (u1 + u2, z1 + z2 − v(u1)u2), (ui, zi) ∈ R
2.

Центр L̃(v) есть подгруппа {(0, z), z ∈ R}.
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Доказательство. Отождествим пару (u, z) ∈ R
2 со смежным классом (u, 0, z) ◦ H̃. Тогда

(u1, 0, z1)H̃ ◦ (u2, 0, z2)H̃ = σ((u1, 0, z1)H̃)(u2, 0, z2)H̃

= (u1, 0, z1)(0, v(u1), 0)(u2, 0, z2)H̃ = (u1 + u2, v(u1), z1 + z2 +
1
2
(u1 − u2)v(u1))H̃

= (u1 + u2, 0, z1 + z2 − u2v(u1))H̃,

что и доказывает первое утверждение.
Простое вычисление показывает, что подгруппа Z = {(0, z), z ∈ R} содержится в ядре L̃(v).

Поэтому подгруппа Z является центром L̃(v).

Пусть L— топологическая лупа такая, что Gr — группа, порожденная левыми сдвигами L. С
точностью до автоморфизма группы Gr можно считать, что стабилизатор H единицы e лупы L
в Gr есть группа {(0, t, 0), t ∈ R} (см. [8, с. 309]). Тогда L гомеоморфна Gr/H —цилиндру
R × S1. Пусть L̃—универсальное накрытие L. Так как L̃ гомеоморфно R

2, то лупа L̃ содержит
центральную подгруппу, изоморфную Z. Группа Ĝ, топологически порожденная левыми сдвигами
L̃, есть накрытие Gr такое, что факторпространство Ĝ/Ĥ, где Ĥ —прообраз p−1(H) стабилизатора
H при накрывающем отображении p : Ĝ → Gr, гомеоморфно R

2. Так как любое накрытие Ĥ

стабилизатора H есть группа {(0, t, 0), t ∈ R}, то факторпространство Ĝ/Ĥ гомеоморфно R
2

в том и только том случае, если Ĝ есть универсальная накрывающая группа G̃. Левые сдвиги
элементами прообраза p−1(e) единичного элемента e ∈ L образуют центральную циклическую
подгруппу Z∗ ⊂ G̃, изоморфную Z. Так как центр группа G̃ состоит из элементов {(0, 0, z), z ∈ R},
то Z∗ = (0, 0, kZ) ⊂ σ(G̃/H) с фиксированным k ∈ R.

Из этих рассмотрений получаем следующее утверждение.

Следствие 3.2. Пусть r ∈ R фиксировано. Тогда каждая лупа L̃(v) есть универсальное на-
крытие лупы L, для которой Gr —группа, топологически порожденная левыми сдвигами L.

Другие примеры такого рода— это лупы L̃(a, ql). Пусть V и W —вещественные векторные про-
странства размерности m и n. Пусть a : V × V → W — симметричное билинейное отображение,
q : V × V → R— симметричная билинейная форма, а l : V → W —линейное отображение такое,
что ql �= 0, и не существует 0 �= x ∈ V , одновременно удовлетворяющего соотношениям q(x, x) = 0
и l(x) = 0. Собственная топологическая лупа L̃(a, ql) определяется на V ⊕W как

(x, ξ) ◦ (y, η) = (x+ y, ξ + η + a(x, y) + q(x, x)l(y))

(см. [8, пример 17.5, с. 210–215]). Элемент (x0, ξ0) коммутирует со всеми элементами (y, η) лупы
L̃(a, ql) в том и только том случае, если справедливо равенство q(x0, x0)l(y) = q(y, y)l(x0). Так
как левая часть этого тождества линейна, а правая часть квадратична по y ∈ V , то это условие
эквивалентно условиям q(x0, x0) = 0 и l(x0) = 0. Непосредственное вычисление дает, что под-
группа Z̃ = {(0, ξ), ξ ∈ W} является центром лупы L̃(a, ql). Левые сдвиги λ̃(x,ξ) лупы L̃(a, ql)
определяются как

λ̃(x,ξ) : (y, η) �−→ (x+ y, ξ + η + a(x, y) + g(x, x)l(y)).

Группа G̃, топологически порожденная левыми сдвигами L̃(a, ql) представляет собой полупрямое
произведение нормальной подгруппы N , состоящей из отображений{

g(t,τ) : (y, η) �→ (t+ y, τ + η + a(t, y)) : V ⊕W → V ⊕W, t ∈ V, τ ∈W
}
,

и абелевой группы S, порожденной множеством отображений{
s(u,v) : (y, η) �→ (y, η + q(u, v)l(y)) : V ⊕W → V ⊕W, u, v ∈ V

}
.

Так как подгруппа S абелева, то для любого элемента n0s0 центра Z∗ группы G̃ = NS имеем
sn0 = n0s для всех s ∈ S и ns0 = s0n и всех n ∈ N . Соотношение s(u,v)g(t0,τ0) = g(t0,τ0)s(u,v) при
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всех u, v ∈ V эквивалентно соотношению q(u, v)l(t0 + y) = q(u, v)l(y) при всех y, u, v ∈ V . Так как
l—линейное отображение, то q(u, v)l(t0) = 0 при всех u, v ∈ V или, эквивалентно, t0 ∈ Ker l.

Пусть s0 —отображение s0 : (y, η) �→ (y, η +K0(y)), где K0 —элемент Hom(V,W ), принадлежа-
щий образу линейного отображения

u⊗ v �→ q(u, v)l : V ⊗ V −→ Hom(V,W ).

Соотношение s0g(t,τ) = g(t,τ)s0 при всех (t, τ) ∈ V ⊗W эквивалентно условию K0(y) = K0(y + t)
при всех y, t ∈ V . Так как K0 —линейное отображение, то K0(t) = 0 при всех t ∈ V или K0 = 0.
Получается, что центр Z∗ группы G̃ состоит из отображений {g(t,τ), t ∈ Ker l, τ ∈ W}. Группа
Z∗ изоморфна R

n+d, где d = dim Ker l. Левые сдвиги, соответствующие центральным элементам
лупы L̃(a, ql), образуют подгруппу {g(0,τ), τ ∈ W} в Z∗. Группа K = {(x, 0), x ∈ Ker l} лупы

L̃(a, ql) не есть нормальная подгруппа лупы L̃(a, ql), потому что равенство K ◦ (x, ξ) = (x, ξ) ◦K
не выполняется при x /∈ Ker l. Из всего вышесказанного вытекает следующее утверждение.

Предложение 3.3. Пусть D—дискретная подгруппа Z∗, изоморфная Z
k, 1 � k � n + d.

Тогда факторгруппа G̃/D есть группа, топологически порожденная левыми сдвигами лупы
LD, для которой L̃(a, ql)—универсальная накрывающая в том и только том случае, если
подгруппа D содержится в N .

Пусть D—центральная подгруппа L̃(a, ql), определенная как {(0, δ), λ(0,δ) = g(0,δ) ∈ D}.
Замечание 3.4. Умножение в лупе LD можно записать в виде

(x, ξ +D) ◦ (y, η +D) =
(
x+ y, ξ + η + a(x, y) + q(x, x)l(y) +D

)
.

Пусть r ∈ R—фиксированное число, а Gr — группа Ли, определенная на R
2 × R/rZ как

(u1, v1, z1 + rZ) · (u2, v2, z2 + rZ) = (u1 + u2, e
u2v1 + v2, z1 + z2 + rZ).

Ясно, что универсальная накрывающая G̃ представляет собой прямое произведение R на двумер-
ную аффинную группу L2 = {x �→ ax + b : R → R, a > 0, b ∈ R} и, следовательно, гомеоморфна
R

3. Умножение в ней задается соотношением

(u1, v1, z1) · (u2, v2, z2) = (u1 + u2, e
u2v1 + v2, z1 + z2).

Стабилизатор H̃ единицы топологической группы L̃, для которой группа G̃— группа, топологиче-
ски порожденная левыми сдвигами L̃, имеет, с точностью до автоморфизма G̃, одну из следующих
форм:
(i) {(t, 0, 0), t ∈ R},
(ii) {(0, t, t), t ∈ R}

(см. [8, теорема 23.7]). Любая топологическая лупа L̃ такая, что ее стабилизатор имеет вид (i),
соответствует сечению вида σ : (0, v, z)H̃ �→ (t(z), et(z)v, z) : G̃/H̃ → G̃, где t(z) Э— непрерывная
функция, t(0) = 0. Соответствующие топологические лупы L̃(t) гомеоморфны R

2. Если отожде-

ствить (v, z) ∈ R
2 со смежным классом (0, v, z)H̃, то умножение в L̃(t) можно выразить как

(v1, z1) ◦ (v2, z2) = σ((0, v1, z1)H̃)(0, v2, z2)H̃ = (t(z1), et(z1)v1, z1)(0, v2, z2)H̃

= (t(z1), et(z1)v1 + v2, z1 + z2)H̃ = (0, v1 + e−t(z1)v2, z1 + z2)H̃ = (v1 + e−t(z1)v2, z1 + z2).

Если (z1, v1) Э— центральный элемент лупы L̃(t), то должно быть

(v1, z1) ◦ (v, z) = (v1 + e−t(z1)v, z1 + z) = (v, z) ◦ (v1, z1) = (v + e−t(z)v1, z + z1)

при всех (v, z) ∈ R
2. Получается, что v1(1 − e−t(z)) = v(1 − e−t(z1)) для всех (v, z) ∈ R

2. Это
приводит к соотношению (v1, z1) = (0, 0), которое означает, что центр Z лупы L̃(t) содержится

в подмножестве {(0, z), z ∈ R, t(z) = 0}. Так как левые сдвиги лупы L̃(t) порождают G̃, а,

следовательно, L̃(t) — собственная лупа, то функция t(z) не может быть тождественно равной

нулю. Получается, что центр Z есть циклическая нормальная подгруппа {(0, kr), k ∈ Z} of L̃(t)
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при некотором r, для которого t(kr) = 0 при любом k ∈ Z. Так как центр Z должен лежать в
среднем ядре Nm лупы L̃(t), то равенство

(v1, z1) ◦ ((0, kr) ◦ (v2, z2)) = (v1 + e−t(z1)v2, kr + z1 + z2) =

= ((v1, z1) ◦ (0, kr)) ◦ (v2, z2) = (v1 + e−t(z1+kr)v2, kr + z1 + z2)

справедливо при всех (vi, zi), i = 1, 2, и k ∈ Z. Это условие эквивалентно свойству: t(z) = t(z+kr)
для любых z ∈ R и k ∈ Z, которое означает, что функция t(z) есть непостоянная периодическая
функция с периодом r. С другой стороны, если функция t(z)—непостоянная периодическая функ-
ция с периодом r, удовлетворяющая условиям t(0) = t(kr) = 0, k ∈ Z, то ясно, что отображение
(v, z) �→ (v, z + rZ) есть гомоморфизм луп и ядро этого гомоморфизма есть нормальная подгруппа
{(0, z), z ∈ rZ}. Получаем, что эта подгруппа содержится в центре Z лупы L̃(t). Следовательно,

Z —наибольшая подгруппа L̃(t) вида {(0, z), z ∈ rZ}, где r—период функции t.

Рассмотрим теперь случай, когда стабилизатор H единицы топологической лупы в G̃ имеет
вид (ii). В соответствии с [8, теорема 23.7(ii)], любая лупа L̃ = L̃(f) такого типа может быть
реализована на R

2 умножением

(u1, z1) ∗ (u2, z2) = (u1 + u2, z1 + z2 + f(u1, z1)(1 − eu2))

таким, что f(u, z)—непрерывная функция, f(0, 0) = 0, удовлетворяющая следующим условиям:
(α) тождества f(0, z) = 0 и f(u, 0) = C(eu − 1) не выполняются одновременно;
(β) для всех пар (u1, z1), (u2, z2) ∈ R

2 существует единственное z ∈ R, удовлетворяющее уравне-
нию

z + f(u2 − u1, z)(1 − eu1) = z2 − z1.

Отображение σ : L̃(f) → G : (u, z) �→ (u, f(u, z), z + f(u, z)) отображает элементы лупы L̃(f) на
соответствующие левые сдвиги в группе G. Элемент (u1, z1) коммутирует с каждым элементом
лупы L̃(f) в том и только том случае, если

(u1, z1) ∗ (u, z) = (u1 + u, z1 + z + f(u1, z1)(1 − eu)) =

= (u, z) ∗ (u1, z1) = (u+ u1, z + z1 + f(u, z)(1 − eu1))

при всех (u, z) ∈ R
2. Это эквивалентно тому, что f(u1, z1)(1−eu) = f(u, z)(1−eu1), а следовательно,

0 = f(0, z)(1 − eu1) при всех z ∈ R. Если u1 �= 0, то

f(u1, z1)
1 − eu1

=
f(u, z)
1 − eu

;

это равно постоянной C, а f(u, z) одновременно удовлетворяет соотношениям f(0, z) = 0 и
f(u, 0) = C(1−eu), что противоречит (α). Если u1 = 0, то (0, z1) коммутирует с каждым элементом
L̃(f) в том и только том случае, если f(0, z1) = 0. Следовательно, левые сдвиги, соответствующие

элементу, коммутирующему со всеми элементами L̃(f), имеют вид (0, 0, z).
Определим теперь элементы подгруппы W = {(0, z), z ∈ R}, коммутирующие с каждым эле-

ментом L̃(f) и лежащие в ядре L̃(f). Простое вычисление показывает, что W содержится в правом

ядре Nr лупы L̃(f). Элемент (0, z) ∈ W с f(0, z) = 0 содержится в среднем ядре Nm лупы L̃(f) в
том и только том случае, если выполнено

(u1, z1) ∗ ((0, z) ∗ (u2, z2)) = (u1 + u2, z + z1 + z2 + f(u1, z1)(1 − eu2))

= ((u1, z1) ∗ (0, z)) ∗ (u2, z2) = (u1 + u2, z + z1 + z2 + f(u1, z1 + z)(1 − eu2))

при всех (ui, zi), i = 1, 2. Это условие эквивалентно свойству: f(u1, z1) = f(u1, z1 + kz), k ∈ Z

для любого (u1, z1) ∈ R
2. Аналогичное вычисление показывает, что это условие необходимо и

достаточно для того, чтобы элемент (0, z), коммутирующий с каждым элементом L̃(f), содержался

бы в левом ядре Nl. Центр Z лупы L̃(f) есть наибольшая замкнутая подгруппа ядра N = Nl∩Nm∩
Nr, состоящая из элементов, коммутирующих с каждым элементом L̃(f). Следовательно, центр Z
есть циклическая подгруппа {(0, kz0), k ∈ Z} в том и только том случае, если для любого u ∈ R
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функция одной переменной z �→ f(u, z) есть непостоянная периодическая функция с периодом
z0. Подгруппа W есть центр L̃(f) в том и только том случае, если для любого u ∈ R функция
z �→ f(u, z) постоянна, или, эквивалентно, f(u, z) = f(u).

Если L̃(f) —почти дифференцируемая сильно лево-альтернативная лупа (см. определение 2.6),
то левые сдвиги образуют множество{(

x,
(
αx+ (1 + β)y

)ex − 1
x

, αx+ βy

)
, (x, y) ∈ R

2

}
с α, β ∈ R, −1 < β < 0 (см. [8, с. 299, 305]). Левый сдвиг, соответствующий элементу L̃(f),

коммутирующему с каждым элементом L̃(f), имеет вид (0, 0, z), а потому центр L̃(f) в этом случае
тривиален.

Предложение 3.5. Пусть L̃—топологическая лупа, для которой группа G̃, являющаяся пря-
мым произведением R и 2-мерной аффинной группы, есть группа, топологически порожденная
левыми сдвигами. Тогда лупа L̃ есть универсальное накрытие лупы, для которой группа Gr
есть группа, порожденная левыми сдвигами, в том и только том случае, если L̃—либо лупа
L̃(t), в которой непрерывная функция t(z) удовлетворяет условию t(z) = t(z+ rZ), либо L̃ лупа
L̃(f), в которой функция f(u, z) удовлетворяет условию f(u, z) = f(u, z + rZ) для некоторого
r ∈ R.
Группа Gr не может быть группой, топологически порожденной левыми сдвигами почти

дифференцируемой лево-альтернативной лупы.

4. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ЛУПЫ, РЕАЛИЗОВАННЫЕ КАК СЕЧЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ КВАЗИПРОСТЫХ ГРУПП ЛИ

Любая трехмерная связная квазипростая группа Ли G есть накрытие ортогональной группы
SO3(R) или связная компонента PSL2(R) группы гиперболических движений.

Если G компактна, то любая связная подгруппа H изоморфна одномерной ортогональной груп-
пе SO2(R) и содержит центр G. Тогда факторгруппа G/H гомеоморфна проективной плоскости.
Собственная топологическая лупа не может быть гомеоморфна G/H, поскольку проективная плос-
кость— неориентрируемоe многообразие (см. [8, Corollary 1.15]).

Пусть теперь G локально изоморфна группе PSL2(R). Тогда G содержит в точности один класс
сопряженности двумерных подгрупп; каждая из этих подгрупп в этом классе изоморфна аффинной
группе L2 = {x �→ ax+ b : R → R, a > 0, b ∈ R} и тривиально пересекает центр.

Группа G содержит три класса сопряженности однопараметрических подгрупп. Один из этих
классов сопряженности состоит из параболических однопараметрических подгрупп; они являют-
ся подгруппами, содеpжащимися в двумерных подгруппах как нормальные подгруппы. Другой
класс сопряженности состоит из гиперболических однопараметрических подгрупп, являющимися
непараболическими подгруппами двумерных подгрупп. Третий класс сопряженности состоит из
эллиптических однопараметрических подгрупп. Эти подгруппы либо компактны, либо содержат
центр G (см. [9]).

Если L— топологическая собственная лупа на связном многообразии такая, что группа G,
топологически порожденная левыми сдвигами, локально компактна, то G локально изоморфна
PSL2(R), а H изоморфна группе L2. Топологические одномерные лупы, для которых группа
PSL2(R) есть группа, топологически порожденная левыми сдвигами, определены в [8, Sec. 18].
Пусть L̃—универсальное накрытие связной одномерной топологической лупы L, для которой
PSL2(R) есть группа, топологически порожденная левыми сдвигами. Центр Z универсального
накрытия L̃ есть бесконечная циклическая группа, а универсальное накрытие P̃SL2(R) есть груп-
па, топологически порожденная порожденная левыми сдвигами L̃. n-Кратное накрытие L(n) лупы
L есть факторлупа L̃/nZ. Так как стабилизатор H(n) единицы L(n) в группе G(n), топологически
порожденной левыми сдвигами L(n), изоморфен группе L2, то группа G(n) есть n-кратное накрытие
PSL2(R) (см. раздел 2).
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Рассмотрим теперь двойное накрытие L(2) лупы L. Левые сдвиги L(2) можно представить мат-
рицами

λt =
{(

cos t sin t
− sin t cos t

)(
a(t) 0
b(t) a(t)−1

)
, 0 � u < 2π,

}
, (2)

где a(t) � 0, a(0) = a(2π) = 1, b(0) = b(2π) = 0. Центр L(2) имеет порядок 2, а соответствующие
левые сдвиги образуют группу {(

ε 0
0 ε

)
, ε ∈ {1,−1}

}
.

В рассматриваемой параметризации лупа L(2) реализуется на интервале [0, 2π), а потому цен-
тральные элементы L(2) суть 0 и π. Так как центральные элементы L(2) содержатся в ядре L(2),
то λπλt = λπ+t, или, эквивалентно,(−1 0

0 −1

)(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
a(t) 0
b(t) a(t)−1

)
=

(
cos(π + t) sin(π + t)
− sin(π + t) cos(π + t)

) (
a(π + t) 0
b(π + t) a(π + t)−1

)
.

Тогда

a(t) = a(t+ π) и b(t) = b(t+ π) для всех 0 � t � π. (3)

Обратно, если L̂— топологическая лупа, для которой группа SL2(R) представляет собой группу,
топологически порожденную ее левыми сдвигами, и такая, что функции a(t) и b(t) удовлетворяют
условию (3), то L̂—двойное накрытие лупы L такое, что PSL2(R)— группа, порожденная ее
левыми сдвигами. В [8, предложение 18.3] было доказано, что сечение σ : L = [0, π) → G,
определяемое дифференцируемыми функциями a(t) � 0, b(t) с a(0) = a(π) = 1, b(0) = b(π) = 0,
соответствует почти C1-дифференцируемой лупе L в том и только том случае, если для функции
d(t) = ȧ2 + ȧb + aḃ − a2, где ȧ, ḃ—производные a и b, выполнено неравенство d(t) � 0 при всех
t ∈ [0, π) и множества

Zc = {t ∈ [0, π) : d(t) = 0 и a(t)[b(t) + ȧ(t)] = c}
вполне несвязны для каждого c ∈ R.

Изучим теперь условия на функции a(t) и b(t), 0 � t � 2π, при которых множество (2) есть
образ дифференцируемого сечения σ : L̂ → G, состоящего из множества левых сдвигов почти
C1-дифференцируемой лупы L̂, для которой группа G = SL2(R) есть группа, топологически поро-
жденная левыми сдвигами. Имеем(

cos t sin t
− sin t cos t

)(
a 0
b a−1

)(
sinx
cosx

)
=

(
sinx(a cos t+ b sin t) + cosxa−1 sin t

sinx(−a sin t+ b cos t) + cosxa−1 cos t

)
= μ

(
sin x̃
cos x̃

)
с некоторым 0 � μ ∈ R. Пусть

φ(x)(t) :=
sin x̃
cos x̃

(t) =
sinx(a cos t+ b sin t) + cosxa−1 sin t

sinx(−a sin t+ b cos t) + cosxa−1 cos t

=
sinx(A cos t+B sin t) + cosx sin t

sinx(−A sin t+B cos t) + cosx cos t
,

где A = a2 и B = ab. Отображение σ : L̂ → G есть сечение, принадлежащее топологической
лупе L̂, реализованной на 1-сфере R mod 2π, в том и только том случае, если отображение
arctanφ(x) : [0, 2π)) → [0, π)) строго монотонно. В самом деле, в соответствии с определением
φ(x)(t), имеем arctanφ(x)(t) = λt(x) mod π. Множество {λt, 0 � t � 2π} точно транзитивно на
R mod 2π в том и только том случае, если для любого x непрерывная функция arctanφ(x), а
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значит, и φ(x) строго монотонны mod 2π. Функция φ(0)(t) = tg t строго монотонно возрастает на
[0, 2π) \ {π2 , 3π

2 } и
lim
t<π

2
t→π

2

tg t = lim
t< 3π

2

t→ 3π
2

tg t = ∞, lim
t>π

2
t→π

2

tg t = lim
t> 3π

2

t→ 3π
2

tg t = −∞.

Так как отображение x �→ φ(x)(t)—непрерывное отображение 1-сферы S1 в пространство непре-
рывных отображений S1 → R ∪ {±∞} в компактно выпуклой топологии и все функции φ(x)(t)
строго монотонны, то все функции φ(x)(t) строго монотонно возрастают. Это означает также, что
для каждого x ∈ [0, 2π) существуют точки qi ∈ [0, 2π), i = 1, 2, такие, что соответствующая
функция φ(x)(t) монотонно возрастает в [0, 2π) \ {q1, q2} и

lim
t<qi
t→qi

φ(x)(t) = ∞, lim
t>qi
t→qi

φ(x)(t) = −∞, lim
t→0

φ(t) = lim
t→2π

φ(t).

Если лупа L̂ почти дифференцируема, то функции a(t) и b(t) дифференцируемы. Так как функ-
ции A(t) и B(t) дифференцируемы, то функция φ(t) также дифференцируема. Следовательно,

нужно рассматривать функцию φ(t) = φ(x)(t) для которой
dφ

dt
> 0 при всех t ∈ [0, 2π). Это в

точности случай, когда выражение[
d

dt

(
sinx(A cos t+B sin t) + cosx sin t

)] (
sinx(−A sin t+B cos t) + cosx cos t

)
−(

sinx(A cos t+B sin t) + cosx sin t
) [

d

dt

(
sinx(−A sin t+B cos t) + cosx cos t

)]
положительно при всех t ∈ [0, 2π). Это выражение равно

Qt(sinx, cosx) = [A2 +B2] sin2 x+ cos2 x+ 2B sinx cosx+ [−ḂA+ ȦB] sin2 x+ Ȧ sinx cosx

= a2[a2 + b2 + ȧb− aḃ] sin2 x+ 2a[b+ ȧ] sinx cosx+ cos2 x,
(4)

где Ȧ, Ḃ, ȧ, ḃ—производные A, B, a, b соответственно.
Квадратичная форма (4) от переменных sinx и cosx знакоопределена в том и только том случае,

если дискриминант

a2[(b+ ȧ)2 − (a2 + b2 + ȧb− aḃ)] = a2[ȧ2 + ȧb+ aḃ− a2]

всегда неотрицателен. Это эквивалентно условию

d(t) = ȧ2 + ȧb+ aḃ− a2 < 0 (5)

для всех t ∈ [0, 2π).
Для любого x функции φ(t) строго монотонно возрастают в том и только том случае, если

dφ

dt
(t) � 0 при всех t ∈ [0, π), а множества нулей ζ(x) =

{
t0 :

dφ

dt
(t0) = 0

}
вполне несвязны.

Множество ζ(x) состоит из тех значений t ∈ [0, 2π), для которых Qt(sinx, cosx) = 0 и d(t) = 0.
Поскольку для t, d(t) = 0, справедливо соотношение

Qt(ξ, η) = [a(t) (b(t) + ȧ(t)) ξ + η]2 ,

то Qt(sinx, cosx) = 0 в том и только том случае, если cosx = −a(t)(b(t)+ȧ(t)) sinx. Следовательно,
множество ζ(x) состоит из тех значений t ∈ [0, 2π), для которых d(t) = 0 и cosx = −a(t)(b(t) +
ȧ(t)

)
sinx.

Следовательно, множества ζ(x) вполне несвязны в том и только том случае, если множества

Zc = {t ∈ R : d(t) = 0 и a(t)[b(t) + ȧ(t)] = c}
вполне несвязны для каждого − ctg x = c ∈ R.

Лупа L C1-дифференцируема, если обратное каждого отображения t �→ φ(t) C1-
дифференцируемо для каждого x. Это условие эквивалентно соотношению (5).

Суммируя сказанное, получаем следующее утверждение.
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Теорема 4.1. Дифференцируемое сечение σ : L = R/2πZ → G определяет почти C1-
дифференцируемую лупу L в том и только том случае, если для функции d(t) выполнено
неравенство d(t) � 0 при всех t ∈ [0, 2π) и множества

Zc = {t ∈ [0, 2π) : d(t) = 0 и a(t)[b(t) + ȧ(t)] = c}
вполне разрывны для всякого c ∈ R. Лупа L C1-дифференцируема в том и только том случае,
если d(t) < 0 для всех t ∈ [0, π).

Условия на дифференцируемые функции a(t) и b(t) вполне аналогичны условиям на соответ-
ствующие функции для существования дифференцируемых одномерных луп, для которых группа
PSL2(R) есть группа, порожденная левыми сдвигами (см. [8, предложение 18.3, с. 236–238]).

Кроме того, условия, гарантирующие, что два дифференцируемых точно транзитивных сечения
в SL2(R) соответствуют изоморфным лупам, вполне те же, что и условия, при которых два диффе-
ренцируемых точно транзитивных сечения в PSL2(R) дают изоморфные одномерные лупы. Нужно
только в [8, теорема 18.5] заменить интервал [0, π) на [0, 2π).

Если L— связная двумерная топологическая лупа, для которой трехмерная квазипростая группа
Ли G есть группа, топологически порожденная левыми сдвигами, то G локально изоморфно группе
PSL2(R), а стабилизатор единицы L в G есть однопараметрическая подгруппа G.

Покажем теперь, что никакое собственное накрытие PSL2(R) не может быть группой, топо-
логически порожденной левыми сдвигами двумерной связной топологической лупы. Начнем со
следующего утверждения.

Предложение 4.2. Не существует никакой связной двумерной топологической лупы L та-
кой, что группа G, (топологически) порожденная левыми сдвигами L, изоморфна накрываю-
щей группе SL2(R).

Доказательство. Так как L связна, то стабилизатор H — связная одномерная подгруппа G. Если
H изоморфна накрытию SO2(R), то H содержит центральные элементы G, а G не может дей-
ствовать эффективно на G/H. Так как G—накрывающая группа SL2(R), то имеем накрывающий
гомоморфизм π : G → SL2(R). Элемент g группы G называется эллиптическим, параболическим
или гиперболическим, в соответствии с тем является ли элемент π(g) эллиптическим, парабо-
лическим или гиперболическим в SL2(R); абсолютное значение следа эллиптического элемента
меньше 2, для параболического элемента оно равно 2, а для гиперболического— больше 2. Если
стабилизатор H не изоморфен SO2(R), то он состоит из параболических элементов, или или все
элементы H setminus{1} гиперболические.

Сначала рассмотрим случай, когда H состоит из параболических элементов. Так как все такие
подгруппы топологически сопряжены в GБ то можно считать, что

π(H) =
{(

1 0
u 1

)
, u ∈ R

}
.

Рассмотрим разложение Ивасавы G = K ·M ·H, где K —максимальная компактная подгруппа
G такая, что

π(K) =
{(

cos t sin t
− sin t cos t

)
, t ∈ R

}
,

а M —однопараметрическая подгруппа такая, что M \ {1} состоит из гиперболических элементов
и

π(M) =
{(

s 0
0 s−1

)
, 0 < s ∈ R

}
.

Проекция π биективна на подгруппах M и H. Произведение π(K) · π(M) · π(H) есть разложение
Ивасавы группы SL2(R). Из разложения Ивасавы группы G следует, что многообразие K ×M
параметризует лупу L, а лупа π(L) параметризована множеством матриц{(

cos t sin t
− sin t cos t

)(
s 0
0 s−1

)
, s, t ∈ R, s > 0

}
.
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Левые сдвиги L дают сечение σ(k,m) = k · m · f(k,m), k ∈ K, m ∈ M , с некоторой функцией
f : K ×M → H. Проекция σ(k,m) при отображении π имеет вид(

cos t sin t
− sin t cos t

)(
s 0
0 s−1

)(
1 0

u(k,m) 1

)
.

Так все параболические элементы G со следом 2 содержатся в стабилизаторе некоторого элемента
L, то образ сечения σ не содержит параболических элементов, имеющих след 2, отличных от
единицы. След единичной матрицы равен 2, а функция u(k,m) непрерывна. Имеем

Trace
[(

ε 0
0 ε

) (
s 0
0 s−1

)(
1 0

u(k0, s) 1

)]
= Trace

(
εs 0
0 εs−1

)
= ε(s+ s−1),

где

π(k0) =
(
ε 0
0 ε

)
, ε ∈ {±1}.

Так как πσ(L) \ {1} содержит элементы следа >2, а также элементы следа <2, то существует
элемент в πσ(L) \ {1} со следом 2, и мы приходим к противоречию.

Если H \ {1} состоит из гиперболических элементов, то H можно выбрать таким образом, что

π(H) =
{(

u 0
0 u−1

)
, 0 < u ∈ R

}
.

Рассмотрим разложение G = K · P ·H с той же максимальной компактной подгруппой K, что и
выше, и однопараметрической подгруппой P такой, что

π(P ) =
{(

1 0
s 1

)
, s ∈ R

}
.

Лупа L предполагается параметризованной K × P , а π(L)—множеством матриц{(
cos t sin t
− sin t cos t

) (
1 0
s 1

)
, (t, s) ∈ R

2

}
.

Левые сдвиги L дают сечение σ(k, p) = k · p · f(k, p), k ∈ K, p ∈ P с некоторой функцией f :
K × P → H. Проекция σ(k, p) имеет вид(

cos t sin t
− sin t cos t

)(
1 0
s 1

) (
u(k, p) 0

0 u(k, p)−1

)
.

Так как все гиперболические элементы G со следом >2 содержатся в стабилизаторе некоторого
элемента L, то образ σ(L) сечения σ не содержит гиперболических элементов со следом >2.
Следовательно, след любого элемента πσ(L) содержится в полуоткрытом интервале (−∞, 2]. Имеем

Trace
[(

cos π4 sin π
4− sin π

4 cos π4

)(
1 0
8 1

) (
u(π4 ,

π
4 ) 0

0 u(8, 8)−1

)]
= Trace

[(
9√
2

1√
2

− 7√
2

1√
2

)(
u

(
π
4 , 8

)
0

0 u
(
π
4 , 8

)−1

)]
=

(
9√
2
u0 +

1√
2
u−1

0

)
∈ (−∞, 2], u0 = u

(π
4
, 8

)
.

Однако неравенство

0 <
9√
2
u0 +

1√
2
u−1

0 � 2

не имеет решений при положительных u, потому что

9
√

2u+
√

2u−1

2
�

√
18 > 2.

Теорема 4.3. Пусть L—двумерная связная топологическая лупа такая, что группа G, то-
пологически порожденная левыми сдвигами L, локально изоморфна группе PSL2(R). Тогда G
изоморфна PSL2(R), стабилизатор H единицы 1 ∈ L в G изоморфен SO2(R), а L гомеоморф-
на R

2.
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Доказательство. Предположим сначала, что H \ {1} состоит либо из гиперболических, либо
параболических элементов. Далее можно считать, что L односвязна; в противном случае можно
рассмотреть универсальное накрытие L. Так как L гомеоморфно G/H и для любого конечного
накрытия G группы PSL2(R) факторпространство G/H является цилиндром, то L гомеоморфна
R

2, а G—универсальное накрытие P̃SL2(R) группы PSL2(R). Универсальное накрытие P̃SL2(R)
есть также и накрытие SL2(R), что приводит к противоречию с предыдущим предложением.

Если H —накрытие максимальной компактной подгруппы PSL2(R), то G должна иметь три-
виальный центр; иначе H должна содержать нетривиальный центр G. Отсюда следует, что G
гомеоморфна PSL2(R), а L гомеоморфна R

2.

Доказательство предложения 4.2 является небольшой модификацией доказательства [8, пред-
ложение 19.3]. Эта модификация связана с тем, что стабилизатор H связен и не содержит матриц
с отрицательным следом.

Лупы (L, ◦) и (L′, ∗) изоморфны, если существуют биекции α, β, γ : L −→ L′ такие, что выпол-
нено α(x) ∗ β(y) = y(x ◦ y) при всех x, y ∈ L.

В [8, Sec. 22] доказано, что любая двумерная почти дифференцируемая лупа, соответствующая
сечению σ : G/H −→ G, такая, что G— группа Ли с простой алгеброй Ли, а образ exp(T1(σ/G/H))
касательного пространства T1(σ(G/H)) в точке 1 ∈ G при экспоненциальном отображении содер-
жится в σ(G/H), изотопна гиперболической плоскости, реализованной на единичной окружности
в C умножением

z1 ◦ z2 =
z1 + z2
1 + z̄1z2

при всех zi ∈ C with |zi| � 1, i = 1, 2.

5. РАЗЛОЖЕНИЕ НАКРЫВАЮЩИХ ГРУППОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ PSL2(R)

Экспоненциальное отображение— единственное работоспособное средство для конкретного опи-
сания таких накрытий групп Ли, которые не допускают линейного представления. Хотя экспонен-
циальное отображение, вообще говоря, не инъективно и не сюръективно, во многих случаях его
достаточно для явного определения геометрии накрывающих групп. Продемонстрируем это обсто-
ятельство на примере накрывающей группы PSL2(R).

5.1. Предварительные сведения. Пусть A—алгебра вещественных (2 × 2)-матриц. Матрицы

1 =
(

1 0
0 1

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, T =

(
0 1
1 0

)
, U =

(
0 1
−1 0

)
,

удовлетворяющие соотношениям

H2 = T2 = −U2 = 1, HT = −TH = U, UT = −TU = H, HU = −UH = T,

образуют базис векторного пространства A. Алгебра Ли sl2(R) группы SL2(R) задается под-
пространством {A ∈ A, TraceA = 0}, порожденным базисом {H,T,U}. Обозначим через
τ = 1

2 Trace : A → A нормализованную функцию следа, а через κ : X �→ τ(X2) : sl2(R) → R—
форму Картана—Киллинга на sl2(R), удовлетворяющую соотношению

κ(hH + tT + uU) = h2 + t2 − u2.

Определитель матрицы X = ξ1 + hH + tT + uU ∈ A равен det(X) = ξ2 − h2 − t2 + u2. Так как
X2 = κ(X)1 для любого X ∈ sl2(R), то X = ξ1 + X, ξ ∈ R, и X ∈ sl2(R) принадлежит SL2(R)
в том и только том случае, если 1 = ξ2 − κ(X). Следовательно, любой элемент X ∈ SL2(R) вида
X = ξ1 + X с ξ ∈ R и X ∈ sl2(R) имеет одно из следующих представлений:

(a) X = cos t1 + sin tX0, где κ(X0) = −1, если κ(X) < 0,
(b) X = ε(ch t1 + sh tX0) с ε ∈ {±1}, κ(X0) = 1, если κ(X) > 0,
(c) X = ε1 + X, где ε ∈ {±1}, если κ(X) = 0.
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Обозначим двумерное подпространство RH + RT в sl2(R) через E и назовем его горизонтальным
подпространством sl2(R). Любой элемент алгебры Ли sl2(R) можно записать в виде E+uU, u ∈ R,
E ∈ E .
Стандартный двойной конус задается связным множеством N = {X ∈ sl2(R), κ(X) = 0}.

Внутренность K = {X ∈ sl2(R), κ(X) < 0} стандартного двойного конуса N распадается на
две компоненты связности K = K(+) ∪ K(−), где

K(+) =
{
E + uU ∈ sl2(R), u ∈ R, E ∈ E ,

√
κ(E) < u

}
,

K(−) =
{
E + uU ∈ sl2(R), u ∈ R, E ∈ E , −

√
κ(E) > u

}
.

Внешность стандартного двойного конуса есть связное множество

K̂ =
{
E + uU ∈ sl2(R), u ∈ R, E ∈ E ,

√
κ(E) > |u|

}
.

Ясно, что множества N , K(+), K(−) и K̂ инвариантны относительно внутренних автоморфизмов
sl2(R). Используя уравнение X2 = κ(X)1, для любого X ∈ sl2(R) получаем, что параметризован-
ные множества {

X(t) = cos t 1 + sin t X0, t ∈ R

}
, κ(X0) = −1,{

X(t) = ch t 1 + sh t X0, t ∈ R

}
, κ(X0) = 1,{

X(t) = 1 + tX0, t ∈ R}, κ(X0) = 0

являются однопараметрическими подгруппами SL2(R). Экспоненциальное отображение exp :
sl2(R) → SL2(R) допускает представления

exp(X) = cos
√
−κ(X)1 +

sin
√−κ(X)√−κ(X)

X, если κ(X) < 0,

exp(X) = ch
√
κ(X)1 +

sh
√
κ(X)√
κ(X)

X, если κ(X) > 0,

exp(X) = 1 + X, если κ(X) = 0

(см. [4, 1.8, с. 24]).

5.2. Экспоненциальные отображения для накрытий PSL2(R). Введем теперь групповое
умножение X ◦ Y на алгебре Ли sl2(R), которое определит структуру группы на sl2(R), изоморф-
ной универсальной накрывающей группе P̃SL2(R). Определим умножение X ◦ Y таким образом,
чтобы отображение φ : sl2(R) → SL2(R), заданное как

φ(uU + E) =
(
cosu1 + sinuU

) (√
1 + κ(E)1 + E

)
= exp(uU)

(√
1 + κ(E) 1 + E

)
,

с u ∈ R, E ∈ E , было бы накрывающим морфизмом. Отображение φ—небольшая модификация
отображения f , данного в [4, определение 2.2].

Предложение 5.1. Существует групповое умножение X,Y) �→ X◦Y с единичным элементом
0 на алгебре Ли sl2(R) такое, что отображение φ : sl2(R) → SL2(R) есть универсальный
накрывающий морфизм, обладающий следующими свойствами:

(a) φ(uU + E) = (cosu1 + sinuU)(
√

1 + κ(E)1 + E) = φ(uU)φ(E);
(b) φ(uU) = exp (uU);
(c) φ(sh tE0) = ch t1 + sh tE0;
(d) φ(uU + tg u(cosuE0 − sinuUE0)) = 1 + tg u(U + E0),
где u, t ∈ R, E, E0 ∈ E, κ(E0) = 1.
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Доказательство. Ясно, что матричная группа SL2(R) содержит значение

φ(uU + E) =
√

1 + κ(E)(cosu1 + sinuU) + exp(uU)E

для любых u ∈ R и E ∈ E . Кроме того, отображение φ : sl2(R) → SL2(R) есть аналитическое накры-
вающее отображение, индуцирующее биективное отображение φ|E : E → φ(E) на подпространстве
E .Так как векторное пространство sl2(R) диффеоморфно универсальному накрывающему много-
образию SL2(R), то отображение φ : sl2(R) → SL2(R) можно рассматривать как универсальное
накрывающее отображение. Следовательно, можно единственным образом определить умножение
в универсальной накрывающей группе: (X,Y) �→ X ◦ Y на sl2(R). Это умножение обладает тем
свойством, что если X(t) и Y(t)—дифференцируемые кривые, X(0) = 0, X(1) = X, Y(0) = 0,
Y(1) = Y, то X ◦ Y = Z(1), где Z(t)— единственный лифт кривой φ(X(t))φ(Y(t)), 0 = Z(0).

Свойства (a), (b), (c) являются следствиями определения отображения φ. Так как

φ(uU + tg u(cosuE0 − sinuUE0))

= exp(uU)(
√

1 + tg2 u1 + tg u(cosuE0 − sinuUE0))

= exp(uU)(cos−1 u1 + tg u exp(−uU)E0) = 1 + tg u(U + E0),

то получаем соотношение (d).

Следующее предложение— модификация [4, теорема 2.6] для отображения φ.

Предложение 5.2. Групповое умножение (X,Y) �→ X◦Y на алгебре Ли sl2(R) удовлетворяет
следующим тождествам:
(a) (sU) ◦ (tU) = (s+ t)U;
(b) (sh sE0) ◦ (sh tE0) = sh(s+ t)E0;
(c) uU + E = (uU) ◦ E;
(d) E ◦ (uU) = uU + exp (−2uU)E = (uU) ◦ (exp (−2uU)E,
где u, s, t ∈ R, E,E0 ∈ E, κ(E0) = 1.

Доказательство. Уравнение (a) следует из соотношения

φ((sU) ◦ (tU)) = exp (sU) exp (tU) = exp ((s+ t)U) = φ(((s+ t)U).

Аналогично, уравнение (b) следует из соотношения

φ((sh sE) ◦ (sh tE)) = (ch s1 + sh sE)(ch t1 + sh tE)

= ch(s+ t)1 + sh(s+ t)E = φ(sh(s+ t)E).

Уравнение (c) есть прямое следствие соотношения (a) предыдущего предложения. Последнее урав-
нение (d) следует из соотношения

φ((sh tE0) ◦ (uU)) = (ch t1 + sh tE0)(cosu1 + sinuU)

= ch t(cosu1 + sinuU) + sh t(cosuE0 + sinuE0U)

= ch t(cosu1 + sinuU) + sh t(cosuE0 − sinuUE0)

= (cosu1 + sinuU)
[
ch t1 + sh t (cos(−2u)E0 + sin(−2u)U)E0

]
= φ((uU) ◦ (sh t exp (−2uU)E0),

где κ(E0) = 1.

В дальнейшем группа {sl2(R), ◦,0} будет отождествляться с универсальной накрывающей груп-
пой P̃SL2(R) группы PSL2(R). Экспоненциальное отображение группы P̃SL2(R) будет обозна-
чаться через exp(0) : sl2(R) → P̃SL2(R).

Следствие 5.3. Экспоненциальное отображение exp(0) обладает следующими свойствами:
(a) exp(0)(tU) = tU и exp(0)(tE0) = sh tE0, где t ∈ R, E0 ∈ E, а κ(E0) = 1;
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(b) точечное множество однопараметрической подгруппы {exp(0) t(U+E0), t ∈ R)} совпада-
ет с множеством{

uU + tg u(cosuE0 − sinuUE0), u ∈ R, −π
2
< u <

π

2

}
,

где E0 ∈ E и κ(E0) = 1;
(c) образ exp(0)(N ) ⊂ P̃SL2(R) стандартного двойного конуса N в алгебре Ли sl2(R) при

экспоненциальном отображении есть множество{
uU + tg uE0, u ∈ R, −π

2
< u <

π

2
, E0 ∈ E , κ(E0) = 1

}
;

(d) образ exp(0)(K̂) ⊂ P̃SL2(R) внешности K̂ стандартного двойного конуса при экспоненци-
альном отображении есть множество{

uU + tE0; t, u ∈ R, −π
2
< u <

π

2
, |t| > | tg u|, E0 ∈ E , κ(E0) = 1

}
;

(e) образ exp(0)(K) ⊂ P̃SL2(R) внутренности K стандартного двойного конуса при экспонен-
циальном отображении содержит векторы {kπU, k ∈ Z \ {0}}, плоскости {(k + 1

2)πU +
E , k ∈ Z}, а также множества {kπU + K0, k ∈ Z}, где K0 задается множеством{

uU + tE0, t, u ∈ R,−π
2
< u <

π

2
, |t| < | tg u|, E0 ∈ E , κ(E0) = 1

}
.

Доказательство. Утверждения (a) — следствия уравнений (a) и (b) предыдущего предложения.
Равенство множеств (b) следует из (d). Утверждения (c), (d) и (e) следуют из того, что образы
exp(0)(N ), exp(0)(K̂) и exp(0)(K) при экспоненциальном отображении, содержащиеся в P̃SL2(R),
инвариантны относительно сопряжения с помощью exp(tR) для любого t ∈ R.

Предыдущее следствие показывает, что образ стандартного двойного конуса при экспоненци-
альном отображении есть поверхность вращения касательной функции. Простое вычисление пока-
зывает, что φ(X) = ±φ(X′) в том и только том случае, если X′ = X+ kπU, k ∈ Z. Следовательно,
центр P̃SL2(R)—это подгруппа Γ(1) = {kπU, k ∈ Z}, а любая накрывающая группа PSL2(R)
изоморфна факторгруппе P̃SL2(R)/Γ(n), где Γ(n) = {knπU, k ∈ Z}.

Обозначим через exp(n) : sl2(R) → P̃SL2(R)/Γ(n) экспоненциальное отображение группы

P̃SL2(R)/Γ(n). Элементы группы PSL2(R) = SL2(R)/{1,−1} можно представить в виде ±X,
где X ∈ SL2(R). Отображение φ(0), определенное как φ(0) = ±φ, есть универсальное накрыва-
ющее отображение φ(0) : P̃SL2(R) → PSL2(R); оно может быть пропущено через факторпро-
странство P̃SL2(R)/Γ(n). Следовательно, оно определяет накрывающее отображение факторгруп-

пы P̃SL2(R)/Γ(n) на группу PSL2(R). Будем обозначать это накрывающее отображение через

φ(n) : P̃SL2(R)/Γ(n) → PSL2(R).

Предложение 5.4. Многообразие P̃SL2(R)/Γ(n) распадается в дизъюнктное объединение(
exp(n) K \ {1(i), i = 0, . . . , n− 1}

)
∪

(
n−1⋃
i=0

1(i) ◦ exp(n) N
)

∪
(
n−1⋃
i=0

1(i) ◦ exp(n) K̂
)
,

где {1(i) = iπU ◦ Γ(n), i = 0, . . . , n − 1}—центральные элементы группы P̃SL2(R)/Γ(n). Тогда

1(i) ◦ exp(n) N = ∂(1(i) ◦ exp(n) K̂). Кроме того,
n−1⋃
i=0

(1(i) ◦ exp(n) N ) = ∂ exp(n) K при всех i =

0, . . . , n− 1.

Доказательство. Легко видеть, что

(φ(n))−1(±1) = {1(i), i = 0, . . . , n− 1},
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где ±1— единица PSL2(R). Кроме того, отображение φ(n) биективно на открытых множествах{
(uU + tE0) ◦ Γ(n), t, u ∈ R, iπ − π

2
� u < iπ +

π

2
, E0 ∈ E , κ(E0) = 1

}
,

где i = 0, . . . , n − 1. Относительно умножения в группе P̃SL2(R)/Γ(n) на центральные элементы
1(i) = iπU, i = 0, . . . , n− 1, множества

exp(n) K,
n−1⋃
i=0

1(i) ◦ exp(n) N ,

n−1⋃
i=0

1(i) ◦ exp(n) K̂

инвариантны и, следовательно, утверждение следует из предыдущего предложения.

Замечание 5.5. Предыдущее утверждение также справедливо, если n = 0. Поскольку Γ(0) =
{0}, то в этом случае P̃SL2(R)/Γ(0) = P̃SL2(R), а индекс i пробегает множество Z всех

целых чисел. Так как Γ(1) = ZπU то получаем, что группа P̃SL2(R)/Γ(1) изоморфна PSL2(R).
Аналогично, P̃SL2(R)/Γ(2) изоморфна SL2(R).

Следствие 5.6. Дизъюнктные объединения
n−1⋃
i=0

1(i) ◦ exp(n) N ,
n−1⋃
i=0

1(i) ◦ exp(n) K̂

дают разложение множеств

(φ(n))−1(exp(1) N ), (φ(n))−1(exp(1) K̂)

на n компонент связности в группе Ли P̃SL2(R)/Γ(n).

6. СЕЧЕНИЯ В НАКРЫВАЮЩИХ ГРУППАХ PSL2(R)

В этом разделе описанное выше разложение P̃SL2(R)/Γ(n) будет применено для альтернативного
доказательства теоремы 4.3 для точно транзитивных дифференцируемых сечений.

Теорема 6.1. Пусть G— связная группа Ли , локально изоморфная PSL2(R), а H — связная
однопараметрическая подгруппа G. Существует непрерывное сечение, точно транзитивно
действующее на факторпространстве G/H в том и только том случае, если алгебра Ли h
группы H порождена вектором X ∈ sl2(R), удовлетворяющим неравенству κ(X) < 0.

Доказательство. Докажем, во-первых, что для любой накрывающей группы G группы PSL2(R)
существует непрерывное сечение, точно транзитивно действующее на факторпространстве G/H,
если H порождается вектором X, где kappa(X) < 0.

Так как центр любого собственного накрытия PSL2(R) содержится в H, то достаточно доказать
существование точно транзитивного сечения в случае, когда G изоморфна PSL2(R). Однако точно
транзитивное сечение, соответствующее гиперболической плоской лупе, обладает этим свойством.
Напомним теперь, что любое сечение σ : G/H → G удовлетворяет условию π ◦ σ(gH) = gH, а,
следовательно, σ(gH) ∈ gH. Значит, если σ(gH) ∈ H, то необходимо g ∈ H. Кроме того, если
σ(gH) ∈ kHk−1 для некоторого k ∈ G, то σ(gH)kH = kH. Если σ— сечение, действующее точно
транзитивно, то уравнение σ(gH)kH = kH имеет единственное решение σ(gH) = 1, а потому из
σ(gH) ∈ kHk−1, k ∈ G, следует, что σ(gH) = 1 и g ∈ H. Получаем, что σ(G/H) ∩ kHk−1 = {1}
при всех k ∈ G.

Лемма 6.2. Пусть G— собственная накрывающая группа PSL2(R). Не существует непре-
рывного сечения, точно транзитивно действующего на факторпространстве G/H, если ал-
гебра Ли h подгруппы H порождена вектором X ∈ sl2(R), удовлетворяющим неравенству
κ(X) � 0.
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Доказательство. Пусть G— собственная накрывающая группа P̃SL2(R)/Γ(n) группы PSL2(R);
это означает, что n = 0 или n > 1. Предположим, что существует непрерывное сечение σ :
G/H → G, действующее точно транзитивно, где подгруппа H имеет вид H = {exp(n)(tX), t ∈ R}
с κ(X) = 0. Так как все такие подгруппы сопряжены в G, то можно считать, что

H =
{
uU + tg u(cosuE0 − sinuUE0) ◦ Γ(n); u ∈ R, −π

2
< u <

π

2

}
,

где E0 ∈ E и κ(E0) = 1 (см. следствие 5.3, (b)).
Рассмотрим смежные классы (1(j) ◦ exp(n) s(UE0)) ◦ H, где 0 < s ∈ R, j = 0, . . . , n − 1. Их

элементы можно записать в виде

X(s, u) = (jπU) ◦ (sh sUE0) ◦ (uU + tg u(cosuE0 − sinuUE0)) ◦ Γ(n)

с некоторыми s, u ∈ R, удовлетворяющими неравенствам 0 < s, −π
2
< u <

π

2
. Накрывающий

гомоморфизм φ(n) : P̃SL2(R)/Γ(n) → PSL2(R) отображает этот элемент на

X(s, u) = ±(ch s1 + sh sUE0)(1 + tg u(U + E0))

= ±(ch s1 + sh sUE0 + es tg u(U + E0))

в соответствии с предложением 5.1, (d) и (c). Так как |τ(X(s, u))| = ch s > 1, то элемент X(s, u)
гиперболичен, т.е. он принадлежит множеству exp(1) K̂ ⊂ PSL2(R) для любых s, u ∈ R. Следова-
тельно, все элементы 1(j) ◦ exp(n) t(UE0) ◦Γ(n) ◦H содержатся в (φ(n))−1(exp(1) K̂). Если параметр

u непрерывно изменяется на интервале −π
2
< u <

π

2
, то элемент

X(s, u) = (jπU) ◦ (sh sUE0) ◦ (uU + tg u(cosuE0 − sinuUE0)) ◦ Γ(n)

также непрерывно изменяется в компоненте связности (φ(n))−1(exp(1) K̂). Следовательно, X(s, u)
принадлежит той же компоненте связности множества (φ(n))−1(exp(1) K̂), что и элемент (jπU) ◦
(sh sUE0) ◦ Γ(n). Тогда 1(j) ◦ exp(n) s(UE0) ◦ Γ(n) ◦H содержится в множестве 1(j) ◦ exp(n) K̂, если

0 < s ∈ R. Связное множество σ(G/H) пересекается с множествами exp(n) K̂ и 1(1) ◦ exp(n) K̂. Но
эти множества разделяются образом exp(n) N стандартного двойного конуса при экспоненциальном
отображении, а потому σ(G/H) пересекается с exp(n) N в точке x �= 1 ∈ G. Все однопараметриче-
ские подгруппы, содержащиеся в exp(n) N , сопряжены в G некоторым элементом вида exp(n)(rU),
а значит, эта точка x в σ(G/H) содержится в kHk−1 с некоторым k ∈ G. что приводит к противо-
речию.

Предположим, что существует непрерывное сечение σ : G/H → G, действующее точно транзи-
тивно относительно подгруппы H = {exp(n)(tX), t ∈ R} с κ(X) > 0. Так как все такие подгруппы
сопряжены в G, то можно считать, что подгруппа H записывается в виде {(sh tE0) ◦ Γ(n), t ∈ R},
где E0 ∈ E и κ(E0) = 1 (см. следствие 5.3, (a)). Рассмотрим смежные классы exp(n) s(E0U) ◦H,
где 0 < s ∈ R. Их элементы имеют вид Y(s, t) = (sh sE0U) ◦ (sh tE0) ◦Γ(n) м некоторыми s, t ∈ R,
удовлетворяющими неравенству 0 < s. Накрывающий гомоморфизм φ(n) отображает этот элемент
на

Y (s, t) = ±(ch s1 + sh sE0U)(ch t1 + sh tE0))

= ±(ch s ch t1 − sh s sh tU + sh s ch tE0U + ch s sh tE0).

Так как |τ(Y (s, t))| = ch s ch t > 1, то элемент Y (s, t) гиперболичен, т.е. принадлежит множеству
exp(1) K̂ ⊂ PSL2(R) для любых s, t ∈ R с 0 < s. Следовательно, все элементы exp(n) s(E0U) ◦
Γ(n) ◦H содержатся в (φ(n))−1(exp(1) K̂). Если параметр t непрерывно изменяется в R, то элемент

Y(s, t) также непрерывно изменяется в компоненте связности (φ(n))−1(exp(1) K̂). Следовательно,
элемент Y(s, t) принадлежит той же компоненте связности множества (φ(n))−1(exp(1) K̂), что и
элемент (sh sE0U) ◦ Γ(n). Тогда exp(n) t(E0U) ◦ Γ(n) ◦ H содержится в множестве exp(n) K̂, если

0 < s ∈ R. Но все однопараметрические подгруппы, содержащиеся в exp(n) K̂, сопряжены в G, а
следовательно, точка Y(s, t) из σ(G/H) содержится в kHk−1 с некоторым k ∈ G, противоречие.
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Если G— группа PSL2(R) и подгруппа H порождена вектором X ∈ sl2(R), удовлетворяющим
неравенству κ(X) � 0, то факторпространство G/H есть цилиндр и любое сечение σ : G/H → G,
действующее точно транзитивно на G/H, может быть поднято до сечения, действующего точно
транзитивно на Ĝ/Ĥ для любого собственного накрытия PSL2(R). Но предыдущая лемма показы-
вает, что для собственных накрытий (PSL2(R) не существует никакого сечения, точно транзитивно
действующего на Ĝ/Ĥ. Теорема доказана.
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АННОТАЦИЯ. Исследуются дифференциально-геометрические структуры, такие как главное расслое-
ние для канонического векторного расслоения на комплексном многообразии Грассмана, канониче-
ская форма связности на этом расслоении и соответствующие динамические системы. Многообразие
Грассмана рассматривается как орбита коприсоединенного действия, а симплектическая форма опи-
сывается как сужение канонической пуассоновой структуры на коалгебру Ли. Изучаются голономия
связности на главном расслоении над грассманианом и ее связь с фазой Берри для интегральных
кривых гамильтоновых динамических систем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Основными задачами статьи являются:

1) обзор всех канонических дифференциально-геометрических структур на многообразии Грас-
смана конечномерных комплексных подпространств комплексного гильбертова пространства;

2) исследование канонической симплектической структуры, соответствующих динамических си-
стем и голономий интегральных кривых этих динамических систем для комплексных много-
образий Грассмана.

Сначала рассматривается дифференциальная структура на комплексном многообразии Грассмана,
а затем исследуется связность на каноническом главном расслоении и ее голономии. Оказывает-
ся, что каноническая связность на главном расслоении и ее голономии играют важную роль в
теории геометрических квантовых вычислений (см. [3–5,10–12]), что показывает универсальность
многообразия Грассмана не только в теории расслоений, но также и в теории геометрических кван-
товых вычислений. Центральное место здесь занимает чисто геометрический факт, состоящий в
том, что унитарное преобразование слоя канонического расслоения над комплексным многообра-
зием Грассмана может быть получено как голономия замкнутой кривой. Однако по физическим
соображениям не нужна никакая замкнутая кривая на грассмановом многообразии; нужны только

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2004



ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ НА КОМПЛЕКСНОМ ГРАССМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ 83

«физические» кривые, т.е. кривые, являющиеся интегральными кривыми гамильтоновой динами-
ческой системы. Для интегральной кривой гамильтоновой системы на многообразии Грассмана
соответствующая кривая в тотальном пространстве канонического расслоения есть решение соот-
ветствующего уравнения Шредингера. Однако эта кривая, вообще говоря, не является горизон-
тальной кривой— поднятием кривой на базовом многообразии. Она «становится» горизонтальной
в адиабатическом пределе. Исследуется геометрия таких кривых и их связь c фазой Берри.

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ СТРУКТУРА И СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

НА КОМПЛЕКСНОМ МНОГООБРАЗИИ ГРАССМАНА

Пусть H—конечномерное или бесконечномерное комплексное гильбертово пространство. Для
любого положительного целого m обозначим через Grm(H) множество всех m-мерных комплекс-
ных подпространств пространства H. Ясно, что m-мерное подпространство X гильбертова про-
странства H можно единственным образом определить с помощью соответствующего оператора
ортогонального проектирования P(X) : H → X ⊂ H. Оператор P(X) характеризуется свойствами
P(X)∗ = P(X) и trace(P(X)) = dim(X).

Обозначим через Pm(H) множество

Pm(H) =
{
P : H → H | P 2 = P, P ∗ = P, trace(P ) = m

}
. (1)

Отображение P : Grm(H) → Pm(H) биективно (см. [4–6]) и определяет инъективное отображение
множества Grm(H) в векторном пространстве эрмитовых операторов на гильбертовом пространстве
H. Это инъективное отображение индуцирует топологию и дифференциальную структуру на мно-
жестве Grm(H). Множество Grm(H) вместе с дифференциальной структурой известно как мно-
гообразие Грассмана m-мерных комплексных подпространств гильбертова пространства H. Как
следует из изложенного выше, в дальнейшем можно отождествлять два объекта Pm(H) и Grm(H).

Любой фиксированный элемент X ∈ Grm(H) определяет отображение

ΓX : Hom(X,X⊥) → Grm(H),

где
ΓX(ϕ) = {x+ ϕ(x) | x ∈ X} при ϕ ∈ Hom(X,X⊥).

Другими словами, подпространство, соответствующее линейному отображению X
ϕ−→ X⊥, есть

график отображения ϕ. В некоторых случаях нижний индекс X в выражении будем опускать и за-
писывать ΓX просто как Γ. Это отображение— инъективное отображение векторного пространства
Hom(X,X⊥) на множество Grm(H), а его образ есть подмножество{

Y ∈ Grm(H) | Y ∩X⊥ = {0}
}
≡ WX .

Меняя элемент X ∈ Grm(H), можно покрыть многообразие Грассмана открытыми подмножествами
WX . На самом деле достаточно взять только конечное число элементов X ∈ Grm(H) для того,
чтобы покрыть тотальное многообразие множествами типа WX .

Следовательно, можно утверждать, что пара (Hom(X,X⊥),ΓX) для X ∈ Grm(H) определяет
систему локальных координат в окрестности точки X (см. [8]).

Найдем теперь выражение для диффеоморфизма

P : Grm(H) → Pm(H)

в этой локальной системе координат. Другими словами, задача состоит в нахождении координат-
ного представления следующей суперпозиции отображений

ΦX : Hom(X,X⊥) ΓX−−→ Grm(H) P−→ Pm(H).

Для любого f ∈ Hom(X,X⊥) график оператора −f∗ ∈ Hom(X∗, X) есть ортогональное подпро-
странство к пространству ΓX(f). В самом деле, при x ∈ X и u ∈ X⊥ имеем

〈x+ f(x), u− f∗(u)〉 = 〈x, u〉︸ ︷︷ ︸
0

−〈x, f∗(u)〉 + 〈f(x), u〉 − 〈f(x), f∗(u)〉︸ ︷︷ ︸
0

= 〈f(x), u〉 − 〈x, f∗(u)〉 = 0
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(по определению сопряженного оператора). Для f ∈ Hom(X,X⊥) рассмотрим следующий оператор
в гильбертовом пространстве H:

f̃ =
[
1 −f∗
f 1

]
: X ⊕X⊥ → X ⊕X⊥.

Этот оператор является автоморфизмом; легко проверить, что f̃(X) = Γ(f) и f̃(X⊥) = Γ(−f∗) =
Γ(f)⊥. Ясно, что если PU —проектор на подпространство U ⊂ W , соответствующий разложению
векторного пространства W = U ⊕ V и если A : W → W —автоморфизм, то проектор на под-
пространство A(U), соответствующий разложению W = A(U) ⊕ A(V ), есть PA(U) = APUA

−1.

Следовательно, проектор, соответствующий разложению H = Γ(f) ⊕ Γ(f)⊥ = f̃(X) ⊕ f̃(X⊥), есть
P(Γ(f)) = f̃P(X)f̃−1. Явное выражение для оператора f̃−1 при разложении H = X ⊕X⊥ имеет
вид [

1 −f∗
f 1

]−1

=
[

(1 + f∗f)−1 f∗(1 + ff∗)−1

−f(1 + f∗f)−1 (1 + ff∗)−1

]
.

Замечание 1. Оператор 1 + f∗f : X → X обратим, потому что

(1 + f∗f)(x) = 0 ⇒ (f∗f)(x) = −x ⇒ 〈(f∗f)(x), x〉 = −‖x‖2 ⇒ ‖f(x)‖2 = −‖x‖2 ⇒ x = 0.

Это же верно и для оператора 1 + ff∗ : X⊥ → X⊥.

Следовательно, явное выражение для проектора P(Γ(f)), соответствующего разложению H =
X ⊕X⊥, имеет вид

P(Γ(f)) =
[
1 −f∗
f 1

] [
1 0
0 0

] [
(1 + f∗f)−1 f∗(1 + ff∗)−1

−f(1 + f∗f)−1 (1 + ff∗)−1

]
=
[

(1 + f∗f)−1 f∗(1 + ff∗)−1

f(1 + f∗f)−1 ff∗(1 + ff∗)−1

]
(2)

Действие группы U(H) (группы унитарных преобразований гильбертова пространства H на H)
индуцирует действие этой группы на многообразии Грассмана. Это действие транзитивно и для
любой точки X ∈ Grm(H) соответствующий стабилизатор есть U(X) × U(X⊥). Следовательно,
многообразие Grm(H) можно рассматривать как однородное пространство

Grm(H) ∼= U(H)
U(X) × U(X⊥)

(см., например, [4–6]). Для унитарного преобразования u : H → H, соответствующий диффеомор-
физм многообразия Грассмана gr(u) : Grm(H) → Grm(H) индуцирует преобразование локальных
систем координат

ũ : Hom(X,X⊥) → Hom(Y, Y ⊥),
где Y = u(X) (а потому Y ⊥ = u(X⊥)). Это преобразование определяется условием Γ(ũ(f)) =
u(Γ(f)). Имеем

u(Γ(f)) = {ux+ uf(x) |x ∈ X} =
{
y + uf(u−1y) | y ∈ u(X) ≡ Y

}
,

откуда следует, что u(Γ(f)) = Γ(ufu−1). Следовательно, преобразование локальной системы коор-
динат имеет вид

ũ : Hom(X,X⊥) → Hom(u(X), u(X⊥)), ũ(f) = ufu−1. (3)
Касательное пространство к многообразию Grm(H) в точке X ∈ Grm(H) можно отождествить с

векторным пространством Hom(X,X⊥) (см. [8]). Отождествление многообразия Grm(H) с много-
образием проекторов Pm(H) дает другое представление касательного пространства TX(Grm(H)),
которое следует из (1):

TX(Grm(H)) ∼=
{

Φ : H → H
∣∣∣ Φ линейно, P(X) ◦ Φ + Φ ◦ P(X) = Φ, Φ∗ = Φ, trace(Φ) = 0

}
. (4)

Это в точности множество таких операторов Φ : H → H, что разложение Φ, соответствующее
разложению гильбертова пространства H = X ⊕X⊥ имеет вид

Φ =
[
0 ϕ∗
ϕ 0

]
.
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Дифференциал отображения f �→ P(Γ(f)) (см. (2)) в точке 0 ∈ Hom(X,X⊥) дает изоморфизм
между двумя представлениями касательного пространства TX(Grm(H)):

Hom(X,X⊥) � ϕ �→ P ′
X(ϕ) =

[
0 ϕ∗
ϕ 0

]
. (5)

Напомним, что действие группы Ли G на гладком многообразии M приводит к гомоморфизму
алгебры Ли группы G в алгебру Ли векторных полей на многообразии M : для v ∈ g, где g обо-
значает алгебру Ли группы Ли G, соответствующее векторное поле ṽ, индуцированное действием
группы on M , есть (см. [9])

ṽ(x) =
∂F

∂G
(1, x)(v),

где F : G×M →M —отображение, соответствующее действию группы G на многообразии M .
Таким образом, действие группы U(H) на многообразии Grm(H) приводит к гомоморфизму

алгебры Ли U(H) в алгебру Ли векторных полей на многообразии Grm(H). Для описания этого
гомоморфизма напомним, что если P(X)—ортогональный проектор, соответствующий элементу
X ∈ Grm(H), то для любого ортогонального преобразования g ∈ U(H) ортогональный проектор,
соответствующий g(X), есть P(g(X)) = gP(X)g−1. Поэтому для любой фиксированной точки
X ∈ Grm(H) имеем отображение

U(H) � g �→ gP(X)g−1 ∈ Pm(H) ∼= Grm(H).

Отсюда следует, что касательный вектор, соответствующий элементу u ∈ u(H) алгебры Ли груп-
пы U(H) в точке X ∈ Grm(H), есть ũX = [u,P(X)], где [·, ·]—коммутатор операторов. Если
разложение линейного оператора u : H → H, соответствующее разложению H = X ⊕X⊥, есть

u =
[
UXX −U∗

XX⊥
UXX⊥ UX⊥X⊥

]
,

то ясно, что

ũX = [u,P(X)] =
[

0 U∗
XX⊥

UXX⊥ 0

]
.

Отсюда и из формулы (5) следует, что векторное поле, соответствующее элементу u ∈ u(H) алгебры
Ли при действии группы U(H) на Grm(H), есть

ũX = UXX⊥ = (1 − P(X)) ◦ u ∈ Hom(X,X⊥) ∼= TX(Grm(H)). (6)

3. О НЕКОТОРЫХ ОПЕРАЦИЯХ НАД СВЯЗНОСТЯМИ НА ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЯХ

В этом разделе дается обзор некоторых фактов из теории векторных расслоений и связностей в
контексте данной статьи.

Для любого векторного расслоения π : E → M обозначим через S(E) пространство гладких
сечений этого векторного расслоения.

Пусть V
p−→ M и W

q−→ M —векторные расслоения над гладким многообразием M . Пусть

S(V ) ∇V−−→ S(T ∗(M) ⊗ V ) и S(W ) ∇W−−→ S(T ∗(M) ⊗W )— связности (ковариантные дифференци-
рования) на них. Определим следующие операции над этими связностями:

Прямая сумма (или сумма Уитни) связностей. Определим связность ∇ = ∇V ⊕∇W на сумме
Уитни векторных расслоений (V,M, p) и (W,M, q) следующим образом: для векторного поля
field ξ на многообразии M и сечения s = s1 ⊕ s2 векторного расслоения V ⊕W пусть

∇ξ(s) = ∇V
ξ (s1) + ∇W

ξ (s2). (7)

Тензорное произведение связностей. Определим связность ∇ = ∇V ⊗∇W на тензорном про-
изведении векторных расслоений (V,M, p) и (W,M, q) как

∇ξ(s1 ⊗ s2) = ∇V
ξ (s1) ⊗ s2 + s1 ⊗∇W

ξ (s2). (8)
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Связность на двойственном векторном расслоении. Определим связность ∇V ∗
на векторном

расслоении p∗ : V ∗ → M , слой которого над точкой x ∈ M есть двойственное пространство
к векторному пространству p−1(x):

ξ〈s, τ〉 = 〈∇V
ξ (s), τ〉 + 〈s,∇V ∗

ξ (τ)〉, (9)

где s— сечение векторного расслоения V , τ — сечение двойственного векторного расслоения
V ∗, а 〈s, τ〉—функция на многообразии M , получаемая путем спаривания сечений s и τ .

Связность на расслоении гомоморфизмов. Пусть

Hom(V,W ) h−→M

—расслоение, слой которого над точкой x ∈ M есть пространство гомоморфизмов вектор-
ного пространства p−1(x) в векторное пространство q−1(x). В случае, когда слои конечно-
мерны, это расслоение канонически изоморфно расслоению h : V ∗ ⊗W → M . Связности на
двойственном расслоении и тензорном расслоении также определены, а потому ковариантное
дифференцирование ∇ = Hom(∇V ,∇W ) = ∇V ∗⊗∇W на пространстве сечений S(Hom(V, V ))
можно определить как

∇ξ(τ ⊗ s) = ∇V ∗
ξ (τ) ⊗ s+ τ ⊗∇W

ξ (s)

при τ ∈ S(V ∗) и s ∈ S(W ). Отсюда следует, что при t ∈ S(V )

∇ξ(τ ⊗ s)(t) = 〈∇V ∗
ξ (τ), t〉 · s+ τ(t) · ∇W

ξ (s)

= ξ(τ(t)) · s+ τ(t) · ∇W
ξ (s) − 〈τ,∇V

ξ (t)〉 · s = ∇W
ξ (τ(t) · s) − 〈τ,∇V

ξ (t)〉 · s.
Это подсказывает следующее, более элегантное определение ковариантного дифференциро-
вания ∇ = Hom(∇V ,∇W ) на пространстве сечений S(Hom(V,W )):

для f ∈ S(Hom(V,W )) и t ∈ S(V ), пусть ∇ξ(f)(t) = ∇W
ξ (f(t)) − f(∇V

ξ (t)). (10)

Легко проверить, что результаты определенных выше операций удовлетворяют условиям ко-
вариантного дифференцирования на векторных расслоениях.

Пусть p : V → M и q : W → M — такие векторные расслоения над гладким многообразием
M , что их сумма Уитни есть тривиальное векторное расслоение: V ⊕W ∼= M ×H. Эта ситуация
приводит к следующей связности на векторных расслоениях (V,M, p) и (W,M, q). Любое сечение
векторного расслоения V можно рассматривать как функцию s̃ : M → H на M со значениями в
векторном пространстве H. Для векторного поля ξ на многообразии M определим ковариантную
производную сечения s как ∇ξ(s)(x) = PVx(s̃′x(ξx)) для всех x ∈M . Здесь PVx —оператор проекти-
рования PVx : H → Vx, соответствующий разложению H = Vx⊕Wx. Ковариантная производная на
сечениях векторного расслоения W может быть определена аналогичным образом. Можно непо-
средственно проверить, что определенная выше операция удовлетворяет условиям ковариантного
дифференцирования.

Замечание 2. Если V1, V2, W1 и W2 —векторные расслоения над многообразием M такие, что
V1 ⊕ W1

∼= M × H1 и V2 ⊕ W2
∼= M × H2, а ∇1 и ∇2 — связности на V1 и V2 соответственно,

определенные, как и выше, то ковариантное дифференцирование на векторном расслоении V1⊗V2,
индуцированное разложением(

V1 ⊗ V2

)
⊕
(
(V1 ⊗W2) ⊕ (W1 ⊗ V2) ⊕ (W1 ⊗W2)

) ∼= M ×
(
H1 ⊗H2

)
,

— то же, что и ∇ = ∇1 ⊗∇2 (см. формулу (8)).

Определение 1. Пусть π : T (M) → M —касательное расслоение гладкого многообразия M , а
p : V →M — такое векторное расслоение, что сумма Уитни T (M)⊕V есть тривиальное расслоение
M ×H. Назовем разложение M ×H = T (M)⊕V тривиального расслоения интегрируемым, если
индуцированная ковариантная производная ∇ на сечениях касательного расслоения (т.е. векторных
полях на M) удовлетворяет условию

∇X(Y ) −∇Y (X) = [X,Y ] (11)
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для любых векторных полей X и Y на многообразии M .

Если векторное пространство H, являющееся слоем суммы Уитни, есть гильбертово простран-
ство, а для каждой точки x ∈M векторное пространство Vx (слой векторного расслоения V в точке
x) есть ортогональное дополнение подпространства Tx(M) ⊂ H, то ковариантная производная ∇
удовлетворяет условию

X〈Y, Z〉 = 〈∇X(Y ), Z〉 + 〈Y,∇X(Z)〉.
Следовательно, можно утверждать, что связность ∇, индуцированная разложением M × H =
T (M) ⊕ V , есть ковариантное дифференцирование, соответствующее связности Леви-Чивита на
многообразии M для метрики, индуцированной вложением T (M) ⊂M ×H.

Замечание 3. Если Φ : M → H — гладкое отображение такое, что для каждой точки x ∈ M
линейное отображение Φ′

x : Tx(M) → H есть мономорфизм, то векторное расслоение p : Φ⊥(H) →
M , где p−1(x) = Im(Φ′

x)
⊥, таково, что сумма Уитни T (M)⊕Φ⊥(H) тривиальна: M ×H; связность

(ковариантное дифференцирование), индуцированная разложением M ×H = T (M)⊕Φ⊥(H), есть
связность Леви-Чивита на T (M).

Пусть π : P → M — главное расслоение со структурной группой G, действующей справа на
тотальном пространстве расслоения P . Пусть F —векторное пространство, на котором группа Ли
G действует слева. Ассоциированное векторное расслоение над многообразием M определяется
как векторное расслоение с тотальным пространством (P × V )/G ≡ PV , где фактор берется по
правому действию группы G на многообразии P × V : (p, v) �→ (pg, g−1v) для любых (p, v) ∈ P ×G
и g ∈ G (см. [9]). Проекция πV : PV →M для этого векторного расслоения определяется как

πV ([p, v]) = π(p), ∀ [p, v] ∈ (P × V )/G.

Из определения следует, что любое сечение ассоциированного векторного расслоения можно рас-
сматривать как функцию ϕ : P → V такую, что ϕ(pg) = g−1ϕ(p) для всех p ∈ P и g ∈ G.
Обозначим пространство таких функций на тотальном пространстве P через C∞(P, V )G.

Форма связности A на главном расслоении (P,M, π) есть дифференциальная 1-форма со зна-
чениями в алгебре Ли g группы G такая, что имеем R∗

g(A) = Ad(g−1)(A) для любого g ∈ G и
A(ũ) = u а для любого u ∈ g, где ũ обозначает касательный вектор

ũ ∈ Tp(P ), ũ =
d

dt
(p · exp(t · u)).

Форма связности A определяет распределение горизонтальных подпространств на тотальном про-
странстве P :

Hp = ker(Ap) ⊂ Tp(P ), ∀ p ∈ P.

Это распределение вносится на тотальное пространство ассоциированного расслоения с помощью
факторотображения: P × V → PV = (P × V )/G.

Векторное поле X на многообразии M может быть поднято до «горизонтального» векторного
поля X̃ на тотальном пространстве P , которое единственным образом определяется следующими
условиями:

X̃p ∈ ker(Ap) ∀ p ∈ P, π′(X̃) = X.

Как уже отмечалось, сечение ассоциированного векторного расслоения s ∈ Γ(PV ) можно отожде-
ствить с элементом ϕs ∈ C∞(P, V )G. Ковариантная производная сечения s есть сечение векторного
расслоения (PV ,M, πV ), соответствующего функции ϕ′

s(X̃) ∈ C∞(P, V )G.

4. ГЕОМЕТРИЯ КАНОНИЧЕСКОГО ВЕКТОРНОГО РАССЛОЕНИЯ

НА МНОГООБРАЗИИ ГРАССМАНА

Рассмотрим множество Πm(H) = {(X,x) | X ∈ Grm(H), x ∈ X}, являющееся подмножеством
Grm(H) × H. Множество Πm(H) вместе с дифференциальной структурой, индуцированной из
Grm(H) ×H, есть дифференцируемое многообразие. Отображение

p : Πm(H) → Grm(H), p(X,x) = X
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есть векторное расслоение над многообразием Грассмана Grm(H). Слой над точкой X ∈ Grm(H)
есть векторное пространство X ⊂ H. Это векторное расслоение известно под названием ка-
нонического векторного расслоения над многообразием Грассмана Grm(H). Для любой точки
X ∈ Grm(H) локальная тривиализация этого векторного расслоения в окрестности точки X воз-
никает естественным образом из системы координат:

ΦX : Hom(X,X⊥) ×X → Πm(H), ΦX(ϕ, x) = (Γ(ϕ), x+ ϕ(x)).

Если рассмотреть многообразие Grm(H) как многообразие ортонормированных проекций Pm(H)
(см. (1)), то можно описать тотальное пространство Πm(H) как подмногообразие Pm(H)×H, опре-
деленное уравнением P (x) = x, (P, x) ∈ Pm(H)×H. Из него следует, что касательное пространство
многообразия Πm(H) определяется уравнением dP (x) + P (dx) = dx. Более точно, для любой точ-
ки Q = (P, x) ∈ Πm(H), где P ∈ Pm(H) ∼= Grm(H)—проектор и x ∈ Im(P ) = X, касательное
пространство TQ(Πm(H)) есть подпространство пространства Hom(X,X⊥) ×H, определенное ли-
нейным уравнением ϕ(x) = (1 − P )u, ϕ ∈ Hom(X,X⊥), u ∈ H, т.е.

T(X,x)(Πm(H)) =
{

(ϕ, u) ∈ Hom(X,X⊥) ×H | ϕ(x) = P(X⊥)(u)
}
. (12)

Из этого описания касательного пространства тотального пространства канонического векторного
расслоения легко следует, что вертикальное касательное пространство в точке (X,x) ∈ Πm(H)
есть

Vert(X,x) =
{

(0, u) ∈ Hom(X,X⊥) ×H | u ∈ X
}
.

Естественно выбрать горизонтальное пополнение вертикального пространства в виде

Hor(X,x) =
{

(ϕ,ϕ(x)) | ϕ ∈ Hom(X,X⊥)
}
.

Проектор на вертикальное пространство вдоль касательного подпространства есть

PVert : T(X,x)(Πm(H)) → Vert(X,x), PVert(ϕ,w) = (0, w − ϕ(x)). (13)

Предложение 1. Распределение горизонтальных подпространств

Hor(X,x) ⊂ T(X,x)(Πm(H)), (X,x) ∈ Πm(H),

есть связность на каноническом векторном расслоении Πm(H). Соответствующее ковари-
антное дифференцирование действует на пространстве сечений Πm(H) следующим образом:
любое сечение s ∈ S(Πm(H)) можно рассматривать как функцию s : Grm(H) → H; для любого
касательного вектора ϕ ∈ TX(Grm(H)) ∼= Hom(X,X⊥) ковариантная производная s по ϕ есть

∇ϕ(s) = P(X)(s′X(ϕ)) = s′X(ϕ) − ϕ(s(X)).

Доказательство. Из формулы для проекции на вертикальное касательное пространство (см. (13))
следует, что действие дифференциала функции s на касательный вектор ϕ, а затем на его проекцию
на вертикальное касательное пространство есть s′X(ϕ)−ϕ(s(X)). Из определения касательного про-
странства Πm(H) (см. (12)) следует, что это то же самое, что проекция s′X(ϕ) на подпространство
X вдоль его ортогонального дополнения X⊥. Непосредственным вычислением можно проверить,
что операция ∇ϕ(s) = S′(ϕ) − ϕ ◦ s обладает свойствами ковариантного дифференцирования.

Рассмотрим теперь векторное расслоение q : Π⊥
m(H) → M , слой которого над точкой X ∈

Grm(H) есть X⊥, ортогональное дополнение X. Ясно, что сумма Уитни векторных расслоений
Πm(H) ⊕ Π⊥

m(H) есть тривиальное векторное расслоение: Grm(H) × H. Как и в случае Πm(H),
можно описать его тотальное пространство Π⊥

m(H) как подмногообразие в Pm(H) ∼= Grm(H) ×H:

Π⊥
m(H) = {(P, y) ∈ Pm(H) ×H | P (y) = 0} .

Дифференцируя уравнение P (y) = 0, получаем уравнение для касательного пространства к Π⊥
m(H):

dP (y) + P (dy) = 0. Отсюда следует, что касательное пространство к Π⊥
m(H) в точке (X, y), X ∈

Grm(H), y ∈ X⊥, есть подпространство Hom(X,X⊥) ×H:

T(X,y)(Π
⊥
m(H)) =

{
(ϕ, u) ∈ Hom(X,X⊥) ×H | ϕ∗(y) + P(X)(u) = 0

}
. (14)
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Из описания касательного пространства к Π⊥
m(H) следует, что вертикальное касательное подпро-

странство к расслоению q : Π⊥
m(H) →M в точке (X, y) есть

Vert(X, y) =
{

(0, u) ∈ Hom(X,X⊥) ×H | u ∈ X⊥
}
. (15)

Можно выбрать дополняющее («горизонтальное») подпространство как

Hor(X, y) =
{

(ϕ,−ϕ∗(y)) ∈ Hom(X,X⊥) ×H
}
.

Рассуждение, аналогичное рассуждению при доказательстве предложения 1, показывает, что ко-
вариантное дифференцирование, соответствующее этому распределению горизонтальных подпро-
странств есть

∇⊥
ϕ (s) = s′X(ϕ) + ϕ∗(s(X)) = P(X⊥)(s′X(ϕ)))

при ϕ ∈ Hom(X,X⊥) ∼= TX(Grm(H)), а s есть сечение векторного расслоения Π⊥
m(H) (в этом

случае оно рассматривается как функция s : Grm(H) → H).
Ясно, что Πm(H)⊕Π⊥

m(H) = M×H. Используя определение ковариантного дифференцирования
на сумме двух векторных расслоений (см. (7)), получаем ковариантное дифференцирование ∇H =
∇⊕∇⊥ на тривиальном векторном расслоении M ×H:

∇H
ϕ (s) = s′X(ϕ) − ϕ(s1(X)) + ϕ∗(s2(X)), (16)

где X ∈ Grm(H), ϕ ∈ Hom(X,X⊥) ∼= TX Grm(H), s1 — сечение Πm(H), s2 — сечение Π⊥
m(H), а

s = s1 + s2 — сечение Grm(H) ×H (т.е. функция Grm(H) → H).
Из формулы (16) для ковариантного дифференцирования на Grm(H) ×H следует, что соответ-

ствующая форма связности F есть 1-форма на многообразии Grm(H) со значениями в алгебре Ли
группы унитарных преобразований гильбертова пространства H (алгебра Ли антисимметрических
операторов на H):

FX(ϕ) =
[

0 ϕ
−ϕ∗ 0

]
∈ u(H) при X ∈ Grm(H) и ϕ ∈ TX(Grm(H)) ∼= Hom(X,X⊥).

Как уже говорилось (см. (5)), проективное представление многообразия Грассмана приводит к
1-форме со значениями в множестве симметрических операторов:

dP(ϕ) =
[
0 ϕ∗
ϕ 0

]
, ϕ ∈ TX(Grm(H)) ∼= Hom(X,X⊥).

С помощью этой формы форму связности F можно записать как 1-форму на Pm(H) ∼= Grm(H):

F = PdP + (P − 1)dP = 2PdP − dP. (17)

Ее дифференциал (форма кривизны) есть 2-форма dF = 2dPdP со значениями в алгебре Ли
антисимметрических операторов на гильбертовом пространстве H:

(dF)(ϕ,ψ) = 2
[
ϕ∗ψ − ψ∗ϕ 0

0 ϕψ∗ − ψϕ∗

]
, ϕ, ψ ∈ Hom(X,X⊥).

Обозначим через S(H) пространство симметрических операторов в гильбертовом пространстве
H. Вложение P : Grm(H) → S(H) многообразия Грассмана как множества проекторов индуцирует
отображение P ′ : T (Grm(H)) → S(H) × S(H),

P ′
X(ϕ) = (P(X), ϕ̃),

где

ϕ̃ =
[
0 ϕ∗
ϕ 0

]
.

В соответствии с замечанием 3 это отображение индуцирует связность на касательном расслоении
T (Grm(H)), совпадающую со связностью ∇∗ ⊗∇⊥, где ∇— связность на каноническом векторном
расслоении Πm(H), а ∇⊥ — связность на Π⊥

m(H).
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5. МНОГООБРАЗИЕ ГРАССМАНА КАК ОРБИТА (КО)ПРИСОЕДИНЕННОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

И СООТВЕТСТВУЮЩАЯ СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА

Пусть L—конечномерная алгебра Ли над полем комплексных или вещественных чисел, а L∗ —
ее двойственное линейное пространство. Линейное отображение

B : L ∧ L→ L, B(x ∧ y) = [x, y],

индуцирует двойственное отображение двойственных пространств

B∗ : L∗ → L∗ ∧ L∗, B∗(ϕ)(x ∧ y) = ϕ([x, y]).

Последнее можно рассматривать как как антисимметрическое ковариантное тензорное поле на
линейном пространстве L∗. Такое поле определяет скобку на алгебре гладких функций C∞(L∗):

{f, g} (ϕ) = (df |ϕ ∧ dg|ϕ)(B∗(ϕ)) = ϕ([df |ϕ, dg|ϕ]),

где элементы df |ϕ и dg|ϕ пространства L∗∗ рассматриваются как элементы пространства L, кано-
нически изоморфного L∗∗. Алгебра C∞(L∗) вместе со скобкой, определенной выше, есть алгебра
Пуассона. В частности, любые два элемента x, y ∈ L можно рассматривать как линейные функци-
оналы на векторном пространстве L∗: x(ϕ) = ϕ(x) для всех ϕ ∈ L∗; скобка Пуассона этих двух
линейных функционалов есть {x, y} = [x, y].

Если векторное пространство L снабжено скалярным произведением 〈· , ·〉, то можно перенести
пуассонову структуру с пространства L∗ на L с помощью линейного отображения u �→ 〈u, ·〉 : L→
L∗. При этом условии элемент x ∈ L можно рассматривать как линейную функцию на векторном
пространстве L: x̃(u) = 〈x, u〉 для всех u ∈ L. Скобка Пуассона таких двух функций равна

{x̃, ỹ} (u) = 〈[x, y], u〉 = [̃x, y](u), ∀u ∈ L.

Предположим теперь, что L—алгебра Ли группы G, а скалярное произведение на векторном
пространстве L инвариантно относительно сопряженного действия группы G:

〈gug−1, gvg−1〉 = 〈u, v〉, ∀u, v ∈ L, ∀ g ∈ G. (18)

Допустим, что g = exp(tw), w ∈ L, t ∈ R—однопараметрическая подгруппа, порожденная эле-
ментом w. Дифференцируя равенство (18) по параметру t в точке t = 0, получаем следующую
инфинитезимальную версию этого равенства:

〈[w, u], v〉 + 〈u, [w, v]〉 = 0. (19)

Для любой функции f ∈ C∞(L) обозначим через ham(f) гамильтоново векторное поле, соответ-
ствующее функции f для пуассоновой структуры, определенной 〈 , 〉. Для любого элемента x ∈ L
и соответствующей линейной функции x̃ = 〈x , ·〉 на L имеем

dỹ(ham(x̃)) = {x̃, ỹ} = [̃x, y] ⇒ ∀u ∈ L : ỹ(ham(x̃u)) = [̃x, y](u) = 〈[x, y], u〉.
Имея в виду равенство (19), получаем

ham(x̃)u = [x, u], ∀u ∈ L,

т.е. для пуассоновой структуры, определенной сопряженно-инвариантной метрикой на алгебре Ли
L, гамильтоново векторное поле, соответствующее линейной функции x̃ = 〈x, ·〉, x ∈ L, есть
ham(x̃)u = [x, u] для всех u ∈ L. Следовательно, получаем, что для любой точки u ∈ L, под-
пространство касательного пространства T (L) ∼= L, порожденного гамильтоновыми векторными
полями в точке u, есть

Hamu = {[x, u] | x ∈ L} .
Распределение u �→ Hamu, u ∈ L, подпространств касательных пространств интегрируемо и инте-
гральные многообразия этого распределения есть орбиты сопряженного действия соответствующей
группы Ли G. Эти орбиты суть в точности симплектические слои пуассоновой структуры, и суже-
ние пуассоновой структуры на каждую из них не вырождено. Соответствующая симплектическая
форма на любой орбите сопряженного действия есть

ω(x;u, v) = 〈x, [u, v]〉, x, u, v ∈ L. (20)
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Любую кривую u : R → L можно рассматривать как зависящий от времени гамильтониан
ũt(x) = 〈u(t), x〉, t ∈ R, x ∈ L; соответствующее уравнение Гамильтона имеет вид ẋ(t) = [u(t), x(t)].
Поскольку симплектические слои пуассоновой структуры суть орбиты сопряженного действия, то
любое решение уравнения Гамильтона лежит в некоторой орбите сопряженного действия.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда алгебра Ли L есть алгебра Ли антисимметрических опера-
торов в гильбертовом пространстве H. Эта алгебра Ли та же, что алгебра Ли группы Ли U(H)
унитарных преобразований гильбертова пространства H; обозначим ее через u(H). Отображение
Pm(H) → u(H), P �→ −iP есть инъективное отображение многообразия Грассмана в алгебру Ли
u(H). Из равенства P(g(X)) = gP(X)g−1, X ∈ Grm(H), g ∈ U(H), следует, что образ iPm(H)
этого отображения есть орбита сопряженного действия группы Ли U(H) на ее алгебре Ли u(H).
Поэтому многообразие Грассмана можно рассматривать как орбиту коприсоединенного действия
группы Ли на ее алгебре Ли.

Рассмотрим следующее скалярное произведение на векторном пространстве u(H):

〈u, v〉 = trace(u∗ ◦ v), u, v ∈ u(H).

Для любого унитарного преобразования g ∈ U(H) имеем

〈gug−1, gvg−1〉 = trace(gu∗vg−1) = trace(u∗v) = 〈u, v〉, ∀u, v ∈ u(H),

откуда следует, что скалярное произведение на пространстве u(H) инвариантно относительно со-
пряженного действия группы U(H). Следовательно, получаем симплектическую форму на любой
орбите сопряженного действия, определенную по формуле (20). В частности, для вложенного мно-
гообразия Грассмана в u(H) имеем

ω(iP ; Φ,Ψ) = trace(iP ◦ [Φ,Ψ]). (21)

Для получения более явного представления дифференциальной 2-формы ω в точке P ∈ Pm(H) ∼=
Grm(H) рассмотрим разложения операторов Φ и Ψ, соответствующие разложению H = Im(P ) ⊕
Im(P )⊥:

Φ =
[

0 iϕ∗
iϕ 0

]
, Ψ =

[
0 iψ∗
iψ 0

]
,

где ϕ,ψ : Im(P ) → Im(P )⊥. Из формулы (21) легко следует следующее выражение для симплек-
тической формы:

ω(X;ϕ,ψ) = i · trace(ϕ∗ψ + ψ∗ϕ)), X ∈ Grm(H) и ϕ,ψ ∈ TX(Grm(H)) ∼= Hom(X,X⊥), (22)

которое можно записать как w = i trace(P · dP ∧ dP ).
Как уже упоминалось, для случая общей алгебры Ли любой элемент u ∈ u(H) можно рассмат-

ривать как функцию ũ : Grm(H) → R

ũ(P ) = i · trace(u∗ ◦ P ) = −i · trace(u ◦ P ), P ∈ Pm(H) ∼= Grm(H);

соответствующее гамильтоново векторное поле на многообразии Grm(H) есть

ham(ũ)P = [u, P ], P ∈ Pm(H) ∼= Grm(H). (23)

Это векторное поле то же, что и поле, порожденное действием группы U(H).

6. КАНОНИЧЕСКОЕ ГЛАВНОЕ РАССЛОЕНИЕ НА ГРАССМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ

И КАНОНИЧЕСКАЯ СВЯЗНОСТЬ

Рассмотрим множество всех ортонормированныхm-реперов в гильбертовом пространстве H. Это
множество известно под названием многообразия Штифеля (см. [8]) для комплексного гильбертова
пространства H. Ясно, что многообразие Штифеля ортонормированных m-реперов можно отож-
дествить с множеством всех изометрических отображений комплексного векторного пространства
C в гильбертово пространство H. Обозначим это множество всех изометрических отображений C

в H через Isom(Cm,H). Это множество, снабженное топологией и дифференциальной структурой
подмножества векторного пространства Hom(Cm,H), есть многообразие, допускающее следующее
описание:

Isom(Cm,H) = {ϕ ∈ Hom(Cm,H) | ϕ∗ϕ = 1} .



92 З. ГИУНАШВИЛИ

Существует естественное отображение многообразия Isom(Cm,H) в многообразие Grm(H), опре-
деленное как

π : Isom(Cm,H) → Grm(H), π(ϕ) = Im(ϕ).

Напомним, что для любого X ∈ Grm(H) символ P(X) обозначает оператор ортогонального проек-
тирования гильбертова пространства H на подпространство X.

Лемма 1. Для любого ϕ ∈ Isom(Cm,H) справедливо соотношение

P(Im(ϕ)) = ϕ ◦ ϕ∗

(см. [4–6]).

Доказательство. Доказательство состоит из следующих двух шагов: сначала проверяется, что
(ϕϕ∗)(x) = x для любого x ∈ Im(ϕ), а затем то, что (ϕϕ∗)(y) = 0 для любого y ∈ Im(ϕ)⊥.

При x ∈ Im(ϕ) имеем

x = ϕ(u) ⇒ (ϕϕ∗)(x) = (ϕ ϕ∗ϕ︸︷︷︸
1

)(u) = ϕ(u) = x.

При y ∈ Im(ϕ)⊥ имеем

∀u ∈ H : 〈(ϕϕ∗)(y), u〉 = 〈ϕ∗(y), ϕ∗(u)〉 = 〈y, (ϕϕ∗)(y)︸ ︷︷ ︸
∈Im(ϕ)

〉 = 0 ⇒ (ϕϕ∗)(y) = 0.

Лемма доказана.

Так как многообразие Grm(H) отождествляется с пространством проекторов Pm(H), то отсюда
следует, что можно заменить отображение

π : Isom(Cm,H) → Grm(H)

на отображение
π : Isom(Cm,H) → Pm(H), ϕ �→ ϕϕ∗.

Обозначим последнее отображение также через π.
Для любого X ∈ Grm(H) рассмотрим изометрическое отображение ϕ : C

m → X. Ясно, что
π(ϕ) = X. Следовательно, отображение π сюръективно и для каждого X ∈ Grm(H)

π−1(X) = {ϕ ∈ Isom(Cm,H) | Im(ϕ) = X} .
Лемма 2. Пусть {u1, · · · , um}—произвольный базис эрмитова векторного пространства X.

Существует один и только один ортогональный базис {e1, · · · , em} пространства X такой,
что для любых i = 1, . . . ,m имеем Span 〈e1, . . . , ei〉 = Span 〈u1, . . . , ui〉 и e1∧· · ·∧ei = k ·u1∧· · ·∧ui,
где k > 0 (т.е. совпадают ориентации реперов {e1, . . . , ei} и {u1, . . . , ui}).
Доказательство. Докажем лемму по индукции. При m = 1 ясно, что базисом e1 должен быть
u1/ ‖u1‖. Если утверждение верно дляm−1, то рассмотрим вектор вида e′ = x1e1+· · ·+xm−1em−1+
um. Система уравнений 〈e′, ei〉 = 0, i = 1, . . . ,m−1, дает значения чисел x1, . . . , xm−1. После этого
можно получить вектор em нормализацией вектора e′: em = c · e′; поэтому ‖em‖ = 1, ориента-
ция репера {e1, . . . , em}— та же, что и ориентация {u1, . . . , um}, и ясно, что это можно сделать
единственным образом.

Из утверждения леммы следует, что для изоморфизма f : C
m → X существует единственное

линейное преобразование I(f) : X → X такое, что Φ(f) = I(f) ◦ f : C
m → X —изометрическое

отображение и
Span 〈Φ(f)(e1), . . . ,Φ(f)(ei)〉 = Span 〈f(e1), . . . , f(ei)〉 ,

а ориентации реперов {Φ(f)(e1), . . . ,Φ(f)(ei)} и {f(e1), . . . , f(ei)} совпадают при i = 1, . . . ,m, где
e1, . . . , em— естественный базис комплексного векторного пространства C

m. Назовем отображение
Φ(f) изометризацией изоморфизма f .
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С помощью этой конструкции можно следующим образом определить локальную тривиализацию
π : Isom(Cm,H) → Grm(H): для любой точки X ∈ Grm(H) рассмотрим отображение

ΦX : Isom(Cm, X) × Hom(X,X⊥) → Isom(Cm,H), ΦX(ϕ, f) = Φ((1 + f)ϕ).

Ясно, что отображение (1 + f)ϕ есть мономорфизм, образ которого есть подпространство Γ(f) ∈
Grm(H), а Φ((1 + f)ϕ)—изометризация отображения (1 + f)ϕ.

Следовательно, получаем, что π : Isom(Cm,H) → Grm(H) есть локально тривиальное расслое-
ние.

Рассмотрим следующее правое действие группы U(m) унитарных преобразований C
m на про-

странстве Isom(Cm,H):

∀ g ∈ U(m) и ∀ϕ ∈ Isom(Cm,H) пусть ϕ �→ ϕ ◦ g.
Ясно, что π(ϕg) = π(ϕ).

Если ϕ и ψ лежат в одном и том же слое π−1(X) для X ∈ Grm(H), то ϕϕ∗ = ψψ∗, откуда
следует, что ϕ = ψ ψ∗ϕ︸︷︷︸

g

= ψg. При g = ψ∗ϕ имеем g∗g = ϕ∗ ψψ∗︸︷︷︸
1

ϕ = ϕ∗ϕ = 1, откуда следует,

что g есть элемент унитарной группы U(m). Получаем, что правое действие группы U(m) на
слое расслоения π : Isom(Cm,H) → Grm(H) транзитивно и эффективно. Другими словами, это
расслоение есть главное расслоение со структурной группой U(m). Ассоциированное векторное
расслоение (Isom(Cm,H) × C

m)/U(m), где

(ϕ, x) ∼ (ϕ ◦ g, g−1(x)), ∀ (ϕ, x) ∈ Isom(Cm,H) × C
m и ∀ g ∈ U(m),

изоморфно каноническому векторному расслоению Πm(H) с помощью отображения

[ϕ, x] �→ ϕ(x).

Подмножество Isom(Cm,H) пространства Hom(Cm,H) определяется уравнением ϕ∗ϕ = 1, откуда
следует, что касательное пространство Isom(Cm,H) можно описать уравнением

dϕ∗ϕ+ ϕ∗dϕ = 0. (24)

Иначе

Tϕ(Isom(Cm,H)) = {u ∈ Hom(Cm,H) | u∗ϕ+ ϕ∗u = 0} . (25)

Дифференцируя отображение π(ϕ) = ϕϕ∗ из Isom(Cm,H) в Grm(H), получаем

dπ = dϕϕ∗ + ϕdϕ∗. (26)

Предложение 2. Вертикальное пространство расслоения

π : Isom(Cm,H) → Grm(H)

в точке ϕ ∈ Isom(Cm,H) есть подпространство касательного пространства Tϕ, состоящее
из тех v : C

m → H, для которых Im(v) ⊂ Im(ϕ).

Доказательство. По определению, вертикальное касательное пространство в точке ϕ ∈
Isom(Cm,H) есть ядро отображения π′(ϕ). Следовательно, оно описывается следующей системой
линейных уравнений: {

v∗ϕ+ ϕ∗v = 0 —касательное,

vϕ∗ + ϕv∗ = 0 —вертикальное.

Умножение справа второго уравнения системы на ϕ дает v + ϕv∗ϕ = 0. Подстановка чле-
на v∗ϕ вместо −ϕ∗v из первого уравнения дает уравнение v − ϕϕ∗v = 0, или, эквивалентно,
(1 − P(Im(ϕ)))v = 0. Однако ясно, что оператор (1 − P(Im(ϕ))) есть оператор ортогонального
проектирования на подпространство Im(ϕ)⊥. Отсюда следует, что Im(v) ⊂ Im(ϕ).
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Для данного подпространства X ⊂ H любое линейное отображение w : C
m → H единственным

образом разлагается в прямую сумму w = v + u с C
m v−→ X и C

m u−→ X⊥. Это описание верти-
кального касательного пространства в точке X ∈ Grm(H) подсказывает следующий естественный
выбор дополнительного (горизонтального) подпространства:

HorX =
{
u ∈ Hom(Cm,H) | Im(u) ⊂ X⊥

}
.

Для любого ϕ ∈ Isom(Cm,H) с Im(ϕ) = X имеем ker(ϕ) = X⊥; поэтому ϕ∗u = 0, откуда следует,
что (ϕ∗u)∗ = 0 и, окончательно, u∗ϕ + ϕ∗u = 0. Поэтому пространство HorX автоматически
является подпространством касательного пространства Tϕ(Isom(Cm,H)).

Распределение ϕ �→ Horϕ горизонтальных подпространств можно описать уравнением ϕ∗dϕ = 0.
Рассмотрим дифференциальную форму A = ϕ∗dϕ на многообразии Isom(Cm,H).

Предложение 3. Дифференциальная форма A = ϕ∗dϕ принимает значения в алгебре Ли
группы U(m) и является формой связности на тотальном пространстве U(m)-главного рас-
слоения π : Isom(Cm,H) → Grm(H).

Доказательство. Из уравнения ϕ∗dϕ + dϕ∗ϕ = 0 для касательного пространства Isom(Cm,H)
следует, что дифференциальная форма A принимает значения в алгебре Ли антисимметрических
матриц A∗ = dϕ∗ϕ = −ϕ∗dϕ = −A.

Следующий шаг состоит в проверке правила преобразования для дифференциальной формы A
при правом действии унитарной группы U(m). Для любого g ∈ U(m) имеем

Rg(ϕ) = ϕg ⇒ R∗
g(A) = g∗ϕ∗d(ϕg) = g−1ϕ∗dϕg = g−1Ag = Ad(g−1)(A),

что показывает, что правило преобразования дифференциальной формы A соответствует требова-
нию для форм связности.

Для любой фиксированной точки ϕ ∈ Isom(Cm,H) рассмотрим отображение

mϕ : U(m) → Isom(Cm,H), mϕ(g) = ϕg, ∀ g ∈ U(m).

Его дифференциал в точке g = 1 есть линейное отображение из алгебры Ли u(m) в касатель-
ное пространство Tϕ(Isom(Cm,H)): m′

ϕ(1)(u) = ϕu для всех u ∈ u(m). Рассмотрим значение
дифференциальной формы A на вертикальном касательном векторе m′

ϕ(1)(u) = ϕu. Получим
A(ϕu) = ϕ∗ϕ︸︷︷︸

1

u = u. Последнее равенство также находится в соответствии с требованием для

форм связности.

Пусть ξ ∈ Tϕ(Isom(Cm,H))— горизонтальный касательный вектор, т.е. ξ ∈ Hom(Cm,H) и
Im(ξ) ⊂ Im(ϕ)⊥. Его образ в Tπ(ϕ) Grm(H) относительно дифференциала проекции π есть

π′(ϕ)(ξ) = ξϕ∗ + ϕξ∗ =
[

0 ϕξ∗
ξϕ∗ 0

]
: Im(ϕ) ⊕ Im(ϕ)⊥ → Im(ϕ) ⊕ Im(ϕ)⊥.

Иначе можно рассмотреть ξ как линейное отображение из C
m в Im(ϕ)⊥, ϕ как линейное отобра-

жение из C
m в Im(ϕ), а π′(ϕ)(ξ) Э— как суперпозицию

ξ ◦ ϕ∗ : Im(ϕ)
ϕ∗
−→ C

m ξ−→ Im(ϕ)⊥,

которая есть элемент Hom(Im(ϕ), Im(ϕ)⊥) ∼= TIm(ϕ)(Grm(H)). Обратно, каждый касательный век-
тор μ ∈ Hom(X,X⊥) в точке X ∈ Grm(H) можно поднять на соответствующее горизонтальное
пространство в точке ϕ ∈ Isom(Cm,H) как отображение m̃u = μϕ пространства C

m в X⊥ (т.е.
элемент горизонтального подпространства в Tϕ(Isom(Cm,H))). Ясно, что ξ̃ϕ∗ = ξ ϕ∗ϕ︸︷︷︸

1

= ξ.



ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ НА КОМПЛЕКСНОМ ГРАССМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ 95

7. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ И АЛГЕБРА ГОЛОНОМИИ ФОРМЫ СВЯЗНОСТИ ϕ∗dϕ

Напомним следующий хорошо известный результат из теории связностей и их голономий на
главных расслоениях.

Теорема 1 (Амброуз, Зингер). Пусть A—форма связности на главном расслоении π : P →
M . Для любой точки p ∈ P алгебра голономии Φp в точке p есть алгебра, порожденная
множеством элементов вида Ω(X,Y ), где Ω—форма кривизны для формы связности A, а X
и Y — горизонтальные касательные векторы P в точках q, которые могут быть соединены с
точкой p горизонтальной кривой.

Воспользуемся утверждением этой теоремы для исследования алгебры голономии формы связ-
ности A = ϕ∗dϕ на каноническом главном расслоении над многообразием Грассмана.

Предложение 4. Для любой точки ϕ ∈ Isom(Cm,H) алгебра голономии связности A = ϕ∗dϕ
в этой точке совпадает с алгеброй Ли группы Ли U(H).

Доказательство. Как было показано выше, горизонтальное подпространство, соответствующее
форме связности A, в точке ϕ ∈ Isom(Cm,H) есть

Hor(ϕ) =
{
u ∈ Hom(Cm,H) | Im(u) ⊂ Im(ϕ)⊥

}
,

а значение формы кривизны на паре горизонтальных векторов (u, v) в точке ϕ равно

Ω(u, v) = (dA)(u, v) =
1
2
(u∗v − v∗u).

Покажем, что для любого антисимметричного оператора w : C
m → C

m можно найти такую пару
линейных отображений u, v : C

m → Im(ϕ)⊥, что w = 1
2(u∗v − v∗u). В этом случае считаем,

что гильбертово пространство бесконечномерно (или, по крайней мере, его размерность такая,
какая нам нужна). Поэтому можно выбрать m-мерное комплексное подпространство в Im(ϕ)⊥.
Фиксируем произвольный базис в X, после чего отождествим X с C

m. Если взять u = 1 : C
m →

X ∼= C
m, то из уравнения w = 1

2(v − v∗) легко получим, что v = w.

Следовательно, для многообразия Грассмана бесконечномерного гильбертова пространства не
обязательно использовать в полном объеме теорему 1, потому что Im(Ω) только в одной точке
тотального пространства Isom(Cm,H) накрывает всю алгебру Ли u(m) даже без взятия линейной
оболочки. Это же верно и в конечномерном случае, но при dim(Im(ϕ)⊥) � m. В случае, когда
гильбертово пространство конечномерно, а dim(Im(ϕ)⊥) < m, все не так просто.

Предложение 5. Для любого целого n > m и для любого ψ ∈ Isom(Cm,Cn) алгебра голономии
формы связности A = ϕ∗dϕ в точке ψ совпадает со всей алгеброй Ли u(m).

Доказательство. Предположим, что антисимметричный оператор w : C
m → C

m диагонален:

w =

⎛⎜⎝a1

. . .
am

⎞⎟⎠ , где ai ∈ i · R, i = 1, . . . ,m.

Достаточно рассмотреть случай, когда n = m+ 1. Имеем w =
m∑
i=1

wi, где

wi =

⎛⎝0 . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . ai . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0

⎞⎠ , i = 1, . . . ,m.

Для каждого wi рассмотрим пару линейных отображений ui, vi : C
m → C, где ui =

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0) и vi = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, ai, 0, . . . , 0). Для этих отображений имеем wi = 1
2(u∗i vi − v∗i ui).

Следовательно, получаем, что любая диагональная матрица w может быть представлена в виде
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w =
∑
i

Ω(ui, vi), где ui, vi : C
m → C. Напомним теперь, что для любого антисимметричного опе-

ратора w : C
m → C

m существует унитарное преобразование τ : C
m → C

m такое, что τwτ−1

диагональна. Если τwτ−1 =
∑
i

Ω(ui, vi), то рассмотрим операторы ũi = uiτ и ṽi = viτ . Имеем

w =
∑
i

Ω(ũi, ṽi).

Рассмотрим голономию связности A = ϕ∗dϕ с точки зрения геометрической теории управле-
ния. Прежде всего напомним некоторые определения и факты геометрической теории управления
(см. [7]).

Определение 2 (управляющая группа). Пусть I —непустое множество. Рассмотрим множество
конечных последовательностей вида ((t1, i1)(t2, i2), . . . , (tp, ip)) с компонентами из множества R×I.
Введем следующие правила редукции:

• в любой такой последовательности члены вида (0, k) удаляются;
• если ik = ik+1, то отрезок (tk, ik)(tk+1, ik+1) заменяется на (tk + tk+1, ik).

Применяя эти процедуры редукции, для любой последовательности получаем неприводимую по-
следовательность после конечного числа шагов. Множество неприводимых последовательностей
элементов множества R × I называется управляющим множеством, соответствующим множе-
ству I. Обозначим множество таких последовательностей через C(I). Элементы множества C(I)
называются управлениями.

Из любых двух элементов s1 и s2 множества управлений C(I) можно построить новое управле-
ние сшиванием s1s2, а затем редукцией результата Red(s1s2). Отображение множества C(I)×C(I)
в C(I):

(s1, s2) �→ Red(s1s2)
определяет групповую структуру на множестве управлений C(I). Единичным элементом этой груп-
пы является пустая последовательность. Далее обозначим произведение элементов s1 и s2 через
s1s2 или s1 · s2.

Для любых управления s = ((t1, i1), . . . , (tn, in)) ∈ C(I) и вещественного числа a ∈ R определим
управление a · s как

a · s = ((at1, i1), . . . , (atn, in)).
Любое множество управлений {s1, s2, . . . , sp} ⊂ C(I) определяет отображение

φs1s2...sp : R
p → C(I)

как
(a1, . . . , ap) �→ (a1 · s1, . . . , ap · sp), ∀ (a1, . . . , ap) ∈ R

p.

Определим топологию на множестве C(I) как сильнейшую топологию, в которой непрерывны все
отображения

{
φs1···sp | p ∈ N, si ∈ C(I), i = 1, . . . , p

}
.

Дифференциальная структура на топологическом пространстве C(I) определяется следующим
образом: отображение f : C(I) → R дифференцируемо в том и только том случае, если все
отображения f ◦ φs1···sp : R

p → R дифференцируемы.

Определение 3. Динамической полисистемой на гладком многообразииM , управляемой груп-
пой управлений C(I), называется гладкое левое действие группы C(I) на многообразии M . Для
любой точки x ∈M множество C(I)x = {sx | s ∈ C(I)} называется орбитой точки x.

Любой элемент i ∈ I определяет однопараметрическую группу диффеоморфизмов

ϕit : M →M, ϕit(x) = (t, i)x,

которая порождает векторное поле Xi на многообразииM . Семейство векторных полей {Xi | i ∈ I}
называется инфинитезимальными преобразованиями динамической полисистемы (M,C(I)).

Обратно, для любого семейства векторных полей {Xi | i ∈ I} на гладком многообразии M фор-
мула

(t1, i1) · · · (t1, i1)x = (ϕi1t1 ◦ · · · ◦ ϕintn)(x),
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где ϕi1t1 , . . . ϕ
in
tn —элементы однопараметрических групп диффеоморфизмов, соответствующих век-

торным полям Xi1 , . . . , Xin , определяют динамическую полисистему, управляемую группой C(I).
Суммируя сказанное, можно утверждать, что существует взаимно однозначное соответствие

между динамическими полисистемами и семействами векторных полей.
Далее, для любого подмножества векторных полей X на гладком многообразииM динамическая

полисистема, управляемая группой C(X) будет также обозначаться через C(X).
Одной из задач геометрической теории управления является исследование задачи достижимости:

для данной динамической полисистемы C(X), соответствующей семейству векторных полей X,
требуется найти орбиту C(X)m точки m ∈ M . Сформулируем следующие две фундаментальные
теоремы о структуре орбиты динамической полисистемы, соответствующей семейству векторных
полей.

Теорема 2 (теорема об орбите; Нагано, Суссман). Пусть X — семейство векторных полей на
гладком многообразии M , а m—точка M . Тогда справедливы следующие утверждения.

1) орбита C(X)m есть иммерсированное подмногообразие многообразия M ;
2) касательное пространство Tx(C(X)m) в точке x ∈ C(X)m есть векторное простран-

ство, порожденное множеством векторов {Ad(s)(ux) | s ∈ C(X), u ∈ X}.
Для любого семейства X векторных полей обозначим через Lie(X) минимальный подмодуль

C∞(M)-модуля векторных полей на многообразии M , содержащий семейство X и замкнутый
относительно операции взятия скобки Ли.

Определение 4. Семейство векторных полей X называется вполне неголономным, или скобко-
порожденным, если Lie(X)m = Tm(M) для каждой точки m ∈M .

Следующая фундаментальная теорема геометрической теории управления практически есть
следствие предыдущей теоремы.

Теорема 3 (Рашевский, Чоу). Пусть M — связное гладкое многообразие, а X — семейство
векторных полей на многообразии M . Если семейство X вполне неголономно (т.е. Lie(X)m =
Tm(M) для всех m ∈M), то орбита C(X)m совпадает со всем многообразием M для каждой
точки m ∈M .

Пусть V —комплексное подпространство гильбертова пространства H. Как и ранее, U(H)—
группа унитарных преобразований гильбертова пространства H, а u(V )—алгебра и группы Ли
унитарных преобразований подпространства V . Рассмотрим следующую u(V )-значную 1-форму на
группе Ли U(H):

B = ı∗(g∗dg)ı,
где ı— естественная иммерсия ı : V ↪→ H, а ı∗ — ее двойственное отображение ı∗ : H → V .
Значение формы B можно интерпретировать как (g−1dg)V V -компоненту оператора g−1dg ∈ u(H) в
разложении

g−1dg =
[

(g−1dg)V V (g−1dg)V ⊥V
(g−1dg)V V ⊥ (g−1dg)V ⊥V ⊥ ,

]
соответствующем разложению гильбертова пространства H = V ⊕ V ⊥. Дифференциальная форма
B лево-инвариантна: для любого a ∈ U(H) имеем

L∗
a(B) = ı∗(g∗a∗adg)ı = ı∗(g∗dg)ı = B.

Рассмотрим распределение касательных подпространств на многообразии U(H), определенное
уравнением B = 0, т.е. подпространство касательного пространства в точке u ∈ U(H), являю-
щееся ядром 1-формы B в точке u. Так как дифференциальная форма B левоинвариантна, то
распределение X также левоинвариантно: Xgu = L′

g(Xu). Следовательно, распределение X имеет
постоянный ранг. Однако X —не инволютивное распределение. Из определения формы B следует,
что подмножество касательного пространства X1 ∈ T1(U(H)) состоит из операторов вида

f =
[
0 −ϕ∗
ϕ 0

]
: H = V ⊕ V ⊥ → H = V ⊕ V ⊥.
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Для двух таких операторов

f1 =
[

0 −ϕ∗
1

ϕ1 0

]
, f2 =

[
0 −ϕ∗

2

ϕ2 0

]
и для левоинвариантных векторных полей u1, u2 ∈ X, порожденных U(H) операторами f1 и f2,
соответственно, имеем

[u1, u2]1 = [f1, f2] =
[
ϕ∗

2ϕ1 − ϕ∗
1ϕ2 0

0 ϕ2ϕ
∗
1 − ϕ1ϕ

∗
2

]
.

Обозначим семейство векторных полей, определенных распределением X, также через X и пред-
положим, что подпространство V в гильбертовом пространстве H конечномерно.

Предложение 6. Семейство векторных полей X на многообразии U(H) вполне неголономно.

Доказательство. Пусть u0 и u1 —любые два элемента U(H). Нужно доказать, что существует
такое управление (t1, X1) · · · (tn, Xn), ti ∈ R, Xi ∈ X, что exp(t1X1) · · · exp(tnXn)u0 = u1.

Так как распределение X левоинвариантно, то можно считать, что u0 = 1. Рассмотрим расслое-
ние π : Isom(V,H) → Grm(H), где m = dim(V ), и форму связности A = ϕ∗dϕ на нем. Из теоремы
об алгебре голономии связности A следует, что для любые две точки ϕ0, ϕ1 ∈ Isom(V,H) можно
соединить кусочно-гладкой кривой

Φ : [0, 1] → Isom(V,H), Φ(0) = ϕ0, Φ(1) = ϕ1.

Предположим, что ϕ0 и ϕ1 таковы, что ϕ0(v) = v и ϕ1(v) = u1(v) для всех v ∈ V . Рассмот-
рим расслоение π⊥ : Isom(V ⊥,H) → Grm(H), слой которого над точкой W ∈ Grm(H) есть
Isom(V ⊥,W⊥). Рассмотрим две точки ϕ⊥

0 , ϕ
⊥
1 ∈ Isom(V ⊥,H) такие, что ϕ⊥

0 (x) = x и ϕ⊥
1 (x) = u1(x)

для всех x ∈ V ⊥. Ясно, что ϕ0 ⊕ ϕ⊥
0 = 1 и ϕ1 ⊕ ϕ⊥

1 = u1. На многообразии Grm(H) име-
ем кривую α : [0, 1] → Grm(H), α = πΦ, для которой α(0) = V и α(1) = u1(V ). Пусть
Φ⊥ : [0, 1] → Isom(V ⊥,H)— такое поднятие кривой α, что Φ⊥(0) = ϕ⊥

0 и Φ⊥(1) = ϕ⊥
1 . Ясно,

что
{
u(t) = (Φ + Φ⊥)(t) | t ∈ [0, 1]

}
—кусочно-гладкое семейство унитарных преобразований гиль-

бертова пространства H такое, что u(t)ϕ0 = Φ(t), u(0) = 1, u(1) = u1, t ∈ [0, 1]. Так как кривая Φ
горизонтальна, получаем, что ϕ∗

0u
∗u̇ϕ0 = 0. Следовательно, получаем, что кусочно-гладкая кривая

e u(t), t ∈ [0, 1], соединяет точки u0 = 1 и u1 в U(H) и в то же время есть интегральная кривая
динамической полисистемы X на группе Ли U(H).

.

8. ДЕЙСТВИЕ ГРУППЫ U(H) НА ГЛАВНОМ РАССЛОЕНИИ Isom(Cm,H).
УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА И ФАЗА БЕРРИ

Любой элемент g унитарной группы U(H) действует на тотальном пространстве Isom(Cm,H)
как ϕ �→ gϕ, а на базе Grm(H)—как X �→ g(X) (или на языке проекторов P �→ gPg−1). Эти два
действия коррелированы:

π(gϕ) = gπ(ϕ), ∀ϕ ∈ Isom(Cm,H), ∀ g ∈ U(H).

Другими словами, унитарное преобразование гильбертова пространства H определяет автомор-
физм главного расслоения π : Isom(Cm,H) → Grm(H). Форма связности A = ϕ∗dϕ инвариантна
относительно действия такого автоморфизма:

(gϕ)∗d(gϕ) = ϕ∗g−1gdϕ = ϕ∗dϕ.

Для любого элемента u алгебры Ли u(H) имеем однопараметрическую подгруппу {exp(tu), t ∈ R}
группы U(H)Б порожденную u. Действие этой группы на тотальном пространстве Isom(Cm,H)
определяет векторное поле û, которое можно описать как ûϕ = u ◦ ϕ для всех ϕ ∈ Isom(Cm,H).
Действие этой группы на базе Grm(H) определяет векторное поле ǔP = [u, P ] для всех P ∈
Pm(H) ∼= Grm(H), являющееся гамильтоновым векторным полем, соответствующим функции ũ :
Grm(H) → R, определенной соотношением ũ(P ) = i · trace(u∗ ◦ P ) (см. (23)). Касательный вектор
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ǔ в точке X ∈ Grm(H) можно описать как ǔX = uXX⊥ , где uXX⊥ ∈ Hom(X,X⊥)—компонента в
разложении

u =
[
uXX −u∗

XX⊥
uXX⊥ uX⊥X⊥

]
: H = X ⊕X⊥ → H = X ⊕X⊥.

Так как действие группы U(H) на тотальном пространстве и на базе совместимы, то π′(û) = ǔ.

Замечание 4. Это проверяется непосредственно:

π(ϕ) = ϕϕ∗ ⇒ dπ = dϕϕ∗ + ϕdϕ∗ ⇒
⇒ dπ(û) = uϕϕ∗ + ϕ(uϕ)∗ = uϕϕ∗︸︷︷︸

π(ϕ)

−ϕϕ∗︸︷︷︸
π(ϕ)

u = [u, π(ϕ)].

Так как действие группы U(H) сохраняет форму связности A, то Lû(A) = 0, где Lû—диффе-
ренцирование Ли по направлению векторного поля û.

Замечание 5. Это можно проверить непосредственно:

Lû(A) = d(A(û)) + (dA)(û, ·)
= d(ϕ∗uϕ) + (uϕ)∗dϕ− dϕ∗(uϕ) = dϕ∗uϕ+ ϕ∗udϕ− ϕ∗udϕ− dϕ∗uϕ = 0.

Вертикальная компонента векторного поля û измеряется формой связности A и равна

ϕA(û) = ϕϕ∗uϕ = π(ϕ)uϕ. (27)

Поэтому горизонтальная компонента векторного поля û в точке ϕ ∈ Isom(Cm,H) есть

uϕ− π(ϕ)uϕ = (1 − π(ϕ))uϕ. (28)

Ясно, что в выражении (27) член π(ϕ) есть проекционный оператор на подпространство Im(ϕ) ⊂ H,
а член 1 − π(ϕ) в выражении (28) есть проекционный оператор на подпространство Im(ϕ)⊥ ⊂ H.
Опишем более явно вертикальную и горизонтальную составляющие касательного вектора uϕ. Для
любой точки ϕ ∈ Grm(H) пусть

u =
[
u11 −u∗21
u21 u22

]
—разложение оператора u ∈ U(H), соответствующее разложению гильбертова пространства H =
Im(ϕ) ⊕ Im(ϕ)⊥. Из формул (27) и (28) следует, что вертикальная компонента вектора u ◦ ϕ есть

u11 ◦ ϕ : C
m → Im(ϕ),

а горизонтальная—
u21 ◦ ϕ : C

m → Im(ϕ)⊥.
Пусть H(t), t ∈ [0, T ], T > 0, — зависящий от времени гамильтониан, т.е. для любого t ∈ [0, T ],

H(t)—антисимметрический оператор в гильбертовом пространстве H. Его можно рассматривать
как зависящую от времени C∞-функцию (гамильтониан)

˜H(t) : Grm(H) ∼= Pm(H) → R, ˜H(t)(P ) = i · trace(H(t)∗ ◦ P ),

которая вместе с симплектической формой (см. (22)) ω(X;ϕ,ψ) = i · trace(ϕ∗ψ + ψ∗ϕ)) опреде-
ляет зависящее от времени гамильтоново векторное поле на многообразии Грассмана Grm(H):
ham( ˜H(t))P = [H(t), P ] для всех P ∈ Pm(H) (или, эквивалентно, ham( ˜H(t))X = H(t)XX⊥ ∈
Hom(X,X⊥) для всех X ∈ Grm(H)), и соответствующее зависящее от времени векторное по-
ле ˇH(t) на тотальном пространстве Isom(Cm,H): ˇH(t)ϕ = H(t) ◦ ϕ для всех ϕ ∈ Isom(Cm,H).
Соответствующее дифференциальное уравнение на пространстве Isom(Cm,H) имеет вид

ϕ̇(t) = H(t) ◦ ϕ(t), t ∈ [0, T ], (29)

а дифференциальное уравнение (уравнение Гамильтона (или Шредингера)) на многообразии Грас-
смана есть

Ṗ (t) = [H(t), P (t)], t ∈ [0, T ]. (30)
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Пусть P (t), t ∈ [0, T ], P (0) ≡ P0, — решение уравнения (30), а ϕ(t), t ∈ [0, T ], ϕ(0) ∼= ϕ0 ∈
π−1(P0)— соответствующее решение уравнения (29) в тотальном пространстве Isom(Cm,H). Ясно,
что π(ϕ(t)) = P (t) для всех t ∈ [0, T ], однако кривая ϕ(t), вообще говоря, не является горизонталь-
ным поднятием кривой P (t), определенной формой связности A = ϕ∗dϕ, потому что касательный
вектор ϕ̇(t) имеет вертикальную компоненту H(t)11 ◦ ϕ(t), которая в общем случае отлична от
нуля. Этот чисто геометрический факт тесно связан с явлением, известным в физике как фаза
Берри. Интегральная кривая P (t), t ∈ [0, T ], на многообразии Грассмана определяет изоморфизм
слоев π−1(P0) и π−1(P (T ) ≡ P1):

1) для точки σ ∈ π−1(P0) пусть ψσ(t), t ∈ [0, T ], — горизонтальная кривая такая, что ψσ(0) = σ
и π(ψσ(t)) = P (t), t ∈ [0, T ]. Определим изоморфизм B1 : π−1(P0) → π−1(P1) как B1(σ) =
ψσ(T );

2) для точки σ ∈ π−1(P0) пусть ϕσ(t), t ∈ [0, T ], — решение уравнения (29) такое, что ϕσ(0) = σ.
Определим отображение B : π−1(P0) → π−1(P1) как B(σ) = ϕσ(T ).

В случае, если гамильтонова кривая P (t) на многообразии Грассмана замкнута, P (0) = P (T ),
изоморфизм B : π−1(P0) → π−1(P0) известен как фаза Берри, а изоморфизм B1 : π−1(P0) →
π−1(P0)—как геометрическая фаза Берри.

Назовем гамильтонову кривую P (t) ∈ Grm(H), t ∈ [0, T ], геометрической, если соответству-
ющая кривая ϕ(t) ∈ Isom(Cm,H), t ∈ [0, T ], в тотальном пространстве, являющаяся решением
уравнения (29), горизонтальна, т.е. для каждого t ∈ [0, T ] касательный вектор H(t) ◦ϕ(t) горизон-
тален. Поскольку вертикальная компонента этого касательного вектора есть H(t)11 ◦ ϕ, то кривая
P (t)— геометрическая кривая в том и только том случае, если H(t)11 = 0 для каждого t ∈ [0, T ],
где H(t)11 : X(t) → X(t)—верхняя левая компонента в разложении

H(t) =
[
H(t)11 −H(t)∗12
H(t)12 H(t)22

]
: H = X(t) ⊕X(t)⊥ → H = X(t) ⊕X(t)⊥.

Предложение 7. Для любой кривой Q : [0, T ] → Grm(H) существует такой зависящий от
времени гамильтониан HQ(t) : H → H, t ∈ [0, T ], что кривая Q является гамильтоновой
кривой для HQ(t) и геометрической кривой.

Доказательство. Касательный вектор Q̇(t) для любого t ∈ [0, T ] есть элемент касательного про-
странства грассманиана: Q̇(t) ∈ Hom(Q(t), Q(t)⊥). Рассмотрим зависящий от времени гамильтони-
ан

HQ(t) =
[

0 −Q̇(t)∗

Q̇(t) 0

]
, t ∈ [0, T ].

Ясно, что кривая Q : [0, T ] → Grm(H) ∼= Pm(H) удовлетворяет уравнению Гамильтона (Шрединге-
ра) Q̇(t) = [HQ(t), Q(t)]. Отсюда следует, что кривая Q(t)— гамильтонова кривая. В то же время
для любого t ∈ [0, T ] компонента HQ

11 автоматически равна нулю. Поэтому касательные векторы
HQ ◦ ϕ(t) для точек ϕ(t) ∈ π−1(Q(t)), t ∈ [0, T ], «чисто горизонтальны».

Ясно, что для геометрических кривых на базовом многообразии отображения B и B1 совпа-
дают. Другими словами, для геометрических кривых геометрическая фаза Берри и фаза Берри
совпадают.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Подфактор N ⊂M обладает унитарным свойством (или, кратко, U -свойством), если существует
базис Пимснера—Попа {mj}j∈J алгебры M над N (см. [18]), образованный унитарными элемен-
тами. В этом случае [M : N ] ∈ N ∪ {+∞}, т.е. если индекс Джонса конечен, то он обязательно
является целым числом. Вводится также инвариант u(N ⊂ M)—максимальное число унитарных
элементов в ортонормированном базисе M над N ; таким образом, N ⊂ M обладает U -свойством
в том и только том случае, если [M : N ] = u(N ⊂M).
Дается и следующая характеризация U -свойства в терминах проекторов Джонса: N ⊂M обла-

дает U -свойством в том и только том случае, если существует разбиение единицы, образованное
проекторами Джонcа в M1 = 〈M,N〉.
Рассматриваются несколько примеров. Например, если N —любой фактор типа II1, то следую-

щие включения обладают U -свойством:

1) N ⊂ N ⊗M(n,C), где M(n,C)—алгебра (n× n)-матриц над C;
2) N ⊂ N �α G, где N �α G— скрещенное произведение N на внешнее действие α : G −→

Aut(N) группы G на N ;
3) N θ ⊂ M θ, где θ = (θ0, θ1, . . . , θn), θi ∈ Int(N), θ0 = idN , а M θ = N ⊗M(n + 1,C), N θ =

{diag(x, θ1(x), . . . , θn(x)) ∈M θ; x ∈ N};
4) N ⊂M , где [M : N ] = 2, 3 (теорема (типа) Гольдмана).

С другой стороны, с помощью результатов Попа об относительных размерностях фактора относи-
тельно подфактора можно показать, что для локально тривиальных подфакторов N ⊂ M индекса
[M : N ] > 4 имеет место соотношение u(N ⊂ M) = 1, так что, в частности, N ⊂ M не обладает
U -свойством. Также обсуждаются и другие примеры.
Показано, что U -свойство обобщается на все включения Mj ⊂ Mi, j < i, происходящие из

башни Джонса N ⊂M ⊂M1 ⊂ · · · , и приводится частичный результат, касающийся тоннеля.
Наконец, устанавливается, что регулярные подфакторы обладают U -свойством, и с помощью те-

оремы Окнеану—Шимански доказывается, что если N ⊂M обладает U -свойством и [M : N ] <∞,
то существует *-алгебра Хопфа B, действующая на M1, такая, что соответствующее скрещенное
произведение изоморфно M2. В качестве следствия дается характеризация подфакторов N ⊂M с
алгеброй Картана A ⊂ N ⊂M .

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2004
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2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. Обозначения. Для (сепарабельного) гильбертова пространства H обозначим через

B(H) = {T : H → H : ‖T‖ = sup
h∈H, ‖h‖�1

‖Th‖ <∞}

C∗-алгебру всех ограниченных (=непрерывных) линейных операторов в H, через

U(H) = {U ∈ B(H) : U∗U = UU∗ = I}
унитарную группу H, состоящую из всех унитарных операторов в H, а через

P(H) = {P ∈ B(H) : P = P ∗ = P 2}
множество проекторов в B(H).

2.2. Стандартное представление конечных алгебр фон Неймана. Пусть M — конечная алге-
бра фон Неймана с нормализованным точным следом τ ; с помощью конструкции Гельфанда—
Неймарка—Сегала относительно пары (M, τ) получается гильбертово пространство L2(M, τ)—
пополнение M относительно следовой нормы ‖x‖2 = τ(x∗x)

1
2 , x ∈ M , и стандартное представ-

ление M как алгебры (ограниченных) операторов умножения слева на элементы M .
Элемент x ∈M , рассматриваемый как вектор из L2(M, τ), обозначается через x̂.
Каноническим сопряжением называется антиунитарный и инволютивный оператор JM :

L2(M, τ) → L2(M, τ), определенный соотношением JM (x̂) = x̂∗. Тогда JMMJM = M ′ ∩
B(L2(M, τ))— коммутант M , который может быть отождествлен с представлением M как ал-
гебры операторов правого умножения на элементы M .

2.3. Включения конечных алгебр фон Неймана. Пусть N ⊂ M — унитальное включение
конечных алгебр фон Неймана. Тогда существует нормальное, точное и сохраняющее след условное
ожидание EN из M на N ; именно, если eN : L2(M, τ) → L2(N, τ)—ортогональный проектор

L2(M, τ) на замыкание L2(N, τ) алгебры N по следовой норме, то eN (x̂) = ÊN (x) и справедливы
следующие соотношения:

(a) eNxeN = EN (x)eN , x ∈M ;
(b) N = {eN}′ ∩M ;
(c) N  b �→ beN ∈ NeN —изоморфизм;
(d) [JM , eN ] = 0.

2.4. Основная конструкция. Алгебра фон Неймана, порожденная M и eN в B(L2(M, τ)) и
обозначаемая через 〈M,N〉 или 〈M, eN 〉, называется расширением M с помощью N ; кроме то-
го, последовательность включений N ⊂ M⊂eN 〈M,N〉 называется основной конструкцией для
включения N ⊂M . Имеют место следующие важные свойства:

(a) 〈M,N〉 = span{xeNy : x, y ∈ M} = JMN
′JM . В частности, 〈M,N〉—полуконечная алгебра

фон Неймана;
(b) eN 〈M,N〉 eN = NeN ;
(c) существует точный нормальный (возможно, бесконечный) след Tr〈M,N〉 на 〈M,N〉 такой, что

Tr〈M,N〉(xeN ) = τ(x), x ∈M .

2.5. Вероятностный индекс. Пусть N ⊂E M —включение алгебры фон Неймана с точным нор-
мальным условным ожиданием E : M → N алгебрыM на N . По определению, индекс Пимснера—
Попа (вероятностный индекс) этого включения (см. [18]) есть число (возможно, бесконечное)

Ind(E) =
(

sup
{
λ ∈ R+ : E(x) � λx,∀x ∈M+

})−1
.

Для включения N ⊂ M конечных алгебр фон Неймана этот индекс обозначается просто через
Ind(M,N) := Ind(EN ).
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2.6. Ортонормированные базисы. Пусть N ⊂ M —включение конечных алгебр фон Неймана
с конечным вероятностным индексом (Ind(M,N) < ∞); тогда существует конечное семейство
{mj}j∈J ⊂M элементов M такое, что:
(a) EN (m∗

jmk) = δjkfj ∈ P(N) (ортогональность);
(b) L2(M, τ) =

⊕
j
mjL

2(N, τ) and x =
∑
j
mjEN (m∗

jx) ∀x ∈M (полнота).

Кроме того, если {m′
k}k∈K ⊂ M — еще одно семейство, обладающее этими свойствами, то эле-

мент u := (EN (m∗
jm

′
k))j∈J,k∈K есть унитарный элемент в B(L2(N, τ)α), α = Ind(M,N), рассмат-

риваемый как оператор из
⊕
k

f ′kL
2(Nτ) на

⊕
j
fjL

2(N, τ), где L2(N, τ)α— α-усиление L2(N, τ), т.е.

гильбертово пространство H (единственное с точностью до унитарной эквивалентности) такое, что
постоянная спаривания Мюррея—фон Неймана dimN H = α.
Кроме того, имеем ∑

j

mjeNm
∗
j = I〈M,N〉,

∑
j

mjm
∗
j ∈ Z(M) := M ′ ∩M,

где Z(M)—центр M .
Такое семейство называется базисом Пимснера—Попа или ортонормированным базисом M

над N (см. [18]).

2.7. Марковские включения. Для данного включения N ⊂ M конечных алгебр фон Неймана
пусть τ〈M,N〉 := Tr〈M,N〉 /Tr〈M,N〉(I)— нормализованный след на 〈M,N〉, а EM —условное ожи-
дание 〈M,N〉 на M , определенное как

EM

(∑
i

xieNyi

)
=
(∑

j

mjm
∗
j

)−1∑
i

xiyi

(заметим, что
∑
j
mjm

∗
j � I, а потому оно обратимо). Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) τ〈M,N〉|M = τ ;
(b) EM (eN ) ∈ CI;
(c) существует ортонормированный базис {mj}j∈J алгебры M над N такой, что

∑
j
mjm

∗
j ∈ CI.

Кроме того, если выполнены такие условия и EM (eN ) = λ1I and
∑
j
mjm

∗
j = λ2I, то λ1 = λ2 =

Ind(M,N)−1 =: λ, условное ожидание EM является τ〈M,N〉-сохраняющим, и тогда говорят, что
N ⊂M есть λ-марковское включение и τ〈M,N〉— λ-марковский след.
В соответствии с [19], если {mj}j∈J —ортонормированный базис M над N , то множе-

ство {λ 1
2mjeN}j∈J есть ортонормированный базис 〈M,N〉 над M ; поэтому, если N ⊂ M — λ-

марковское, то таково и включение M ⊂ 〈M,N〉.
2.8. Факториальные включения и индекс Джонса. Пусть N ⊂ M —факторы типа II1, а τ —
единственный нормализованный точный след на M . По определению, индекс Джонса M над N
есть константа спаривания Мюррея—фон Неймана dimN L

2(M, τ) фактора N при его действии на
гильбертовом пространстве L2(M, τ); обозначение [M : N ].
Одна из теорем Джонса [9] утверждает, что для этого индекса

[M,N ] ∈
{

4 cos2
2π
n+ 2

: n � 1
}
∪ [4,+∞]

и, конечно, все его возможные значения достигаются в случае, когда M — гиперконечный II1 фак-
тор R Мюррея—фон Неймана, а N меняется между своими подфакторами (также гиперконечными
в силу одной из теорем Конна [3,4]).
Кроме того, следующие условия эквивалентны:
(a) [M : N ] <∞;
(b) 〈M,N〉 = span{xeNy : x, y ∈M};
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(c) Tr〈M,N〉 конечен;
(d) 〈M,N〉 есть II1 фактор.

Если {mj}j∈J —ортонормированный базис M над N , то
∑
j
mjm

∗
j ∈ Z(M) = CI, т.е. фактори-

альное включение N ⊂M является [M : N ]−1-марковским. В самом деле,

[M : N ] = Ind(M,N) = Tr〈M,N〉(I) = λ−1,

где
∑
j
mjm

∗
j = λI. Кроме того, это семейство можно выбрать так, что EN (m∗

jmj) = I при всех j’s,

кроме, быть может, одного; в этом случае |J | − 1 < [M : N ] � |J |.

2.9. Башня Джонса. Пусть N ⊂ M —включение факторов типа II1 конечного индекса Джон-
са [M : N ].
Положим M1 = 〈M,N〉, e1 := eN и будем обозначать также через τ продолжение τ〈M,N〉 следа

на M1. Имеем [M1 : M ] = [M : N ], и тогда можно провести стандартную конструкцию для M ⊂
M1; получим M2 := 〈M1,M〉 = 〈M1, e2〉, где e2 := eM : L2(M1, τ) → L2(M, τ)—ортогональный
проектор в B(L2(M1, τ)). Более общо, итерируя этот процесс, получаем всю башню факторов типа
II1 — так называемую башню Джонса [9]:

N ⊂M ⊂e1 M1 ⊂e2 M2 ⊂e3 · · · ⊂en Mn ⊂en+1 Mn+1 ⊂en+2 · · ·
с проекторами e1, e2, e3, . . . , en, en+1, en+2, . . . , где ei := eMi−2 и

Mi = 〈Mi−1,Mi−2〉 = 〈Mi−1, ei−2〉 = {ei+2}′ ∩Mi+1 = span{xeiy : x, y ∈Mi−1}.
кроме того,

(a) [Mi : Mj ] = [M : N ]i−j , j � i;
(b) τ(xei) = [M : N ]−1τ(x), x ∈Mi−1;
(c) ei+1xei+1 = EMi+1(x)ei+1, x ∈Mi;
(d) eiei±1ei = [M : N ]−1ei;
(e) [ei, ej ] = 0 if |i− j| � 2.

2.10. Опускающая основная конструкция и тоннель. Проектор e0 ∈ M такой, что EN (e0) =
[M : N ]−1I, называется проектором Джонса; в [9] установлено, что если [M : N ] < ∞, то та-
кие проекторы существуют. Кроме того, справедливо следующее замечательное свойство: полагая
N1 := {e0}′ ∩N , имеем, что N1 ⊂ N ⊂e0 M изоморфна основной конструкции для N1 ⊂ N в том
смысле, что

(a) e0xe0 = EN1(x)e0, x ∈ N ;
(b) M = span{xe0y : x, y ∈ N};
(c) существует единственный сохраняющий след *-изоморфизм θ из 〈N,N1〉 на M такой, что

θ|N = idN и θ(eN1) = e0.

Кроме того, проектор e0 определен единственным образом с точностью до сопряжения с уни-
тарным элементом N , т.е. если e00 — еще один проектор Джонса и N0

1 = {e00}′ ∩N , то существует
u ∈ U(N) такой, что ue00u

∗ = e0 и uN0
1u

∗ = N1 (см. [18]). Приведенная выше конструкция подфак-
тора N1 ⊂e0 N называется опускающей основной конструкцией для N ⊂M .
Итерируя опускающую основную конструкцию, получаем тоннель подфакторов

M ⊃e0 N ⊃e−1 N1 ⊃e−2 N2 ⊃e−3 · · · ⊃e−n Nn ⊃e−n−1 Nn+1 ⊃e−n−2 · · ·
с проекторами e0, e−1, e−2, . . ., где Ni = {e−i+1}′ ∩Ni−1, i � 1 (N0 = N), и

(a) [Nj : Ni] = [M : N ]i−j , j � i;
(b) τ(xe−i) = [M : N ]−1τ(x), x ∈ Ni;
(c) e−ixe−i = ENi+1(x)e−i, x ∈ Ni;
(d) e−ie−i±1e−i = [M : N ]−1e−i;
(e) [e−i, e−j ] = 0, если |i− j| � 2.
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Заметим также, что поскольку основная конструкция (и башня Джонса) — канонические, то
опускающая основная конструкция единственна с точностью до сопряжения с унитарными эле-
ментами N ; в частности, если

M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · ⊃ Nm ⊃ Nm+1 ⊃ · · · , M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · ⊃ Nm ⊃ N0
m+1 ⊃ · · ·

— тоннели для N ⊂ M , совпадающие до m-го шага, то для любого � � 0 существует унитарный
элемент u� ∈ Nm такой, что u�Nm+ku

∗
� = N0

m+k для всех k таких, что 1 � k � � (см. [18]).

2.11. Однородные марковские включения. Включение N ⊂M алгебр фон Неймана называется
однородным марковским, кратко h-марковским [29], если оно марковское и проектор eN имеет
скалярный центральный след в 〈M,N〉, т.е. CTr,〈M,N〉(eN ) ∈ CI.
Как и для общих марковских включений, ясно, что M ⊂ 〈M,N〉 есть также h-марковское и, как

и в факториальном случае, получаем башню алгебр с помощью итераций основной конструкции.
Кроме того, если N ⊂ M —алгебры фон Неймана типа II1, то проектор e0 ∈ M такой, что

EN (e0) = λI и CTr,M (e0) = λI, λ = [M : N ]−1, называемый проектором Джона, существует
в том и только том случае, если N ⊂ M —h-марковское включение. В этом случае, полагая
N1 := {e0}′ ∩M , получаем, что N1 ⊂ N ⊂M есть основная конструкция для N1 ⊂ N . Кроме того,
N1 ⊂ N — также h-марковское; итерируя эту процедуру, получаем весь тоннель, имеющий те же
свойства, что и в факториальном случае.
Наконец, имеем единственность в опускающей конструкции, которая понимается в следующем

смысле. Пусть e0 и e00 —проекторы в P(M) такие, что EN (e0) = EN (e00) = CTr,M (e0) = CTr,M (e00) =
λI. Тогда существует унитарный элемент u ∈M такой, что ue0u∗ = e00 и uN1u

∗ = N0
1 := {e00}′∩M .

Ясно, что факториальные включения автоматически являются h-марковскими.

2.12. Двойственность. Существует изоморфизм из [M : N ]-усиления M на M2, переводящий
N ⊂M на M1 ⊂M2. Тогда

N ′
k+2 ∩M ∼= N ′

k ∩M2, M ′ ∩Ml
∼= M ′

2 ∩Ml+2

для всех k, � � 0 как конечномерные алгебры. Если σ : G→ Aut(N)— внешнее действие конечной
группы G на II1 факторе N и NG := {x ∈ N : σg(x) = x ∀g ∈ G}—подфактор неподвижных
относительно этого действия точек, то NG ⊂ N ⊂ N �σG есть основная конструкция для NG ⊂ N
и

N �σ G ∼= NG ⊗ B(l2(G)) = NG ⊗M|G|(C),

что сводится к хорошо известной двойственности Такесаки действий групп [32].

2.13. Высшие относительные коммутанты и граф Джонса. Так как [Mi : Mj ] < ∞, i, j ∈ Z

(M−|k| := N|k|−1), то все относительные коммутанты M ′
j ∩Mi являются конечномерными алгебра-

ми [9].
Решетка всех высших относительных коммутантов

{M ′
j ∩Mi ⊂M ′

k ∩Ml : j � k, i � l; i, j, k, l ∈ Z}
называется стандартно инвариантной [27] для включения N ⊂ M и обозначается через GN,M .
Как абстрактный объект она эквивалентно объекту группового типа, аксиоматизированного Окне-
ану [16] и называемого парагруппой включения N ⊂ M . Недавно в [30] было приведено полное
описание таких объектов.
В частности (см. [10]), последовательность включений высших относительных коммутантов M

CI = M ′ ∩M ⊂M ′ ∩M1 ⊂M ′ ∩M2 ⊂ · · · ⊂M ′ ∩Mn ⊂M ′ ∩Mn+1 ⊂ · · ·
полностью определяется отмеченной матрицей над Z, называемой стандартной матрицей для
N ⊂ M и обозначаемой через ΓN,M = (ak�)k∈K,�∈L, k0 ∈ K, или, эквивалентно, отмеченным
двудольным графом, также обозначаемым через ΓN,M (называемым стандартным графом или
графом Джонса) с точками в множестве K как четными вершинами и с точками в множестве
L—как нечетными и ak� ребрами между вершинами k и �.
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Как граф ΓN,M связно. Пусть K0 := {k0} и для i � 1 пусть

Li := {l ∈ L : akl �= 0 для некоторого k ∈ Ki−1}, Ki := {k ∈ K : akl �= 0 для некоторого l ∈ Li},
тогда ⋃

i

Ki = K,
⋃
i

Li = L,

и множество неприводимых компонент M ′ ∩M2i (соответственно M ′ ∩M2i+1) отождествляется с
Ki (соответственно с Li); кроме того, вложения Ki ↪→ Ki+1 отождествляются с помощью моно-
морфизмов

Z(M ′ ∩M2i)  z �−→ единственная z1 ∈ Z(M ′ ∩M2i+2) такая, что e2i+2z1 = e2i+2z

из центра M ′ ∩M2i в центр M ′ ∩M2i+2; аналогично для Li ↪→ Li+1, i � 1.
При этих соглашениях матрица вложения для M ′ ∩ M2i ⊂ M ′ ∩ M2i+1 есть ΓN,M |Ki , а для

M ′ ∩M2i+1 ⊂M ′ ∩M2i+2 — ΓtN,M |Li .
Заметим, что в силу двойственности ΓN,M = ΓM2i−1,M2i = ΓN2i,N2i−1 , но, вообще говоря, ΓN,M

может отличаться от ΓN1,N . Имеем также следующую характеризацию спектрального радиуса
ΓN,M (он может рассматриваться также как и норма соответствующего оператора из �2(K) в
�2(L) в терминах размерностей высших относительных коммутантов, см. [27]):

‖ΓN,M‖2 = lim
n→∞dim(M ′ ∩Mn)

1
n = ‖ΓM,M1‖2 � [M : N ].

2.14. Стандартные собственные векторы. Если k ∈ K (соответственно, � ∈ L), то для любого i,
для которого k ∈ Ki (соответственно, � ∈ Li) и любого минимального проектора p в k-м слагаемом
в M ′ ∩M2i или в N ′

2i−1 ∩M (соответственно, для любого q в �-м слагаемом в M ′ ∩M2i+1 или в
N ′

2i ∩M) векторы v := (vk)k∈K и u := (u�)�∈L, определенные как

vk := [pM2ip : Mp]
1
2 , ul := [qM2i+1q : Mq]

1
2

удовлетворяют соотношениям

ΓN,Mu =
√
αv, Γtn,Mu =

√
αu;

так что, в частности,
ΓtN,MΓN,Mu = αu, ΓN,MΓtN,Mv = αv,

где α :=
(∑

�

ak�ul

)2
� [M : N ] совпадают с минимальным индексом Хьяо Indmin(M,N) (см. [8]).

Вообще говоря, ‖ΓN,M‖2 � α, однако если граф ΓN,M конечен, т.е., в современной терминологии,
N ⊂ M имеет конечную глубину, то, разумеется, справедливо равенство ‖ΓN,M‖ = [M : N ] и,
с точностью до ренормализации, векторы v и u— собственные векторы Перрона—Фробениуса
(положительных) матриц ΓN,MΓtN,M и ΓtN,MΓN,M соответственно. Эти векторы также обладают

следующим замечательным свойством: [M : N ]−iv
1
2
k (соответственно, [M : N ]−iu

1
2
� ) есть след

минимального проектора в k-м слагаемом в M ′ ∩ M2i или в N ′
2i−1 ∩ M (соответственно, в �-м

слагаемом в M ′ ∩M2i+1 или в N ′
2i ∩M).

Векторы v и u называются стандартными (собственными) векторами четного (соответствен-
но, нечетного) локальных индексов.

2.15. Стандартная модель для включений и их автоморфизмов. Пусть N ⊂ M —включение
факторов типа II1. В силу единственности (с точностью до унитарной эквивалентности, см. раз-
дел 2.10) опускающей конструкции, класс изоморфности N st :=

⋃
k

N ′
k ∩N и M st :=

⋃
k

N ′
k ∩M , а,

следовательно, и N st ⊂M st не зависит от выбора тоннеля M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · .
Включение типа II1 гиперконечных алгебр фон Неймана N st ⊂ M st называется стандарт-

ной моделью для N ⊂ M . ΓN,M называется эргодическим, если M st (следовательно, эквива-
лентно, N st) — фактор. Упомянем, что классификационные теоремы Попа для подфакторов конеч-
ной глубины [24] и, более общо, для сильно аменабельных подфакторов [27] утверждают,что
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(N ⊂ M) ∼= (N st ⊂ M st), т.е. стандартный инвариант— это полный инвариант для таких включе-
ний.
Обозначим через Aut(M,N) := {θ ∈ Aut(M) : θ(N) = N} подгруппу автоморфизмов M , остав-

ляющих N глобально инвариантной. Предположим теперь, что θ ∈ Aut(M,N). В [12] доказаны
следующие утверждения.

(a) Для любого выбора тоннеля M ⊃e0 N ⊃e−1 N1 ⊃ · · · существуют унитарные элементы
uk ∈ Nk, k � 0, такие, что Ad(Uk · · ·u1u0)θ(ek) = ek (результат, неявно присутствующий
в [18]).

(b) Для x ∈ ⋃
k

(N ′
k ∩M) определим

θst(x) := Ad(· · ·uk · · ·u1u0)θ(x).

Тогда

θst(N ′
k ∩M) = N ′

k ∩M, θst(N ′
k ∩N) = N ′

k ∩N, θst(e−k) = e−k, ∀k � 0,

т.е. θst реализует сохраняющий след автоморфизм на
⋃
k

N ′
k ∩ M , оставляющий глобально

инвариантными
⋃
k

N ′
k∩N и одни конечномерные подалгебры N ′

k∩M и N ′
k∩N и оставляющий

неподвижными все проекторы Джонса.
(c) θst не зависит от выбора тоннеля M ⊃e0 N ⊃e−1 N1 ⊃ · · · , выбора унитарных элементов

uk ∈ Nk и возмущения θ внутренними автоморфизмами N , т.е. (ad(u) ◦ θ)st = θst, если
u ∈ U(N).

(d) θst продолжается до автоморфизма M st, также обозначаемого через θst, оставляющего гло-
бально неподвижным N st; в частности, отображение Out(M,N) := Aut(M,N)/ Int(N)  θ �→
θst ∈ Aut(M st, N st)— гомоморфизм групп.

Автоморфизм θst называется стандартной частью автоморфизма θ ∈ Aut(M,N). Кроме того,
в [25,27] доказаны следующие утверждения.

(a) Если θst|N ′
k∩M —внутренний для всех k и Γn,M —дерево, то θst = idMst .

(b) Если sup
k

dimZ(N ′
k ∩M)θ) < ∞, то θst периодичен, т.е. существует n = n(θ) ∈ N такое, что

(θst)k — собственно внутрений при 1 � k < n и (θst)n = idMst .

Если (θst) = idMst , то говорят, что θ имеет тривиальную стандартную часть.

2.16. Собственно внешние действия на подфакторах. Автоморфизм θ ∈ Aut(M) называется
собственно внешним на N ⊂ M (см. [25, 27]), если θ ∈ Aut(M,N) и при любом выборе тоннеля
M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · и для любого k � 0 из того, что a ∈ M , ax = θ(x)a при всех x ∈ Nk, следует,
что a = 0.
Отметим, что это понятие не зависит от класса внешней сопряженности для θ, т.е. если θ—

собственно внешний на N ⊂M и u ∈ U(N), то Ad(u) ◦ θ также собственно внешний на N ⊂M .
Действие σ : G → Aut(M) дискретной группы G является собственно внешним на N ⊂ M ,

если σg — собственно внешний на N ⊂M при всех g ∈ G \ {e}. Следующие условия эквивалентны
[25,27]:

(a) σ— собственно внешний на N ⊂M ;
(b) существует тоннель M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · такой, что для всех k � 0 имеем N ′

k ∩ (M �σ G) =
N ′
k ∩M ;

(c) для любого тоннеля M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · и для всех k � 0 имеем N ′
k ∩ (M �σ G) = N ′

k ∩M ;
(d) M ′ ∩ (Mk �σ G) = M ′ ∩Mk для всех k � 0.

Кроме того, если N ⊂ M имеет конечную глубину, G не имеет кручения и σ— собственно
внешнее действие G на M , то σ также является собственно внешним на N ⊂M (см. [27]).
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2.17. Условие Фолнера и сильная аменабельность. Следуя [26], будем говорить, что весовой
граф (ΓN,M ,v), или просто ΓN,M , удовлетворяет условию Фолнера, если для любого ε > 0, любого
конечного подмножества F ⊂ K и

(ΓN,MΓtN,M )(F ) :=

{
k ∈ K : ∃k′ ∈ F такого, что

∑
l∈L

aklak′l �= 0

}
, ∂F := (ΓN,MΓtN,M )(F ) \ F,

имеем ∑
k∈(ΓN,MΓt

N,M )(F )

v2
k < (1 + ε)

∑
k′∈F

v2
k′

или, эквивалентно, ∑
k∈∂F

v2
k < ε

∑
k′∈F

v2
k′ .

Заметим, что если N ⊂M имеет конечную глубину, то ΓN,M автоматически удовлетворяет усло-
вию Фолнера. Кроме того, если ΓN,M удовлетворяет условию Фолнера, то ‖ΓN,M‖2 = Indmin(M,N).
Наконец, ΓN,M называется сильно аменабельной (см. [26, 27, 29]), если ΓN,M удовлетворяет

условию Фолнера и эргодична.

2.18. Коммутивные квадраты. Пусть N ⊂ M и Q ⊂ P —включения алгебр фон Неймана

такие, что Q ⊂ N и P ⊂ N ;
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
называется коммутативным квадратом (см. [21]), если

ENEP = EQ = EPEN .

Коммутативный квадрат
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
называется невырожденным (см. [27]), если выполнено одно

из следующих эквивалентных условий:

(a) supp{xeNy : x, y ∈ P} ≡ ∨{ueNu∗ : u ∈ U(P )} = I;
(b)

∨{veP v∗ : v ∈ U(N)} = I;
(c) если {pj}j —ортонормированный базис P над Q, то он является ортонормированным базисом

M над N ;
(d) если {nj}j —ортонормированный базис N над Q, то он является ортонормированным базисом

M над P ;
(e) spanPN = M ;
(f) spanNP = M ;
(g) [M : N ] = [P : Q];
(h) [M : P ] = [N : Q].

Важно отметить следующий факт. Допустим, что
(
N ⊂ M ⊂ R∪ ∪ ∪
Q ⊂ P ⊂ S

)
—коммутативные квадраты; то-

гда коммутативные квадраты
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
и
(
M ⊂ R∪ ∪
P ⊂ S

)
невырождены в том и только том случае, если(

N ⊂ R∪ ∪
Q ⊂ S

)
невырожден.

Предположим теперь, что
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
невырожден. Пусть N ⊂ M ⊂eM

N 〈M,N〉 =
〈
M, eMN

〉
и

Q ⊂ P ⊂eP
Q 〈P,Q〉 =

〈
P, ePQ

〉
—основные конструкции для горизонтальных включений. Если〈

P, eMN
〉
—алгебра фон Неймана, порожденная P и eMN в B(L2(M, τ)), то существует единственный

изоморфизм θ из
〈
P, eMN

〉
на 〈P,Q〉 =

〈
P, ePQ

〉
такой, что θ|N = idN , θ(eMN ) = ePQ; кроме того, он

сохраняет след, т.е. Tr〈P,Q〉 ◦θ = Tr〈M,N〉 |〈P,eM
N 〉.

Кроме того, если E〈M,N〉
〈P,eM

N 〉— единственное сохраняющее след условное ожидание 〈M,N〉 на его

подалгебре
〈
P, eMN

〉
, то E〈M,N〉

〈P,Q〉 = θ◦E〈M,N〉
〈P,eM

N 〉—нормальное точное условное ожидание, сохраняющее
след.
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Тогда коммутативный квадрат

(
M ⊂ 〈M,eM

N 〉
∪ ∪
P ⊂ 〈P,eM

N 〉

)
также невырожден, а последовательность комму-

тативных квадратов
(
N ⊂ M ⊂ 〈M,N〉
∪ ∪ ∪
Q ⊂ P ⊂ 〈P,eM

N 〉
)

называется основной конструкцией для коммутативного

квадрата
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
. Так же, как и для простых включений, можно итерировать эту процедуру и

получить целую башню коммутативных квадратов⎛⎜⎜⎝
N ⊂ M ⊂ M1 :=

〈
M, eMN

〉 ⊂ M2 :=
〈
M1, e

M1
M

〉
⊂ · · ·

∪ ∪ ∪ ∪
Q ⊂ P ⊂ P1 :=

〈
P, eMN

〉 ⊂ P2 :=
〈
P1, e

M1
M

〉
⊂ · · ·

⎞⎟⎟⎠ .

С другой стороны, для данного невырожденного коммутативного квадрата
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
при лю-

бом выборе тоннеля P ⊃ Q ⊃ Q1 ⊃ · · · для нижнего горизонтального включения существует
единственный тоннель M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ · · · для верхнего горизонтального включения такой, что

квадрат
(
Ni ⊂ Nj
∪ ∪
Qi ⊂ Qj

)
коммутативен и невырожден, 0 � j < i, и при i � 1,

(
Ni+1 ⊂ Ni ⊂ Ni−1∪ ∪ ∪
Qi+1 ⊂ Qi ⊂ Qi−1

)
является основной конструкцией для

(
Ni+1 ⊂ Ni∪ ∪
Qi+1 ⊂ Qi

)
.

Наконец,
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
называется гладким (см. [27]), если N ′ ∩Mk ⊃ Q′ ∩Pk при всех k � 0 (или,

эквивалентно, в том и только том случае, если N ′ ∩ Pk = Q′ ∩ Pk при всех k � 0). Заметим, что в
этом случае M ′

i ∩Mk ⊃ P ′
i ∩ Pj и, на самом деле, M ′

i ∩Mk = P ′
i ∩ Pj при всех i � j.

2.19. Алгебры ультрастепеней. Пусть (M, τ)—фактор типа II1 с нормализованным точным сле-
дом τ , а ω— свободный ультрафильтр на натуральных числах N. Рассмотрим алгебру фон Неймана

l∞(N,M) :=
{

(xn)n∈N : xn ∈M, sup
n∈N

‖xn‖ <∞
}

и определим τω((xn)n) = lim
n→ω

τ(xn). Легко проверить, что τω — след на l∞(N,M). Определим

Iω :=
{
x = (xn)n ∈ l∞(N,M) : lim

n→ω
‖xn‖2 = 0

}
.

и для y = (yn)n, z = (zn)n ∈ l∞(N,M) определим отношение y∼ωz в том и и только том слу-
чае, если lim

n→ω
‖yn − zn‖2 = 0. Тогда ∼ω —отношение эквивалентности и Iω его двусторонний

w-замкнутый идеал; алгебра фон Неймана

Mω := l∞(N,M)/∼ω = l∞(N,M)/Iω
оказывается II1 фактором с точным нормальным следом τω (см. [14]).
Алгебра Mω не сепарабельна (II1-фактор (M, τ) сепарабелен в том и только том случае, если

L2(M, τ) сепарабельно как гильбертово пространство). M включается в Mω с помощью отожде-
ствления x ∈ M с (xn)n + Iω ∈ Mω, где xn = x для всех n ∈ N. Заметим, что такое включение
M ⊂Mω имеет бесконечный индекс Джонса.
Если N ⊂ M —включение II1-факторов с конечным индексом Джонса [M : N ], то Nω ⊂ Mω

имеет тот же индекс, [Mω : Nω] = [M : N ], а если EM
ω

Nω — единственное τω-сохраняющее условное
ожидание из Mω на Nω, то

EM
ω

Nω ((xn)n + Iω) = (EMN (xn))n + Iω.
Кроме того, производя основную конструкцию, получаем отождествления

〈Mω, eNω〉 = 〈Mω, Nω〉 ∼= 〈M,N〉ω = 〈M, eN 〉ω

и eNω = eN + Iω.
В дальнейшем будем просто писать x = (xn)n для элемента из Mω вместо (xn)n + Iω.
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3. ПОДФАКТОРЫ С УНИТАРНЫМ БАЗИСОМ ПИМСНЕРА—ПОПА

3.1. Определения и первые свойства.

Определение 3.1. Включение N ⊂ M факторов типа II1 обладает свойством унитарности,
кратко U -свойством, если существует базис Пимснера—Попа {mj}nj=1 фактора M над N , со-
стоящий из унитарных элементов M , а именно, mj ∈ U(M) для всех j = 1, . . . , n. Будем на-
зывать такой ортонормированный базис унитарным ортонормированным базисом или кратко
U -ортонормированным базисом.

Замечание 3.2. Пусть {mj}nj=1 —ортонормированный базис (соответственно, U -ортонормиро-
ванный базис) M над N ; без ограничения общности можно считать, что m1 = I. В самом деле,
при nj = m∗

1mj семейство {nj}nj=1, как проверяется непосредственно, остается ортонормированным
базисом и, очевидно, n1 = I; если, кроме того, базис {mj}nj=1 унитарен, то базис {nj}nj=1 также
унитарен.

Замечание 3.3. Если N ⊂ M обладает U -свойством, то индекс является (возможно, бесконеч-
ным) целым числом [M : N ] ∈ N ∪ {+∞}; в самом деле, в силу п. 2.6,

nI =
n∑
j=1

mjm
∗
j = [M : N ]I,

где {mj}nj=1 —любой U -ортонормированный базис M над N , а n— его мощность.

Определение 3.4. Для данного включения N ⊂ M определим (возможно, бесконечное) число
u(N ⊂M) ∈ N∪{+∞} как максимальное число унитарных элементов в ортонормированном базисе
M над N .

Ясно, что
1 � u(N ⊂M) � [M : N ] (3.1)

и равенство в правой части соответствует U -свойству включения N ⊂M .
Следующий результат, неявно содержащийся в [18], дает уточнение правого неравенства в (3.1)

для подфакторов нецелого индекса.

Теорема 3.5. Если [M : N ] /∈ N, скажем, [M : N ] = n + ε с 0 < ε < 1, то u(N ⊂ M) < n.
Другими словами, не существует базиса Пимснера—Попа из n унитарных элементов плюс
остаток.

Доказательство. Предположим, что {mj}n+1
j=1 —ортонормированный базис M над N с {mj}nj=1 ⊂

U(M). Тогда

mn+1m
∗
n+1 =

n+1∑
j=1

mjm
∗
j −

n∑
j=1

mjm
∗
j = [M : N ]I − nI = εI.

Поэтому 1√
ε
mn+1 ∈ U(M), а значит,

EN (m∗
n+1mn+1) = εEN

(
(

1√
ε
mn+1)∗

1√
ε
mn+1

)
= εEN (I) = εI,

что не является проектором вопреки определению ортонормированного базиса.
Более общо, нельзя даже получить ортонормированного базиса {mj}n+k

j=1 с 1 � k � ∞ и
{mj}nj=1 ⊂ U(M); в самом деле, пусть vi, i = 1, 2, . . . , k—частичные изометрии такие, что

viv
∗
i = EN (m∗

n+imn+i) и v∗i vi ⊥ v∗j vj при i �= j (так как
k∑
i=1

τ(EN (m∗
n+imn+i)) < 1); тогда полагая

m′
i = mi при i = 1, 2, . . . , n и m′

n+1 =
k∑
i=1

mn+ivi, получаем, что {m′
j}n+1
j=1 —ортонормированный

базис M над N такой, что {m′
j}nj=1 ⊂ U(M); противоречие с предыдущей частью.
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Замечание 3.6. Пусть {m1, . . . ,mn}—U -ортонормированный базис M над N . Пусть f1 и f2 ∈
P(M)—два проектора с f1 + f2 = I. Определим m′

i = mi при i = 1, 2, . . . , n − 1, m′
n = mnf1 и

m′
n+1 = mnf2. Тогда {m′

i}—ортонормированный базис M над N с {m′
i}n−1
i=1 ⊂ U(M).

Следующая теорема дает характеризацию подфакторов с U -свойством в терминах проекторов
Джонса.

Теорема 3.7. Следующие условия эквивалентны:
(i) ∃{mj}nj=1 ⊂ U(M)—U -ортонормированный базис M над N (т.е. N ⊂ M обладает U -
свойством);

(ii) ∃{ej}nj=1 ⊂ J(M1,M)—разбиение единицы в M1, образованное проекторами Джонса.
Кроме того, для подфактора N ⊂M существует взаимно однозначное соответствие меж-

ду множествами U -ортонормированных базисов M над N и множеством разбиений единицы
в J(M1,M).

Доказательство. (i)⇒(ii) Предположим, что {mj}nj=1 ⊂ U(M)—U -ортонормированный базис M
над N и для всех j = 1, . . . , n положим

ej = mje
M
Nm

∗
j .

Тогда

EM (ej) = EM (mje
M
Nm

∗
j ) = mjEM (eMN )m∗

j = [M : N ]−1mjm
∗
j = [M : N ]−1I,

ejei = mje
M
Nm

∗
jmie

M
Nm

∗
i = mjEN (m∗

jmi)eMNm
∗
i = δi,jmje

M
Nm

∗
i = δi,je

j .

Это показывает, что ei ⊥ ej при i �= j, а значит,
n∑
j=1

ei � I; с другой стороны, поскольку

τ(ej) = τ(ei) = [M : N ]−1 =
1
n
,

с необходимостью получаем, что
n∑
j=1

ei = I.

(ii)⇒(i) Обратно, пусть {ej}nj=1 ⊂ J(M1,M)—разбиение единицы, порожденное проекторами
Джонса в M1. В силу п. 2.10 (или, эквивалентно, следствия 1.8 в [18]), существуют единственные
унитарные элементы {mj}nj=1 ⊂ U(M) такие, что

mje
M
Nm

∗
j = ej ∀j = 1, . . . , n.

Тогда
EN (m∗

jmi)eMN = eMNm
∗
jmie

M
N = m∗

j (e
jei)mi = δi,jm

∗
je
jmi = δi,je

M
N ,

а так как отображение N  x �−→ xeMN ∈M1 инъективно (см. п. 2.3(c) или [18, лемма 1.2]), то

EN (m∗
jmi) = δi,jI;

что показывает, что {mj}nj=1 —U -ортонормированный базис.
Теперь оставшаяся часть утверждения очевидна, поскольку отображения

{mj}nj=1 �→ {ej}nj=1 с ej = mje
M
Nm

∗
j ,

{ej}nj=1 �→ {mj}nj=1 с mje
M
Nm

∗
j = ej

взаимно обратны.

Замечание 3.8. Предположим, что {mj}nj=1 —U -ортонормированный базисM над N ; на уровне
L2(M, τ) он допускает разложение

L2(M, τ) =
n⊕
j=1

mjL
2(N, τ).
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Если ej : L2(M, τ) −→ mjL
2(N, τ)—ортогональная проекция L2(M, τ) на его подпространство

mjL
2(N, τ), то {ej}nj=1 ⊂ J(M1,M)—разбиение единицы, порожденное проекторами Джонса, со-

ответствующими (в силу биекции, установленной в предыдущей теореме) U -ортонормированному
базису {mj}nj=1.

Из результатов п. 2.18(c) вытекает следующее утверждение.

Предложение 3.9. Пусть
(
N ⊂ M∪ ∪
Q ⊂ P

)
—коммутативный квадрат факторов типа II1. Тогда

u(Q ⊂ P ) � u(N ⊂M).

В частности, если Q ⊂ P обладает U -свойством, то N ⊂M также обладает U -свойством.

3.2. Примеры.

Пример 3.10. Пусть N —фактор типа II1. Положим M = N ⊗M(n,C) и обозначим через IN
единицу в N , а через In— единицу в M(n,C), так что единица в M есть I = IN ⊗ In; напомним,
что условное ожидание EN из M на его подфакторе N задается как

EN = idN ⊗τ(·)In,
где idN : N  x �−→ x ∈ N — тождественное отображение N , а τ : M(n,C) → C—нормализован-
ный след на M(n,C), а именно τ = 1

n Trn, где Trn—обычный след на (n× n)-матрицах. Другими

словами, для любого x =
n∑

i,j=1
xi,j ⊗ ei,j ∈M

EN (x) =

(
n∑
i=1

xi,i

)
⊗ I =

n∑
i,j=1

xi,i ⊕ ej,j .

Легко проверить, что семейство {√n IN ⊗ ei,j}ni,j=1 есть ортонормированный базис M над N , но
ни один из его элементов не унитарен.
Далее, пусть ω—простой корень степени n из единицы; положим

v =
n−1∑
i=0

ωiei,i, u =
n−1∑
i=0

ei,i+1 ∈M(n,C),

а именно,

v =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

ω
ω2

. . .
ωn−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , u =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

0 1
0 0

· · · 1
1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Далее, полагая mi,j = IN ⊗ viuj , получаем, что {mi,j}i,j —U -ортонормированный базис M над

N , что проверяется непосредственно (напомним, что
n∑
j=1

ωk = 0, если 0 < k < n). Заметим, что

{mi,j}i,j ⊂ IN ⊗M(n,C) = N ′ ∩M .
Кроме того, M1 = N ⊗M(n,C) ⊗M(n,C) и

eMN =

(
n∑
k=1

ei,k ⊗ ek,j

)
i,j

разбиение единицы в J(M1,M), соответствующее U -ортонормированному базису {mi,j}i,j задается
как

ej =

(
n∑
k=1

ωkjei,k ⊗ ek,j

)
i,j

.



114 Т. ЧЕККЕРИНИ-ЗИЛЬБЕРШТЕЙН

Пример 3.11. Пусть N — II1 фактор, а G—конечная группа, действующая внешними автомор-
физмами на N ; другими словами, задан гомоморфизм

σ : G→ Out(N) = Aut(N)/ Int(N), g �→ σg

группы G в группу Out(N) внешних автоморфизмов.
Пусть, далее, M = N �σ G— скрещенное произведение N на действие σ; обозначим через ug

унитарный элемент в M , реализующий автоморфизм σg, а именно,

ugxu
∗
g = σg(x) ∀x ∈ N.

Тогда {ug}g∈G—U -ортонормированный базис M над N . В самом деле, для
∑
g∈G

ugxg с xg ∈ N ,

g ∈ G—элемент общего положения в M , то условное ожидание EN задается как

EN

⎛⎝∑
g∈G

ugxg

⎞⎠ = xe.

Пусть теперь группа G абелева; обозначим через Ĝ = Hom(G,T) ее двойственную, а через σ̂—
двойственное действие Ĝ на M , определенное как

σ̂ĥ(x) = x, ĥ ∈ Ĝ, x ∈ N,

σ̂ĥ(ug) = ĥ(g)ug, ĥ ∈ Ĝ, g ∈ G.

Тогда легко проверить (см., например, [7]), что скрещенное произведение M1 = M �σ̂ Ĝ этого
произведения M на двойственное действие σ̂ есть основная конструкция 〈M,N〉 для включения
N ⊂ M . Кроме того, обозначая через vĥ унитарный элемент в M1, реализующий двойственный
автоморфизм σ̂ĥ, а именно,

vĥxv
∗
ĥ

= σ̂ĥ(x) ∀x ∈M,

а затем полагая
eg =

∑
ĥ∈Ĝ

ĥ(g)vĥ,

получаем, что {eg}g∈G—разбиение единицы в J(M1,M) с единичным элементом 1 ∈ G группы G,
e1 = eMN , как это легко проверить. Заметим, что Alg{ug, vĥ; g ∈ G, ĥ ∈ Ĝ} изоморфна M(|G|,C),
что можно интерпретировать как двойственность Такесаки (см. п. 2.12).

Пример 3.12. Пусть N ⊂ M —включение факторов типа II1 с U -свойством, а ω— свободный
ультрафильтр на натуральных числах N. Тогда соответствующие алгебры ультрастепеней включе-
ния Nω ⊂Mω также обладают U -свойством.
В самом деле, если {mj}nj=1 —U -ортонормированный базисM над N , то, полагая m(k)

j = mj при

всех k ∈ N, j = 1, . . . , n иmω
j = (m(k)

j )k, получаем, что семейство {mω
j }nj=1 —U -ортонормированный

базис Mω над Nω.

Пример 3.13. Пусть N — II1-фактор, а {θi}ni=1 ∈ Int(N) с θ0 = idN —некоторые внутренние
автоморфизмы. Положим θ = (θ0, θ1, . . . , θn) и определим M θ = M ⊗M(n+ 1,C) и

N θ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
x

θ1(x)
. . .

θn(x)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈M θ : x ∈ N

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

а именно,

N θ =

{
n+1∑
i=1

θi(x) ⊗ ei,i : x ∈ N

}
,

где {ei,j}n+1
i,j=1 — система матричных единиц в M(n+ 1,C).
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Если nj ∈ U(N)—унитарный элемент, реализующий внутренний автоморфизм θj , а именно,

θj(x) = Ad(nj)(x) = njxn
∗
j , x ∈ N,

то для u и v из U(M(n + 1,C)), как в примере 3.10, семейство {IN ⊗ uivj}n+1
i,j=1 —U -

ортонормированный базис M θ над N θ. Кроме того, если положить

m′
i,j =

n−1∑
k=0

ωkinin
∗
j ⊕ ek,k+j ,

то {m′
i,j}n−1

i,j=0 —U -ортонормированный базис M θ над N θ в (N θ)′ ∩M θ.
Более общо, если автоморфизмы {θi}ni=1 ∈ Int(N)—аппроксимативно внутренние и θi =

lim
k→∞

Ad(ni,k), где ni,k ∈ U(N), то, полагая nωi = (ni,k)k ∈ Nω, получаем, что семейство

{√nnωi nωj ⊗ uivj}n+1
i,j=1 есть U -ортонормированный базис (M θ)ω над (N θ)ω.

Пример 3.14. Пусть G— i.c.c. группа такая, что алгебра фон Неймана M = L(G) есть фактор.
Пусть H � G—подгруппа конечного индекса [G : H] = n. Если N —подфактор L(H), то N ⊂ M
обладает U -свойством. В самом деле, пусть {gj}nj=1 —множество представлений левого смежного

класса G/H с g1 = e, а именно,
n⋃
j=1

gjH = G. Полагая mj = λ(gj), где λ : G −→ U(l2(G))—

левое регулярное представление G, так что M = {λ(G)}′′, получаем, что {mj}nj=1 есть U -
ортонормированный базис M над N . В самом деле, заметим, что в этой ситуации

L2(M, τ) = l2(G) =
n⊕
j=1

l2(gjH) =
n⊕
j=1

mjL
2(N, τ),

а если h ∈ N , то EN (λ(gjh)) = δj,1(h).

Следующая теорема хорошо известна.

Теорема 3.15 (Гольдман [6]). Пусть N ⊂ M —включение факторов типа II1 индекса [M :
N ] = 2. Тогда существует внешнее действие σ группы Z2 на N такое, что (N ⊂ M) ∼= (N ⊂
N�σZ2).

Доказательство. Пусть eMN —проектор Джонса вM1, реализующий условное ожидание EN . Тогда
eMN (1) = I− eMN все еще принадлежит J(M1,M) и eMN + eMN (1) = I. Отсюда следует U -свойство для
N ⊂M . С другой стороны, если {I, U}—U -ортонормированный базис M над N , соответствующий
разбиению единицы {eMN , eMN (1)} в J(M1,M), то для каждого x ∈ N имеем U∗xU ∈ N ; в самом
деле, это доказывается таким же образом, и индекс двух подгрупп нормален. Записывая xU =
x1+Ux2 с xi ∈ N , имеем 0 = EN (xU) = x1 и U∗xU = x2 ∈ N . Наконец, U2 = I, или, эквивалентно,
U = U∗; в противном случае множество {I, U, U2} будет ортонормированным в M относительно
EN вопреки предположению, что [M : N ] = 2. Таким образом, отображение σ : N  x �−→ σ(x) =
UxU∗ ∈ N есть внешний автоморфизм N и отсюда следует изоморфизм утверждения.

Из примера 3.11 и теоремы Гольдмана вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.16. Предположим, что N ⊂ M —включение факторов типа II1 индекса [M :
N ] = 2. Тогда N ⊂M обладает U -свойством.

Замечание 3.17. Как отмечено в [18], естественно ожидать, что если N ⊂ M — II1-факторы
конечного (в частности, целого) индекса [M : N ], то M и N имеют много общих свойств или даже
изоморфны. Например, согласно фундаментальной теореме Конна (см. [3–5]) M гиперконечен в
том и только том случае, если N обладает этим свойством. С другой стороны, Конн доказал
существование фактора N типа II1 с автоморфизмом σ периода 2 такого, что если M = N �σ Z2,
то χ(M) �= χ(N), где χ—инвариант Конна. Таким образом, N ⊂ M обладает U -свойством, но
M �� N .

Следующий пример— обобщение примеров 3.11 и 3.14.
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Пример 3.18. Пусть P — II1-фактор, а G—конечная группа, действующая внешними автомор-
физмами P . Пусть H � G—подгруппа, M = P � G и N = P � H — соответствующие факторы
скрещенного произведения. Тогда N ⊂M обладает U -свойством. Напомним, что [M : N ] = [G : H].

Следствие 3.19. Предположим, что N ⊂ M —включение факторов типа II1 индекса [M :
N ] = 3. Тогда N ⊂M обладает U -свойством и существует внешнее действие σ группы Z3 на
N такое, что

(N ⊂M) ∼= (N ⊂ N �σ Z3).

В заключение этого пункта приведем примеры подфакторов, не обладающих U -свойством.
С этой целью напомним сначала (см. [9, 23]), что если M —фактор типа II1 с проекцией f ∈

P(M) такой, что 0 < τ(f) � 1
2 , и если существует изоморфизм θ : fMf −→ (I − f)M(I − f)

(эквивалентно, 1−τ(f)
τ(f) принадлежит фундаментальной группе F(M) фактора M), то, обозначая

через N = {x ⊕ θ(x) : x ∈ fMf}, назовем подфактор N ⊂ M локально тривиальным. Заметим,
что в силу формулы Джонса (см. [9])

[M : N ] =
∑
i∈I

[Mpi : Npi ]
τ(pi)

для любого разбиения единицы {pi}i∈I из проекторов в N , так что если τ(f) = 1
2 − 1

2

√
n−4
n , то

[M : N ] = n.
С другой стороны, в [23] введено множество

Λ(M,N) = {α ∈ R+ : ∃p ∈ P(M) s.t. EN (p) = αI}
относительных размерностей проекторов M относительно подфактора N и показано, что для ло-
кально тривиального подфактора N ⊂M справедливо тождество

Λ(M,N) = {0} ∪
{
Pk−1([M : N ]−1)/[M : N ]Pk([M : N ]−1) : k � 0

}
∪
{
t, 1 − t

}
∪
{
Pk([M : N ]−1)/Pk−1([M : N ]−1) : k � 0

}
,

где Pn, n � −1, — полиномы Джонса, рекуррентно определенные как P−1 ≡ 1, P0 ≡ 1, Pn+1(x) =
Pn(x) − xPn−1(x) для всех n > 0. В частности,

Λ(M,N) ∩ ]t, 1 − t[ = ∅.
Если теперь [M : N ] > 4, а значит t < 1

2 , то t < 2 1
[M :N ] = 2τ(eMN ) < 1 − t.

Теорема 3.20. Для локально тривиального подфактора N ⊂ M индекса [M : N ] > 4 имеем
u(N ⊂M) = 1. В частности, N ⊂M не обладает U -свойством.

Следствие 3.21. Пусть N ⊂ M — II1-факторы целого индекса [M : N ] > 4. Пусть N ⊂
M ⊂e1 M1 ⊂ . . .—ассоциированная башня факторов Джонса. Предположим, что N ′ ∩Mk =
Alg{I, e1, . . . , ek} при всех k � 0, т.е. N ⊂ M имеет стандартный граф ΓM,N = A∞. Тогда
N ⊂M не обладает U -свойством.

Доказательство. Обозначая через M∞ =
∞⋃
i=1

Mi обертывающую алгебру включения N ⊂ M ,

имеем
vN(ei)i�1 = N ′ ∩M∞, vN(ei)i�2 = M ′ ∩M∞;

кроме того, полагая

Ñ = (N ′ ∩M∞)′ ∩M∞, M̃ = (M ′ ∩M∞)′ ∩M∞,

получаем включение факторов типа II1 индекса Джонса [M̃ : Ñ ] = [M : N ] такое, что

Ñ ⊂ M̃
∪ ∪
N ⊂ M
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— невырожденный коммутативный квадрат. Но в силу [28, 7.7] включение Ñ ⊂ M̃ локально
тривиально и u(Ñ ⊂ M̃) = 1. Поскольку 1 � u(N ⊂ M) � u(Ñ ⊂ M̃), то также получаем
u(N ⊂M) = 1, и N ⊂M не обладает U -свойством.

Следующий пример— пример неприводимого целого включения N ⊂M без U -свойства.

Пример 3.22. Пусть N s ⊂ M s, s ∈ {4 cos2(πn : n � 4} ∪ [4,∞)—неприводимые подфакторы
индекса Джонса [M s : N s] = s, построенные в [28] с помощью марковских следов на некоторых
универсальных алгебрах, ассоциированных с некоторой алгеброй Q (например, Q = L∞(T ) или
L(F∞)— II1-фактор свободной группы бесконечного ранга) и с проекторами Джонса. Тогда для
целого индекса s � 5 включение N s ⊂ M s не обладает U -свойством. В самом деле, при s � 5
имеем ΓMs,Ns = A∞, и утверждение следует из предыдущего следствия.

3.3. Дальнейшие свойства.

Предложение 3.23. Предположим, что P ⊂ N и N ⊂ M —включения факторов типа II1,
обладающих U -свойством. Тогда подфактор P ⊂M также обладает U -свойством.

Доказательство. Пусть {nj}nj=1 и {mi}mi=1 —U -ортормированные базисы N над P и M над N со-
ответственно. Заметим, что n = [N : P ] и m = [M : N ]. Тогда {minj}m,ni,j=1 —U -ортонормированный
базис M над N . В самом деле, очевидно, что minj ∈ U(M); с другой стороны,

EP
(
(minj)∗mi′nj′

)
= EPEN (n∗jm

∗
imi′nj′) = EP (n∗jEN (m∗

imi′)nj′) = δi,i′EP (n∗jnj′) = δi,i′δj,j′I.

Предложение доказано.

Предложение 3.24. Пусть N ⊂ M обладает U -свойством. Тогда M ⊂ M1 также обладает
U -свойством.

Доказательство. Пусть {ej}n−1
j=0 —разбиение единицы в J(M1,M), а ω—простой корень степени

n из единицы. Рассмотрим элементы

m1
j =

n−1∑
k=0

ωjkek, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Тогда

(m1
j )

∗m1
j′ =

n−1∑
k,k′=0

ωjkωj
′k′ekek

′
=

n−1∑
k=0

ω(j′−j)kek,

так что, с одной стороны,

(m1
j )

∗m1
j =

n−1∑
k=0

ek = I

и {m1
j}n−1
j=0 ⊂ U(M1), но с другой стороны, при j �= j′

EM
(
(m1

j )
∗m1

j′
)

=
n−1∑
k=0

ω(j′−j)kEM (ek) = [M : N ]−1
n−1∑
k=0

ω(j′−j)k = 0

и N ⊂M обладает U -свойством.

Из этих двух предложений получаем следующее утверждение.

Следствие 3.25. Если N ⊂ M обладает U -свойством, то включения Mi ⊂ Mj с −1 � i < j
также обладают U -свойством.

Замечание 3.26. U -ортонормированный базис M1 над M , построенный в доказательстве пре-
дыдущего предложения, отличается от базиса, описанного Пимснером и Попа в [19], а именно,
{mjeN}j=1n, где {mj}nj=1 —произвольный U -ортонормированный базис M над N . Это же отно-
сится и к включениям Mi ⊂Mj , как и в предыдущем следствии.



118 Т. ЧЕККЕРИНИ-ЗИЛЬБЕРШТЕЙН

Вообще говоря, пока мы не в состоянии доказать свойство наследственности для тоннеля. Ко-
нечно, если [M : N ] принадлежит фундаментальной группе F (N ⊂M) или включение стабильно,
а именно, (N ⊂M) ⊗R ∼= (N ⊂M), где R— гиперконечный II1-фактор, то если N ⊂M обладает
U -свойством, то N1 ⊂M также обладает U -свойством, что вытекает из двойственности Такесаки.
Тем не менее, не ясно как строить U -ортонормированный базис для N1 ⊂ N (или, эквивалентно,
разбиение единицы в J(M,N)) исходя из U -ортонормированного базиса для N ⊂ M . Поэтому
поставим следующую задачу.

Проблема 3.27. Пусть N ⊂ M обладает U-свойством. Фиксируем e ∈ J(M,N) и положим
N1 = {e}′∩N , так что N1 ⊂ N ⊂M Э— первый шаг при выборе тоннеля. Доказать, что включение
N1 ⊂ N также обладает U -свойством.

В качестве частного результата в решение поставленной задачи приведем следующее предложе-
ние.

Предложение 3.28. Пусть N ⊂ M —целое включение и существует p ∈ P(N) такой, что
1

τ(p) ∈ N и Np ⊂Mp обладает U -свойством. Тогда N ⊂M обладает U -свойством.

Доказательство. Пусть p1 = p, . . . , pn, где n = 1
τ(p) , — взаимно ортогональные проекторы в

N такие, что τ(pi) = τ(p), i = 1, 2, . . . , n. Пусть {uj}kj=1 ⊂ U(Mp) (с k = [M : N ]) —U -
ортонормированный базис Mp над Np, а {vi}ni=1 —частичные изометрии такие, что viv

∗
i = p1

и v∗i vi = pi для всех i. Тогда, полагая Uj =
n∑
i=0

v∗i ujvi, легко проверяем, что {Uj}kj=1 —U -

ортонормированный базис M над N .

3.4. Итерирование основной конструкции и цикличность.

Определение 3.29. U -ортонормированный базис {mj}n−1
j=0 фактора M над N с m0 = I называ-

ется циклическим (является CU -ортогональным базисом), если существует унитарный элемент
u ∈ U(M) такой, что un = I и mj = uj при всех j = 0, . . . , n−1. В этом случае говорят, что N ⊂M
обладает CU -свойство.

Определение 3.30. Разбиение единицы {ek}n−1
k=0 в J(M,N) называется циклическим, если су-

ществуют унитарные элементы u ∈ U(N) такие, что un = I и ek = uke0u
−k.

Существует аналог теоремы 3.7, который приведем здесь без доказательства.

Теорема 3.31. Следующие условия эквивалентны:
(i) ∃{mj}nj=1 ⊂ U(M)—CU -ортонормированный базис M над N (т.е. N ⊂M обладает CU -
свойством).

(ii) ∃{ej}nj=1 ⊂ J(M1,M)—циклическое разбиение единицы в M1, образованное проекторами
Джонса.

Кроме того, для подфактора N ⊂ M существует взаимно однозначное соответствие между
множеством CU -ортонормированных базисов M над N и множеством циклических разбиений
единицы в J(M1,M).

Следующий результат является в некотором смысле неожиданным: он утверждает, что с точно-
стью до двойственности Такесаки U -свойство эквивалентно CU -свойству. Он будет рассмотрен в
следующем разделе. Тем не менее, отметим, что его доказательство неявно содержится в доказа-
тельстве теоремы 3.7, поэтому оно не будет проводиться.

Предложение 3.32. Предположим, что N ⊂ M обладает U -свойством. Тогда M ⊂ M1 об-
ладает CU -свойством. Более общо, Mi ⊂Mj обладает CU -свойством при всех 0 � i < j.

Определение 3.33. Два разбиения единицы {ek}n−1
k=0 и {fk}n−1

k=0 в J(M,N) называются сопря-
женными (соответственно, N -сопряженными), если существуют унитарные элементы u ∈ U(M)
(соответственно, U(N)) такие, что с точностью до перестановки индексов

ueiu∗ = f i при i = 0, 1, . . . , n− 1.
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Предложение 3.34. Пусть N ⊂ M обладает CU -свойством и {ui}n−1
i=0 —CU -ортонормиро-

ванный базис. Пусть A = Alg(u) и B = Alg(u, e1), e1—проектор Джонса eMN в M1. Тогда
B ∼= M(n,C) и ⎛⎝M ⊂ M1

∪ ∪
A ⊂ B

⎞⎠
—коммутативный квадрат. Кроме того, если x ∈ B ортогонален A относительно следа, то
он также ортогонален всему M .

Доказательство. Множество {ei,j = uie1u
j}n−1
i,j=0, как это непосредственно проверяется, есть си-

стема матричных единиц в M1, а следовательно оно порождает *-подалгебру B̂ в M1, изоморфную

M(n,C). Так как e0,0 = e1 и
n−1∑
i=0

ei+1,i = uI = u, то на самом деле B̂ = B.

Для того, чтобы показать, что эти четыре алгебры образуют коммутативный квадрат, проверим,
что EM (B) = A. Однако

EM (ei,j) = EM (uie1uj) = uiEM (e1)uj =
1
n
ui−j ∈ A;

поскольку на самом деле A = spanC

〈
ui : i = 0, . . . , n− 1

〉
, то отсюда получаем утверждение.

Наконец, предположим, что x ∈ B ортогонален A относительно следа, т.е. τ(xui) = 0 при всех
i = 0, . . . , n − 1. Для того чтобы показать, что x ортогонален M , нужно доказать, что τ(xm) = 0
при всех m ∈ M . Пусть m—элемент M . Так как {uk}n−1

k=0 —ортогональный базис в M над N ,

то существуют (единственные) элементы nk ∈ N (а именно, EN (ukm)) такие, что m =
n−1∑
k=0

uknk.

Поэтому

τ(xm) = τ

(
x

n−1∑
k=0

uknk

)
=

n−1∑
k=0

τ(xuk)τ(nk) = 0,

где на предпоследнем шаге использовалась характеризация коммутативных квадратов (см. [7,
27]).

Следствие 3.35. При выполнении предыдущих условий и при тех же обозначениях пусть
A1—максимальная абелева подалгебра в B такая, что⎛⎝A ⊂ B

∪ ∪
CI ⊂ A1

⎞⎠
—коммутативный квадрат, т.е. A1 ортогональна A. Пусть {fj}n−1

j=0 —разбиение единицы в
A1, образованное эквивалентными проекторами, а ω—корень степени n из единицы. Тогда,

полагая v =
n−1∑
j=0
, получаем, что семейство {vj}n−1

j=o является U -ортонормированным базисом

M1 над M .

3.5. Устойчивость. Пусть N ⊂M —включение факторов типа II1. Пусть задано конечное семей-
ство {e1, e2, . . . , en} ⊂ P(M) взаимно ортогональных проекторов в M , которые «почти» являются
проекторами Джонса (в том смысле, что их условное ожидание EN (ej) близко к скалярному, а
именно, обратное к индексу [M : N ]). Спрашивается, можно ли отсюда вывести, что тогда суще-
ствует семейство взаимно ортогональных проекторов Джонса той же мощности или, эквивалентно,
что u(N ⊂M) � n?
Это представляется правдоподобным; поэтому сформулируем следующую гипотезу.

Гипотеза 3.36. Пусть s ∈ R+. Тогда существует ε = ε(s) такое, что если N ⊂ M —включе-
ние факторов типа II1 конечного индекса [M : N ] = s с взаимно ортогональными проекторами
e1, e2, . . . , ek ∈ M такое, что ‖EN (ei) − s−1I‖2 < ε при всех i, то существуют взаимно ортогональ-
ные проекторы e10, e

2
0, . . . , e

k
0 ∈ M такие, что EN (ei0) = s−1I, т.е. ei0 ∈ J(M,N) при всех i. Кроме
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того, существует f(ε, s) такой, что lim
ε→0

f(ε, s) = 0 и такой, что эти проекторы Джонса близки к

исходным: ‖ei0 − ei‖2 � f(ε, s).

Мы можем доказать ее в специальном случае, соответствующему случаю n = 1 (т.е. с одним
проектором).

Лемма 3.37. Пусть N ⊂M —включение факторов типа II1 конечного индекса [M : N ] = s и
пусть e ∈ P(M)—проектор в M такой, что ‖EN (e)− s−1I‖2 < ε. Тогда существует проектор
Джонса e0 ∈ P(M), т.е. EN (e0) = s−1I, такой, что ‖e− e0‖2 <

√
ε+ s(

√
ε+ ε).

Доказательство. Заметим сначала, что

|τ(e) − s−1| = |τ(EN (e)) − s−1| = ‖EN (e) − s−1I‖1 � ‖EN (e) − s−1I‖2 < ε.

Если τ(e) � s−1 (соответственно, τ(e) � s−1), то существует проектор e′ � e (соответственно,
e′ � e) такой, что τ(e′) = s−1. Пусть e0 ∈ J(M,N)—проектор Джонса. Тогда e′ ∼ e0 в M и
существует частичная изометрия v ∈ M такая, что vv∗ = e′ и v∗v = e0. Определим m = sEN (v);
тогда me0 = v и me0m∗ = vv∗ = e′. Применяя EN , получаем таким образом, что s−1mm∗ = EN (e′).
Теперь

‖EN (e′) − EN (e)‖2 � ‖e′ − e‖2 = |τ(e′) − τ(e)| 12 = |τ(e′) − s−1| 12 < ε
1
2 ;

тогда

‖mm∗ − I‖2 = s‖s−1mm∗ − s−1I‖2 = s‖EN (e′) − s−1I‖2 � s‖EN (e′) − EN (e) + EN (e) − s−1I‖2

� s
(‖EN (e′) − EN (e)‖2 + ‖EN (e) − s−1I‖2

)
� s(ε

1
2 + ε).

Пусть теперь m = v′|m|—полярное разложение m. Продолжим v′ до унитарного элемента в M ,
также обозначаемого через v′, и определим e0 = v′e0v′∗. Тогда e0 —проектор Джонса в M и

‖e0 − e′‖2 = ‖v′e0v′∗ −me0m
∗‖2 = ‖v′e0v′∗ − v′|m|e0|m|v′∗‖2 = ‖v′e0v′∗ − v′e0m∗mv′∗‖2

= ‖v′e0(I −m∗m)v′∗‖2 � ‖I −m∗m‖ � ‖I −mm∗‖ � s(ε
1
2 + ε),

‖e− e0‖2 � ‖e− e′‖2 + ‖e′ − e0‖2 � ε
1
2 + s(ε

1
2 + ε).

Лемма доказана.

4. АЛГЕБРЫ ХОПФА И РЕГУЛЯРНЫЕ ПОДФАКТОРЫ

Напомним, что конечномерная *-алгебра Хопфа H —это конечномерная C∗-алгебра, снабженная
линейными отображениями
(a) Δ : H −→ H ⊗H (коумножение),
(b) ε : H −→ C (коединица),
(c) S : H −→ H (антипод),

где Δ и ε— гомоморфизмы C∗-алгебр, S—*-сохраняющая антимультипликативная инволюция,
удовлетворяющая следующим тождествам:
(a) (Δ ⊗ idH)Δ = (idH ⊗Δ)Δ,
(b) (ε⊗ idH)Δ = idH = (idH ⊗ε)Δ,
(c) m(S ⊗ idH)Δ = ε = m(idH ⊗S),

где m : H ⊗H −→ H —умножение.
Простейшим примером является групповая алгебра C[G] конечной группы G с Δ(g) = g ⊗ g,

ε(g) = 1, S(g) = g−1.
Пусть H0 —пространство линейных функционалов на H. Тогда H0 снабжается структурой *-

алгебры Хопфа следующим образом:
(a) (φψ)(h) = (φ⊗ ψ)Δ(h),
(b) φ∗(h) = φ(S(h∗)),
(c) Δ0(φ)(h⊗ k) = φ(hk),
(d) ε0(φ) = φ(I),
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(e) S0(φ)(h) = φ(S(h)).
Действие *-алгебры Хопфа H на II1-факторе N —это билинейное отображение · : H ×N −→ N

такое, что

(a) h · IN = ε(h),
(b) I · x = x,
(c) hg · x = h · ((g · x),
(d) h · xy =

∑
i(h

L
i · x)(hRi · y),

(e) (h · x)∗ = S(h∗) · x∗
при всех h, g ∈ H и x, y ∈ N , где Δ(h) =

∑
i
hLi ⊗hRi . Для такого действия скрещенное произведение

N � H —это унитальная *-алгебра такая, что как векторное пространство она есть N ⊗ H и
снабжена умножением и *-операцией, определенными следующим образом:

(a) (x⊗ h)(y ⊗ k) =
∑
i
x(hLi · y) ⊗ hRi g;

(b) (x⊗ h)∗ =
∑

i(h
L
i )∗ · x∗ ⊗ (hRi )∗.

Дуальное действие H0 на скрещенном произведении определяется как

φ · (x⊗ h) = x⊗ (idH ⊗φ)(Δ(h)).

Шимански [31] доказал следующий факт, впервые анонсированный Окнеану [16].

Теорема 4.1. Предположим, что N ⊂ M — II1-факторы конечного индекса Джонса [M : N ]
такие, что N ′ ∩M = CI, и N ′ ∩M2 простой. Тогда M ′ ∩M2 допускает естественную струк-
туру *-алгебры Хопфа и действует на M1 таким образом, что получающееся скрещенное
произведение естественно изоморфно M2.

Напомним теперь понятия регулярного подфактора и алгебры Картана (см., например, [20,
22].

Определение 4.2. Для включения N ⊂M факторов типа II1 фактор N называется регулярным
подфактором M , если нормализатор N в M

NM (N) = {u ∈ U(M) : uNn∗ = N}
порождает M как алгебру фон Неймана, т.е. NM (N)′′ = M .
Кроме того, пусть

GNM (N) = {v ∈M : v—частичная изометрия, vv∗, v∗v ∈ N, vNv∗ = Nv∗v}
—нормализующий группоид N в M .

Замечание 4.3. Так как M конечен, то v ∈ GNM (N) в том и только том случае, если суще-
ствуют унитарный элемент u ∈ NM (N) и проектор p ∈ N такие, что v = up (см., например, [9]).

Определение 4.4. Максимальная абелева *-подалгебра A II1-фактора M называется подалге-
брой Картана, если нормализатор

NM (A) = {u ∈ U(M) : uAu∗ = A}
A в M порождает M как алгебру фон Неймана, а именно, NM (A)′′ = M , или, эквивалентно,
NM (A) ‖ · ‖2-плотно в M .

Теорема 4.5. Предположим, что N —регулярный подфактор II1-фактора M . Тогда N ⊂M
обладает U -свойством. В частности, индекс Джонса— либо целый, либо бесконечный: [M :
N ] ∈ N ∪ {+∞}.
Доказательство. Пусть {mj}j∈J —максимальное семейство унитарных элементов в NM (N) та-

кое, что {Nmj}j∈J взаимно ортогональны относительно следа. Если
⊕∑
j∈J

Nmj = M , то все доказа-

но. В противном случае, в силу [23], существует частичная изометрия v ∈ GNM (N), ортогональная
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⊕∑
j∈J

Nmj . Положим

W =

⎧⎨⎩w ∈ GNM (N) : w ортогонален
⊕∑
j∈J

Nmj , wv
∗v = v

⎫⎬⎭ .

Тогда для данных w1, w2 ∈W пишем w1 � w2 если w2w
∗
1w1 = w1, т.е. если w2 —продолжение w1.

Тогда, очевидно, (W,�) индуктивно упорядочено, так что можно выбрать максимальный элемент
в w ∈ W . В силу максимальности семейства {mj}j∈J получаем, что w не унитарен. Пусть, далее,
p ∈ P(N)—проектор такой, что p � I − w∗w и τ(p)−1 ∈ N . Рассмотрим включение Np ⊂ Mp.
Утверждается, что существует U -ортонормированный базис {nj}j∈J в Mp над Np. В самом деле,
в силу регулярности, mjpm

∗
j принадлежит P(N) и mjpm

∗
j ∼ p. Таким образом, существуют wj ∈

U(N) такие, что wj(mjpm
∗
j )w

∗
j = wjw

∗
j = p. Тогда элементы nj := wjmj принадлежат GNM (N)

и унитарны как элементы Mp. Также легко видеть, что {Npnj}j∈J взаимно ортогональны в Mp.

Если
⊕∑
j∈J

Npnj �= Mp, то пусть w0 ∈ GNMp(Np)—ненулевая частичная изометрия, ортогональная

всем Npnj . Если v0 —частичная изометрия в GNM (N) такая, что v∗0v0 = w0w
∗
0 и v0v∗0 � I − ww∗

(это возможно, поскольку τ(w0w
∗
0) � τ(p) � τ(I − w∗w) = τ(I − ww∗)), то w + v0w0 принадлежит

W и мажорирует w вопреки максимальности w.
Предположим, что τ(p)−1 = n. Пусть p1 = p, . . . , pn—попарно ортогональные проекторы в

N такие, что τ(pi) = τ(p) при i = 1, 2, . . . , n. Пусть {vi}ni=1 —частичные изометрии такие, что

viv
∗
i = p1 и v∗i vi = pi при всех i. Тогда, полагая Uj =

n∑
i=0

v∗i njvi, легко проверяем, что {Uj}j∈J есть

U -ортонормированный базис в M над N . Наконец, тот факт, что [M : N ] = card(J), следует из
N ∪ {+∞}.
Теорема 4.6. Пусть N —регулярный подфактор II1-фактора M и пусть [M : N ] = n коне-

чен. Тогда существует *-алгебра Хопфа H, действующая на N внешними автоморфизмами,
такая, что (N ⊂M) ∼= (N ⊂ N �H).

Доказательство. Пусть N ⊂M ⊂eM
N ⊂M1 ⊂ . . .—башня Джонса, ассоциированная с включением

N ⊂M . Так как N регулярен, то

N ′ ∩M1 = Alg
{
eMN (1) = eMN , e

M
N (2), . . . , eMN (n)

}
= span

{
eMN (1) = eMN , e

M
N (2), . . . , eMN (n)

}
,

где eMN (i) = mje
M
Nm

∗
j . С другой стороны,

N ′ ∩M2 = Alg
{
eMN (i), eM1

M (j) : 1 � i, j � n
} ∼= M(n,C),

где

eM1
M (j) = vje

M1
M v∗j , vj =

n∑
k=1

ωkjeMN (k).

Значит, N ′ ∩M2 —простой и по теореме Шимански (теорема 4.1) M ′ ∩M2 допускает структуру
*-алгебры Хопфа и действует на M1 таким образом, что получающееся скрещенное произведение
естественно изоморфно M2. Так как

(M1 ⊂M2) ∼= (N ⊂M) ⊗M(n,C),

то получаем утверждение теоремы.

Теорема 4.7. Пусть N ⊂ M обладает U -свойством и пусть [M : N ] = n. Тогда, обо-
значая через N ⊂ M ⊂eM

N M1 ⊂e
M1
M M2 башню Джонса вплоть до M2 и полагая B =

Alg
〈
eM1
M (j), j = 1, 2, . . . , n

〉
, получаем, что B допускает естественную структуру *-алгебры

Хопфа и действует на M1 таким образом, что соответствующее скрещенное произведение
изоморфно M2.
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Доказательство. Обозначим через

A = Alg
〈
eMN (i) : i = 1, 2, . . . , n

〉
=

n⊕
i=1

CeMN (i),

B = Alg
〈
eM1
M (j) : j = 1, 2, . . . , n

〉
=

n⊕
j=1

CeM1
M (j)

алгебры, порожденные проекторами Джонса в M1, а именно, eMN (i) = m∗
i e
M
Nmi (где {mi}ni=1 —

U -ортогональный базис M над N), и в M2, а именно, eM1
M (j) = vjeM1

M (vj)∗ (где vj =
n∑
k=1

ωjkeMN (k),

ω—простой корень степени n из единицы).
Определим билиненую форму 〈 , 〉 : A×B −→ C как

〈a, b〉 = n2τ(aeM1
M eMN b), a ∈ A, b ∈ B.

Тогда 〈 , 〉 устанавливает двойственность между A и B; в самом деле,〈
eMN (i), eM1

M (j)
〉

= n2τ(eMN (i)eM1
M eMN e

M1
M (j)) = n2τ(eMN (i)eM1

M eMN v
jeM1
M (vj)∗)

= n2
∑
t,t′

ωj(t−t
′)τ(eMN (i)eM1

M eMN e
M
N (t)eM1

M eMN (t′))

= n2
∑
t,t′

ωj(t−t
′)δi,t′δt,0τ(eMN (i)eM1

M eMN e
M
N (t)eM1

M eMN (t′))

= n2ω−jiτ(eMN (i)eM1
M eMN e

M1
M ) = nω−jiτ(eMN (i)eM1

M ) = nω−jiτ(mieMN (mi)∗eM1
M )

= nω−jiτ(eMN e
M1
M ) = nω−jiτ(eMN e

M1
M eMN ) = ω−jiτ(eMN ) =

1
n
ω−ji.

Обозначим через {wα}nα=1 базис B, двойственный к {eMN (i)}ni=1 относительно 〈 , 〉, т.е.〈
eMN (i), wα

〉
= δi,α; тогда

wα =
n∑
j=1

ωαjeM1
M (j).

Теперь можно определить структуру *-алгебры Хопфа на B. Определим коумножение Δ : B −→
B ⊗ B, коединицу ε : B −→ C и антипод S : B −→ B как линейные отображения, определенные
следующим образом:
(a) Δ(wα) = wα ⊗ wα,
(b) ε(eM1

M (j)) = δj,0,
(c) S(eM1

M (j)) = eM1
M (j).

Тогда B, снабженная ее структурой *-алгебры, коумножением Δ, коединицей ε и антиподом S,
есть (конечномерная) *-алгебра Хопфа.
Как следствие, A с ее естественной структурой *-алгебры, коумножением, коединицей и анти-

подом, определенными как дуальные к умножению, единице и антиподу в B относительно двой-
ственности 〈 , 〉, имеет структуру *-алгебры Хопфа, двойственной к B.
Определим теперь билинейное отображение

B ×M1  (b, x) → b · x = nEM1(bxe
M1
M ).

Тогда wαx = (wα · x)wα; это легко проверяется сначала для x = eMN , а затем заметить, что любой
x ∈M1 имеет вид x =

∑
l

yle
M
N zl при некоторых yl, zl ∈M . Кроме того, это отображение есть левое

действие B на M1. Тогда, обозначая через M1 � B соответствующее скрещенное произведение,
легко проверить, что отображение

φ : M1 �B  x⊗ b→ xb ∈M2

есть *-автоморфизм; это доказывает утверждение.
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Замечание 4.8. Если A ⊂ N ⊂ M —подалгебра Картана в M , то она также является подалге-
брой Картана в N (см. [23]) и N ⊂M обладает U -свойством. В частности, [M : N ] ∈ N. Заметим,
что на самом деле такой базис может быть в NM (A). Кроме того, N ⊂ M неприводимо. В самом
деле,

N ′ ∩M ⊂ A′ ∩M = A ⊂ N

а потому N ′ ∩M ⊂ N ′ ∩N = CI.

Следствие 4.9. Пусть задано включение N ⊂ M факторов типа II1 конечного индек-
са Джонса [M : N ] = n. Предположим, что либо существует общая подалгебра Картана
A ⊂ N ⊂M , либо N Э— регулярный подфактор. Тогда

N ⊂M ∼= N ⊂ N �B,

где N � B—скрещенное произведение N на конечномерную *-алгебру Хопфа B с dim(B) = n,
действующей на N .
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Целью данной работы является проверка справедливости основной теоремы аффинной геомет-
рии над кольцами с инвариантным базисным числом. Классический вариант основной теоремы
аффинной геометрии можно найти в [4,23]. Первые обобщения были сделаны в [24,26]. Дальней-
шие результаты были получены в [1,5–10, 12–15, 18,21, 22,25,28,29].

1. О КОЛЬЦАХ С ИНВАРИАНТНЫМ БАЗИСНЫМ ЧИСЛОМ

Свободный R-модуль RM имеет ранг (размерность) n, если RM ∼= Rn. Этот факт будем обо-
значать через dimRM = n. В общем случае ранг (размерность) не определяется однозначно
(см. [11,16,20,30]. Известно, что бесконечный ранг определяется однозначно (см. [11]); это наводит
на последовательность следующих ограничений на R (см. [10, 11, 16, 17]):
(c1) ранг любого свободного R-модуля определяется однозначно;
(c2) свободный R-модуль конечного ранга n не может быть порожден менее чем n элементами;
(c3) в свободном R-модуле ранга n <∞ каждое порождающее множество из n элементов является

базисом.
Ясно, что справедливы импликации

(c3) =⇒ (c2) =⇒ (c1).

Условие (c1) известно как условие инвариантности базисного числа. Кольца, удовлетворяющие
условию (c1), называются IBN-кольцами (invariant basis number). Обозначим через [IBN] класс
колец со свойством (c1), через [IB] —класс колец со свойством (c2), через [IN] —класс колец со
свойством (c3). Тогда

[IB] ⊂ [IN] ⊂ [IBN],
причем включения строгие (см. [2,27]).

Перефразируем теперь условия (c1)–(c3) следующим образом: если свободный модуль Fn ранга
n имеет также m образующих, то имеем точную последовательность

0 −→ RM −→ Fm −→ Fn −→ 0,

так как Fm — свободный модуль, Fm ∼= Fn⊕ RM . Следовательно, условия (c1)–(c3) можно перепи-
сать так:
(c̃1) для всех m, n, если Fm ∼= Fn, то m = n;

Работа выполнена при поддержке грантов NATO C.N.R. 220341 и Short Mobility C.N.R. 140.4.
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(c̃2) для всех m, n, если Fm ∼= Fn ⊕ RM , то m � n;
(c̃3) для всех n, если Fn ∼= Fn ⊕ RM , то RM = 0.

Другую возможность дает матричный язык. Для (m × n)-матрицы примем обозначения Am×n,
т.е. условия:

(αm,n) существуют матрицы Am,n, Bn,m, для которых Am,n ·Bn,m = Bn,m ·Am,n = E;
(βm,n) существуют матрицы Am,n, Bn,m, для которых Am,n ·Bn,m = E;
(γn) существуют матрицы An,n, Bn,n, для которых An,n ·Bn,n = E, Bn,n ·An,n 	= E.

Рассматривая эти матрицы как матрицы перехода от одного базиса к другому, находим:

(c1) ⇐⇒ из (αm,n) следует m = n;

(c2) ⇐⇒ из (βm,n) следует m � n;

(c3) ⇐⇒ (γn) не имеет места ни для какого n � 1.

Для полноты изложения приведем некоторые известные факты (см., например, [10,27]).

(1) Нетерово кольцо удовлетворяет условию (c3) (и (c2), (c1)).
(2) Классы колец [IB], [IN], [IBN] замкнуты относительно прямого и обратного предела.
(3) Классы колец [IB] и [IN] замкнуты относительно гомоморфизмов.
(4) Утверждение, аналогичное (3), не верно для класса [IBN].
(5) Если кольцо принадлежит одному из классов [IB], [IN], [IBN], то любое его ненулевое под-

кольцо также принадлежит этому классу.
(6) Класс коммутативных колец [C] ⊂ [IB].

Следуя П. Кону, назовем кольцо R стабильно свободным, если существуют свободные модули
F и F1, для которых F ∼= F1 ⊕ RM .

(7) Если кольцо R (	= 0) таково, что каждый стабильно свободный модуль свободен, то условия
(c1), (c2), (c3) совпадают.

(8) Групповая алгебра любой группы над полем характеристики нуль удовлетворяет условию (c3).

Проводимые выше рассуждения наводят на следующую известную задачу: для каких колец
uv = 1 ⇐⇒ vu = 1. Ненулевое кольцо R назовем DF-кольцом, если для любых u, v ∈ R имеем
uv = 1 =⇒ vu = 1. Обозначим класс DF-колец через [DF].

В историческом плане отметим работу Ж. Шепердсона [30]. Отвечая на вопрос, существует
ли такое кольцо R, что в R нет делителей нуля, а в кольце квадратных матриц M2(R) имеются
элементы A, B, X такие, что AB = E, AX = 0, Ж. Шепердсон построил кольцо R ∈ [DF] и нашел
элементы A,B ∈ M2(R), для которых AB = E, BA 	= E, т.е. M2(R) /∈ [DF]. Отсюда, положив
X = BA− E, находим A(BA− E) = 0.

Этот пример наводит на следующее определение. Кольцо R назовем D-кольцом, если кольцо
(n × n)-матриц Mn(R) ∈ [DF] для любого n ∈ N . Класс D-колец обозначим через [D]. Примем
обозначение [BN] := [D] ∩ [IBN].

В дальнейшем En — единичная (n×n)-матрица, Ok,e —нулевая (k×l)-матрица. Если RM = Fn —

свободный модуль, e1, . . . , en —базис Fn, u1, . . . , uk ∈ Fn —произвольные элементы, ui =
n∑
j=1

aijej ,

то (k × n)-матрица Ak,n = (aij , j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k) является матрицей представления
элементов ui, i = 1, . . . , k.

Предложение 1. Пусть Fn— свободный R-модуль ранга n, R ∈ [D]. Если u1, . . . , uk —поро-
ждающее множество, то k � n. Если k = n, то u1, . . . , uk —базис.

Доказательство. Пусть k < n и Ak,n = (aij) —матрица представления элементов u1, . . . , uk.

С другой стороны, если eμ =
k∑
γ=1

βμγuγ , то неоднозначно определяется (n × k)-матрица Bn,k =

(bμγ , 1 � μ � n, 1 � γ � k). Следовательно, BA—матрица представления e1, . . . , en относительно
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того же базиса:

eμ =
k∑
i=1

βμiui =
k∑
i=1

βμi

n∑
j=1

aijej =
n∑
j=1

( k∑
i=1

βμiaij

)
ej =⇒ BA = En.

Примем обозначения

A1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11, a12, . . . , a1n

a21, a22, . . . , a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1, ak2, . . . , akn

On−k,n

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , B1 =

⎛⎜⎜⎝
b11, b12, . . . , b1n
b21, b22, . . . , b2n
. . . . . . . . . . . . . . . .
bk1, bk2, . . . , bkn

On,n−k

⎞⎟⎟⎠ .
Тогда A1, B1 ∈Mn(R), B1A1 = BA = En =⇒ A1B1 = E. Имеем

A1B1 =
(
AB 0
0 On−k,n−k

)
	= E.

Следовательно, k � n. Предположим теперь, что k = n. Так как A,B ∈ Mn(R), BA = En и
Mn(R) ∈ [DF], имеем BA = E. Поэтому B = A−1, т.е. элементы u1, . . . , un относительно базиса
e1, . . . , en имеют матрицей представления обратимую матрицу и, следовательно, u1, . . . , un —базис
для Fn. Предложение доказано.

Таким образом, имеем

[IN] ⊂ [IBN]
∪ ∪

[C] ⊂ [IB] ⊂ [BN] = [D] ∩ [IBN]
∩
[D] ⊂ [DF]

2. АФФИННАЯ ГЕОМЕТРИЯ МОДУЛЕЙ

Классическая проективная геометрия PG(FM) над полем F реализуется как модулярная ре-
шетка подпространств, а аффинная геометрия AG(FM) —как полумодулярная решетка смежных
классов.

Пусть A—линейная алгебра над (ассоциаттивным) кольцом R. Рассмотрим множество CL(A),
состоящее из всех смежных классов по всем подалгебрам и пустого множества ∅. На CL(A)
введем частичный порядок:

X1 � X2 ⇐⇒ X1 ⊆ X2 ∀X1, X2 ∈ CL(A).

Предложение 2 (см. [13]). CL(A) является полной решеткой относительно следующих опе-
раций:

(i)
⋂
α
Uα—теоретико-множественное пересечение;

(ii)
⋃
α
Uα = aβ + 〈Aα, aβ − aα, α ∈ J〉,

где Uα = aα + Aα и Aα—подалгебра A. Решетка подалгебр L(A) есть подрешетка в CL(A) и
L(A) ∼= [∅, A].

Ясно, что решеточный изоморфизм ϕ : CL(RM) → CL(R1
M1) устанавливает биекцию между

модулями ϕ : RM → R1
M1. Из всевозможных изоморфизмов естественно выделить те, для кото-

рых ϕ(0) = 0. Назовем их A-изоморфизмами. Ясно, что отображение Ψ(x) = ϕ(x) − ϕ(a) будет
A-изоморфизмом. Естественно возникает вопрос: когда ограничение A-изоморфизма на RM будет
полулинейным изоморфизмом относительно некоторого изоморфизма σ : R → R1? В случае, когда
R = F — тело, это означает наличие основной теоремы аффинной геометрии. Напомним, что по-
лулинейный изоморфизм модулей f : RM → R1

M1 относительно изоморфизма σ : R → R1 (σ—
полулинейный изоморфизм) определяется следующим образом:

f(α1x1 + α2x2) = σ(α1)f(x1) + σ(α2)f(x2) ∀α1, α2 ∈ R, x1, x2 ∈ RM.
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Сформулируем основную теорему аффинной геометрии для классического случая, т.е. для про-
странств над телами.

Теорема (основная теорема аффинной геометрии, [4,23]). Пусть FM и F 1
M1 —векторные

пространства над телами F и F1, dim FM = dim F 1
M1 � 2 и f : CL(FM) → CL(F 1

M1)—
отображение, при котором f(0) = 0. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) f —решеточный изоморфизм;
(2) f —решеточный гомоморфизм;
(3) если A ⊆ B, то f(A) ⊆ f(B) для любых A,B ∈ CL(FM);
(4) ограничение f на FM является биекцией и коллинеацией;
(5) ограничение f на FM является биекцией, а f и f−1 —коллинеациями;
(6) ограничение f на FM является нетривиальной коллинеацией;
(7) f —полулинейный изоморфизм относительно изоморфизма σ : F → F1.

Эквивалентность условий (1)–(6) проверяется непосредственно. Дополнительных рассуждений
требует лишь проверка отсутствия нетривиальных гомоморфизмов, что достигается аналогично
проективному случаю [19]. Доказать справедливость теоремы означает вывести (7) из наличия
одного из условий (1)–(6). Таким образом, в условиях теоремы фигурируют f , F , аффинная гео-
метрия (решетка) AG(FM) = CL(FM), аффинное пространство Aff(FM) := FM —множество
точек геометрии.

Естественно, при переходе к общим основным кольцам условия (1)–(6) перестают быть эквива-
лентными, и между ними имеется схема зависимостей

(1) ��

��

(2) ��

�� ��
��

��
��

�

��
��

��
�

(3)

��
(5) �� (4) �� (6)

При построении (любой) геометрии первоначальной задачей является задание системы точек, в
нашем случае— аффинного пространства. Для свободного R-модуля аффинное пространство RM
можно трактовать по-разному:

(i) аффинное пространство Ãff(RM) —множество всех унимодулярных элементов RM ;
(ii) аффинное пространство Aff(RM) —множество всех e ∈ RM , для которых Re— свободный

одномерный модуль;
(iii) множество RM можно также трактовать как аффинное пространство, на котором построена

аффинная геометрия CL(RM) —полная полумодулярная решетка смежных классов.

Аффинным пространствам Ãff(RM) и Aff(RM) будут также соответствовать аффинные геомет-
рии ÃG(RM) и AG(RM) как подрешетки CL(RM), натянутые на Ãff(RM) и Aff(RM).

Напомним, что элемент e ∈ RM свободного R-модуля (1 ∈ R) называется унимодулярным, если
существует линейная форма g : RM → R, такая, что g(e) = 1.

Пусть теперь R1
M1 — свободный R1-модуль; f1, f2, f3 —коллинеации между (соответствующи-

ми) аффинными пространствами: (fi(x) ∈ fi(y) ∪ fi(x) ⇐⇒ x ∈ y ∪ z); ϕ1, ϕ2, ϕ3 —решеточные
изоморфизмы между соответствующими аффинными геометриями:
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Ãff(R1
M1) ⊂ Aff(R1

M1) ⊂ R1
M1⏐⏐�f1 ⏐⏐�f2 ⏐⏐�f3

Ãff(RM) ⊂ Aff(RM) ⊂ RM

∩ ∩ ∩
ÃG(RM) ↪→ AG(RM) ↪→ CL(RM)⏐⏐�ϕ1

⏐⏐�ϕ2

⏐⏐�ϕ3

ÃG(R1
M1) ↪→ AG(R1

M1) ↪→ CL(R1
M1)

Наличие различных вариантов основной теоремы аффинной геометрии означает, что соответ-
ствующие fi, ϕi, i = 1, 2, 3, оказываются полулинейными изоморфизмами.

Определение. Если x, y ∈ RM , то смежный класс x ∪ y = x + R(x − y) назовем прямой,
проходящей через x, y. Прямые �1 = x1 +Ry1, �2 = x2 +Ry2 назовем параллельными (обозначение
�1 ‖ �2), если существует свободный подмодуль Re ранга 1, такой что

Ry1 ⊆ Re, Ry2 ⊆ Re.

Замечание 1. Параллельность не является транзитивным свойством. Пусть {e1, e2}—базис
RM . Элемент e = αe1 + e2 унимодулярен, где α—делитель нуля (qα = 0, q 	= 0, α 	= 0). Ес-
ли y = qe, то Ry ⊂ Re. С другой стороны,

qe = q(α1 + e2) = qe2 = y, Ry ⊆ Re2, Re 	= Re2,

Re ‖ Ry, Ry ‖ Re2, Re 	‖ Re2.
Предложение 3. Если в кольце R для некоторого обратимого α элемент α− 1 обратим, то

ÃG(RM) = CL(RM).

Доказательство. Пусть e1, . . . , en —некоторый базис и x =
n∑
i=1

μiei —произвольный элемент. То-

гда
μ1e1 + (α− 1)e2 + · · · + μnen,

μ1e1 + αe2 + · · · + μnen,

(α− 1)e1 + μ2e2 + · · · + μnen,

αe1 + μ2e2 + · · · + μnen

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ∈ Ãff(RM).

Имеем

x ∈ μ1e1 + μ3e3 + · · · + μnen +Re2 = μ1e1 + αe2 + μ3e3 + · · · + μnen +Re2 =

=
[
μ1e1 + (α− 1)e2 + · · · + μnen

] ∪ [μ1e1 + (α− 1)e2 + · · · + μnen
]
;

x ∈
n∑
i=2

μiei +Re1 = αe1 +
n∑
i=2

μiei +Re1 =
(
αe1 +

n∑
i=2

μiei

)
∪
[
(α− 1)e1 +

n∑
i=2

μiei

]
.

Следовательно,

x =
[(
μ1e1 + (α− 1)e2 +

n∑
i=3

μiei

)
∪
(
μ1e1 + αe2 +

n∑
i=3

μiei

)]
∩

∩
[(

(α− 1)e1 +
n∑
i=2

μiei

)
∪
(
αe1 +

n∑
i=2

μiei

)]
=⇒ x ∈ ÃG(RM).

Предложение доказано.
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Пример. Любое одномерное пространство над полем Zp допускает ровно (p − 1)! A-
автоморфизмов, в то время как группа внутренних автоморфизмов имеет порядок p − 1. Сле-
довательно, одномерное пространство над Zp допускает A-автоморфизмы, отличные от обычных.

3. КОЛЛИНЕАЦИИ И РЕШЕТОЧНЫЕ ИЗОМОРФИЗМЫ

Теорема 1. Пусть RM , R1
M1 — свободные модули, R,R1 ∈ [BN], dimRM � 2. Если ϕ : RM →

R1
M1, ϕ(0) = 0— сохраняющая параллельность коллинеация, то существует изоморфизм σ :

R→ R1 такой, что ϕ будет σ-полулинейным изоморфизмом.

Доказательство. Напомним определение коллинеации: x ∈ y ∪ z ⇐⇒ f(x) ∈ f(y) ∪ f(x). Для
произвольного x ∈ RM имеем Rx = 0 ∪ x, f(rx) = R1f(x). Пусть y—унимодулярный элемент, а
x—произвольный элемент из RM . Тогда R1f(y) —максимальный подмодуль ранга 1. Имеем

x+Ry = x ∪ (x+ y), f(x+Ry) = f(x) + f(x) +R
[
f(x+ y) − f(x)

]
.

Так как x+Ry‖Ry, имеем
f(x) +R1

[
f(x+ y) − f(x)

] ‖ R1f(y).

Из того, что R1f(y) —максимальный подмодуль ранга 1, имеем

f(x+Ry) ⊆ f(x) +R1f(y).

Если рассмотреть f−1, то получим обратное включение и, следовательно, f(x+Ry) = f(x)+R1f(y).
Если e1, e2, . . . , en —базис RM , то f(e1), f(e2), . . . , f(en) будет базисом в R1

M1. Действительно,
для произвольного x1 ∈ R1

M1 имеем

f−1(x1) = a1e1 + · · · + anen ∈ a1e1 + · · · + an−1en−1 +Ren,

x1 ∈ f(a1e1 + · · · + an−1en−1) +R1f(en) = f(a1e1 + · · · + an−1en−1) + anen.

Применяя индукцию, находим

x1 = a1f(e1) + · · · + an−1f(en−1) + anf(en).

Тем самым показано, что f(e1), . . . , f(en) —порождающее множество. Так как R,R1 ∈ [BN] и
f−1 —коллинеация, то получаем, что dimR1

M1 = dimRM . Следовательно, f(e1), f(e2), . . . , f(en)
является базисом R1

M1.
Далее, для любых двух базисных элементов e1, e2 ∈ RM имеем

f(e1 + e2) ∈ f(e1) +R1f(e2),
f(e1 + e2) ∈ f(e2) +R1f(e1)

]
=⇒ f(e1 + e2) = f(e1) + f(e2).

Так как образ унимодулярного элемента есть унимодулярный элемент, то для любого a ∈ R
находим

ae ∈ Re =⇒ f(ae) ∈ R1f(e) =⇒ f(ae) = af(e), a ∈ R1.

Таким образом, строится отображение σ : R→ R1, σ(0) = 0, σ(1) = 1, которое, в общем, зависит
от базисного элемента e, т.е. σ = σe. Далее, так как

f(e1 + ae2) = f(e1) + σe2(a)f(e2),

то

f(a1e1 + a2e2) = f(a1e1) + a2f(e2) = σe1(a1)f(e1) + a2f(e2) =

= f(a2e2) + a1f(e1) = σe2(a2)f(e2) + a1f(e1) =⇒
=⇒ f(a1e1) + a2e2) = σe1(a1)f(e1) + σe2(a2)f(e2),

f [a(e1 + e2)] = σe1+e2(a1)
[
f(e1) + f(e2)

]
= σe1+e2(a)f(e1) + σe1+e2(a)f(e1) =

= f(ae1 + ae2) = f(ae1) + f(ae2) = σe1(a)f(e1) + σe2(a)f(e2).

Следовательно,

σe1(a) = σe1+e2(a) = σe2(a) =⇒ σe1 = σe2 = · · · = σen = σei+ej = σ.
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Так как пары {e1, ae1 + e2}, {e2, e1 + ae2} составляют части некоторого базиса, находим

σae1+e2 = σe1 = σe2 = σe1+ae2 = σ.

Далее имеем

f
[
(e1 + a1e2) + a2e2

]
= f(e1) + σ(a1)f(e2) + σ(a2)f(e2) =

= f
[
e1 + (a1 + a2)e2

]
= f(e1) + σ(a1 + a2)f(e2) =⇒

=⇒ σ(a1 + a2) = σ(a1) + σ(a2);

f
[
a1(e1 + a2e2)

]
=σ(a1)f(e1 + a2e2) = σ(a1)f(e1) + σ(a1)σ(a2)f(e2) =

= f(a1e1 + a2e2)=σ(a1)f(e1) + σ(a1a2)f(e2) =⇒ σ(a1a2) = σ(a1)σ(a2).

Таким образом, σ—изоморфизм и

f(a1e1 + a2e2) = σ(a1)f(e1) + σ(a2)f(e2).

Применяя индукцию, находим

f
[ n−1∑
i=1

aiei + anen

]
=

n∑
i=1

σ(ai)f(ei).

Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть RM и R1
M1 — свободные модули, R,R1 ∈ [BN], dimRM � 3. Если

f : Ãff(RM) → Ãff(R1
M1)— сохраняющая параллельность коллинеация, то существует изо-

морфизм σ : R → R1 такой, что для любого унимодулярного элемента e =
n∑
i=1

αiei, где

e1, e2, . . . , en—базис RM , справедливо равенство

f(e) = σ(a1)f(e1) + · · · + σ(an)f(en).

Доказательство. Пусть e ∈ Ãff(RM). Так как f —коллинеация, имеем

f(Re) = f(e ∪ 0) = f(0) ∪ f(e) = R1f(e).

Далее, e1 + e2 ∈ Ãff(RM) и

e1 ∪ (e1 + e2) = e1 +Re2; f
(
e1 ∪ (e1 + e2)

)
= f(e1) +R1

[
f(e1 + e2) − f(e2)

]
.

Так как (e1 +Re2)‖Re2, имеем
f(e1) +R1[f(e1 + e2) − f(e1)]‖R1f(e2).

Далее, так как R1f(e2) —максимальный подмодуль ранга 1, получаем

R1

[
f(e1 + e2) − f(e1)

] ⊆ R1f(e2), f(e1 +Re2) ⊆ f(e1) +R1f(e2).

Следовательно,
f(e1 + e2) = f(e1) + af(e2) = bf(e1) + f(e2).

Покажем, что f(e1), . . . , f(en) —независимая система, более того, базис R1
M1. Пусть

e = a1e1 + a2e2 ∈ Ãff(RM), e =
[
e1 + (a2 − 1)e2

]
+
[
(a1 − 1)e1 + e2

]
e1 + e2.

Если относительно R1[f(e1 + e2) − f(e1)] ⊆ R1f(e2) применим f−1, то находим

R1[f(e1 + e2) − f(e1)] ⊆ R1f(e2).

Поэтому

f(e1 +Re2) = f(e1) +R1f(e2),

f(a1e1 + a2e2) = f(e1 + e2) = f(e1) + k1f(e2) =

= f
(
e1 + (a2 − 1)e2

)
+ k1f

[
(a1 − 1)e1 + e2

]
=

= f(e1) + a′2f(e2) + k1a
′
1f(e1) + k1f(e2), a′1, a

′
2, k1 ∈ R1.
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Предположим справедливость равенств

f
(
e1 +

n−1∑
i=2

aiei

)
= f(e1) +

n−1∑
i=2

kif(ei), f
( n−1∑
i=1

aiei

)
=

n∑
i=1

kif(ei)

и покажем справедливость аналогичных равенств для сумм от n слагаемых. Имеем:

f
(
e1 +

n−1∑
i=2

aiei

)
∈ f
(
e1 +

n−1∑
i=2

aiei +Ren

)
,

f
(
e1

n−1∑
i=2

aiei

)
= f
(
e1 +

n−1∑
i=2

aiei

)
+ kf(en) = f(e1) +

n−1∑
i=2

kif(ei) + kf(en).

Если теперь унимодулярный элемент представим в виде суммы двух унимодулярных элементов

e = e1 + e2, e1 = e1 + (a2 − 1)e2 + a3e3 + · · · + anen, e2 = (a1 − 1)e1 + e2,

то имеем

e1 ∪ e = e1 +Re2, f(e1 +Re2) = f(e1) +R1f(e2),

f(e) = f(e1 + e2) + f(e1) + kf(e2) = f
(
e1(a2 − 1)e2) + · · · + anen

)
+ kf
[
(a1 − 1)e1 + e2

]
=

= k1f(e1) + · · · + knf(en), k, k1, . . . , kn ∈ R1.

Если теперь считать, что e—прообраз унимодулярного элемента из Ãff(R1
M1), то получим, что

f(ei), i = 1, . . . , n, — порождающее множество свободного R1-модуля R1
M1. Так как R,R1 ∈ [BN],

получаем, что dimR1
M1 � n = dimRM . Если учесть, что f−1 имеет те же свойства что f , то

получим dimR1
M1 = dimRM = n > 2. Так как каждое порождающее множество из n элементов

будет базисом в R1
M1, заключаем, что f(e1), . . . , f(en) —базис в R1

M1.
Таким образом, имеем R1f(e1) ∩R1f(e2) = 0 и

f(e1 + e2) = f(e1) + af(e2) = bf(e1) + f(e2) =⇒ a = b = 1,

т.е.
f(e1 + e2) = f(e1) + f(e2), f(e1 +Re2) = f(e1) +Rf(e2).

Более того, мы показали справедливость последних равенств для унимодулярных элементов e1,
e2, для которых Re1 ∩Re2 = 0. Для произвольного a ∈ R имеем

f(e1 + ae2) = f(e1) + a′f(e2).

Следовательно, строится биекция

σ : R→ R1, σ(a) = a′, σ(0) = 0, σ(1) = 1.

Покажем, что σ—изоморфизм. Рассмотрим элементы базиса a1, ei, i 	= 2; имеем

f(a1 + aei) = f(e1) + σi(a)f(ei).

Так как R(e1 + ae2) ∩Rei = 0, e1 + ae2 + bei ∈ Ãff(RM), получаем

f(e1 + ae2 + bei) = f(e1 + ae2) + b′f(ei) = f(e1) + σ(a)f(e2) + b′f(ei) =

= f(e1 + bei + ae2) = f(e1) + σi(b)f(ei) + a′f(e2).

Поэтому a′ = σ(a), b′ = σi(b) и

f(e1 + ae2 + bei) = f(e1) + σ(a)f(e2) + σi(b)f(ei).

Далее, находим

ae2 + ei = e1 + ae2 + ei − e1 ∈ e1 + ae2 + ei +Re1 =⇒
=⇒ f(ae2 + ei) + f(e1) + σ(a)f(e2) + b′f(e1).
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С другой стороны,

f(ae2 + ei) = f(ei) + a′f(e2) =⇒ σ(a) = a′, b′ = −1,

f(ei + ae2) = f(ei) + σ(a)f(e2).

Имеем R(e1 + ae2) ∩R(be2 + ei) = 0. Поэтому

f
[(
e1 + (a+ b)e2

)
+ ei
]

= f
(
e1 + (a+ b)e2

)
+ f(ei) = f(e1) + σ(a+ b)f(e2) + f(ei) =

= f
[
(e1 + ae2) + (be2 + ei)

]
= f(e1 + ae2) + f(be2 + ei) = f(e)σ(a)f(e2) + σ(b)f(e2) + f(ei) =⇒

=⇒ σ(a+ b) = σ(a) + σ(b).

Учитывая теперь, что Re1 ∩R(be2 + ei) = 0, находим

f(e1 + abe2 + aei) = f(e1) + σ(ab)f(e2) + σi(a)f(ei) = f
[
e1 + a(be2 + ei)

]
=

= f(e1) + a′f(be2 + ei) = f(e1) + a′
[
σ(b)f(e2) + f(ei)

]
=⇒

=⇒ σ(ab) = a′σ(b), a′ = σi(b).

Положив b = 1, получаем σ(ab) = σ(a)σ(b). Следовательно, σ—изоморфизм.
Используя равенство R(e1 + a2e2 + · · · + an−1en−1) ∩ Ren = 0 и предполагая, что справедливо

равенство

f
(
e1 +

n−1∑
i=2

aiei
)

= f(e1) +
n−1∑
i=2

σ(ai)f(ei),

получаем

f(e1 + a2e2 + · · · + anen) = f(e1 + a2e2 + · · · + an−1en−1) + a′f(en) =

= f(e1) + σ(a2)f(e2) + · · · + σ(an−1)f(en−1) + a′f(en) =

= f
(
e1 + a2e2 + · · · + an−2en−2 + anen

)
+ b′f(en−1) =

= f(e1) + σ(a2)f(e2) + · · · + σ(an−2)f(en−2) + σ(an)f(en) + b′f(en−1) =

= f
(
e1) + σ(a2)f(e2) + · · · + σ(an−1)f(en−1) + σ(an)f(en).

Рассмотрим теперь другую пару базисных элементов ei, ej , отличную от e1, e2; это возможно,
так как n > 2. В этом случае имеем

f(ei + ej) = f(ei) + f(ej), f(ei + aej) = f(ei) + τ(a)f(ej),

f(ei + a1e1 + · · · + anen) = f(ei) + τ(a1)f(e1) + · · · + τ(an)f(en)

для некоторого изоморфизма τ : R → R1. Сравнивая с предыдущим равенством при a1 = 1,
получаем σ = τ .

Пусть теперь e = a1e1 + · · · + anen ∈ Ãff(RM). В этом случае хотя бы один из коэффициен-
тов ai, i = 1, . . . , n, не является делителем нуля. Пусть an. Представим e в виде суммы двух
унимодулярных элементов

e1 = e1 + (a2 − 1)e2 + · · · + anen и (a1 − 1)e1 + e2.

Так как an не является делителем нуля, то

R
[
e1 + (a2 − 1)e2 + · · · + anen

] ∩R[(a1 − 1)e1 + e2
]

= 0

и получаем

f(a1e1 + · · · + anen) = f
[
e1 + (a2 − 1)e2 + · · · + anen

]
+ f
[
(a1 − 1)e1 + e2

]
=

= f(e1) +
(
σ(a2) − 1

)
f(e2) + · · · + σ(an)f(en) +

(
σ(a1) − 1

)
f(e1) + f(e2).

Следовательно, для произвольного унимодулярного элемента e =
n∑
i=1

aiei имеем

f(e) =
n∑
i=1

σ(ai)f(ei).
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Теорема доказана.

Замечание 2. Аффинная геометрия ÃG(RM) в общем случае может не содержать нулевого
подмодуля; однако если dimRM � 3, то 0 ∈ ÃG(RM),

e1 ∪ e2 ∪ (e1 + e2) = e1 +
[
Re1 ⊕Re2

]
= Re1 ⊕Re2 ∈ ÃG(RM),

e1 ∪ e3 ∪ (e1 + e3) = e1 +
[
Re1 ⊕Re3

]
= Re1 ⊕Re3 ∈ ÃG(RM),

e2 ∪ e3 ∪ (e2 + e3) = e2 +
[
Re2 ⊕Re3

]
= Re2 ⊕Re3 ∈ ÃG(RM),[

(Re1 ⊕Re2) ∩ (Re1 ⊕Re3)
] ∩ (Re2 ⊕Re3) = 0 ∈ ÃG(RM).

Отметим, что существенным моментом в доказательстве теорем 1 и 2 был тот факт, что коллине-
ация f базису ставит в соответствие базис, что достигалось наложением ограничений на основные
кольца: R,R1 ∈ [BN]. Если теперь R и R1 —произвольные кольца и 0 ∈ ÃG(RM), то при реше-
точном изоморфизме ϕ : ÃG(RM) → ÃG(R1

M1) базис отображается в базис, поскольку e1, . . . , en
тогда и только тогда является базисом, когда

RM =
n⋃
i=1

ei ∪ 0, (ei ∪ 0) ∩
( n⋃
i�=j=1

ej ∪ 0
)

= 0.

Если же 0 /∈ AG(RM), то линейную независимоcть можно определить и так: система e1, . . . , en
линейно независима тогда и только тогда, когда[

ei ∪ (ei + ej)
] ∩ [ n⋃

i�=j=1

(
ej ∪ (ei + ej)

)]
= ei + ej .

Следовательно, если e1, e2 ∈ ÃG(RM) —линейно независимая пара и ϕ—решеточный изомор-
физм, при котором образы параллельных прямых параллельны, то имеем

ϕ
[
e1 ∪ (e1 + e2)

]
= ϕ(e1) +R1

[
ϕ(e1 + e2) − ϕ(e1)

]
,

R1

[
ϕ(e1 + e2) − ϕ(e2)

] ⊆ R1ϕ(e2), ϕ(e1 +Re2) ⊆ ϕ(e1) +R1ϕ(e2).

Применяя ϕ−1, находим R1[ϕ(e1 + e2) − ϕ(e1)] = R1ϕ(e2). Таким образом, имеем

ϕ
[(
e1 ∪ (e1 + e2)

) ∩ (e2 ∪ (e1 + e2)
)]

= ϕ(e1 + e2) =

= ϕ(e1 +Re2) ∩ ϕ(e2 +Re1) =
[
ϕ(e1)+R1ϕ(e2)

] ∩ [ϕ(e2)+R1ϕ(e1)
]

=

=
[
ϕ(e1) ∪

(
ϕ(e1) + ϕ(e2)

)] ∩ [ϕ(e2) ∪
(
ϕ(e1) + ϕ(e2)

)]
= ϕ(e1) + ϕ(e2).

Следовательно, ϕ(e1), ϕ(e2) ∈ ÃG(R1
M1) —линейно независимая пара. Те же самые соображения

позволяют заключить, что если e1, . . . , en —базис (так как R (и R1) 	∈ [BN], число n может не
определяться однозначно), то ϕ(e1), . . . , ϕ(en) будет базисом для R1

M1. Повторяя теперь доказа-
тельство теоремы 2, заключаем, что справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть RM и R1
M1 — свободные модули над (произвольными) кольцами R и R1,

dimRM � 3. Если ϕ : ÃG(RM) → ÃG(R1
M1)—решеточный изоморфизм, то существует изо-

морфизм σ : R→ R1 такой, что для любого унимодулярного элемента e =
n∑
i=1

aiei имеем

ϕ(e) =
n∑
i=1

σ(ai)ϕ(ei).

По тем же соображениям заключаем, что справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Если ϕ : CL(RM) → CL(R1
M1)—решеточный изоморфизм, где RM , R1

M1 —
свободные модули над кольцами R и R1, dimRM � 2, то существует изоморфизм σ : R → R1

такой, что ограничение ϕ на RM является σ-полулинейным изоморфизмом.
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Простейшими подгруппами группы автоморфизмов Aut[CL(RM)] являются группа полулиней-
ных автоморфизмов SL(RM) и группа сдвигов— отображений видa σa : RM → RM , σa(x) = x+ a,
где a ∈ RM —фиксированный элемент. Если ϕ ∈ Aut[CL(RM)], ϕ(0) = 0, то ϕ ∈ SL(RM). Для
любого Ψ ∈ Aut[CL(RM)] построим автоморфизм ϕ(x) = Ψ(x) − Ψ(0), ϕ(0) = 0. Следователь-
но, Ψ(x) = ϕ(x) − Ψ(0). Таким образом, Aut[CL(RM)] = SL(RM) ⊕ RM , здесь группа сдвигов
отождествлена с RM . Имеем точные последовательности

1 −−−−→ RM
σ−−−−→ Aut[CL(RM)] Ω−−−−→ SL(RM) −−−−→ 1,

1 −−−−→ GL(RM)
inj−−−−→ SL(RM)

ρ−−−−→ Aut(R) −−−−→ 1,

где ρ ставит в соответствие каждому x ∈ SL(RM) соответствующий элемент из Aut[R]. Если
AGL(RM) = RM ⊕ GL(RM), то имеем точную последовательность

1 −−−−→ RM
σ−−−−→ AGL(RM) Ω−−−−→ GL(R) −−−−→ 1.

Рассмотрим гомоморфизм ρ∗ : Aut[CL(RM)] → Aut(R), ρ∗1 = ρ ◦ Ω, ker ρ∗1 = AGL(RM). Тогда
последовательность

1 −−−−→ AGL(RM) −−−−→ Aut[CL(RM)] −−−−→ Aut(R) −−−−→ 1

точна, и мы получаем следующую коммутативную диаграмму с точными строками и столбцами:

1 −−−−→ RM
σ−−−−→ AGL(RM) Ω−−−−→ GL(RM) −−−−→ 1⏐⏐�id ⏐⏐�inj ⏐⏐�inj

1 −−−−→ RM −−−−→ Aut[CL(RM)] −−−−→ SL(RM) −−−−→ 1⏐⏐� ⏐⏐�ρ∗1 ⏐⏐�ρ
1 −−−−→ Aut(R) id−−−−→ Aut(R) −−−−→ 1

Если для RM верна основная теорема проективной геометрии, то можно также построить ком-
мутативную диаграмму с точными строками и столбцами (ср. [1]):

1 −−−−→ Z(R∗) i−−−−→ GL(RM)
j−−−−→ PGL(RM) −−−−→ 1⏐⏐�inj ⏐⏐�inj ⏐⏐�inj

1 −−−−→ R∗ i−−−−→ SLG(RM)
j−−−−→ SP(RM) −−−−→ 1⏐⏐�ρ0 ⏐⏐�ρ ⏐⏐�ρ

1 −−−−→ I(R∗) inj−−−−→ Aut(R∗) can−−−−→ Aut(R∗)/Z(R∗) −−−−→ 1

где SLG(XRM) — группа обратимых полулинейных изоморфизмов, SP(RM) — группа коллинеа-
ций, R∗ — группа обратимых элементов R, Z(R∗) и I(R∗) —центр и группа внутренных автомор-
физмов R∗, PGL(RM) = GL(RM)/Z(R∗). С учетом двух последних диаграмм получаем еще одну
коммутативную диаграмму с точными строками и столбцами:

1−−−−→R ⊕ Z(R∗) i−−−−→ AGL(RM)
j−−−−→ GL(RM) −−−−→ !1⏐⏐�inj ⏐⏐�inj ⏐⏐�inj

1−−−−→ RM ⊕R∗ −−−−→Aut[CL(RM)]−−−−→ SP(RM) −−−−→ !1⏐⏐�ρ0◦Ω ⏐⏐�ρ ⏐⏐�ρ′
1−−−−→ I(R∗) inj−−−−→ Aut(R∗) can−−−−→Aut(R∗)/Z(R∗)−−−−→ 1
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Интересная идея предложена в [29], где с другой точки зрения обобщена основная теорема
аффинной геометрии в случае, когда R-модуль M можно представить как прямую сумму двух
ненулевых подмодулей M1 и M2.

Имеется серия работ, изучающих изоморфизмы CL(G), когда G абелева группа, т.е. Z-модуль
(см., например, [27]). В этом случае теорема верна и для свободных абелевых групп ранга 1
(см. [27]).

Можно рассмотреть и ситуацию, когда на RM введена дополнительная структура, в частно-
сти, лиево уможение. Тогда теорема верна для локально нильпотентных, свободных и свободных
полинильпотентных алгебр Ли (см. [13]).

В [2] изучаются аффинная прямая над кольцом, гармонические четверки и отображения, сохра-
няющие гармоничность.
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6. Brezuleanu A., Rǎdulescu D.-C. About the collineations on open subsets of Rm and pm(R)/ Preprint

№ 71/1981. — Bucharest: INCREST, 1981.
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О ГЕОМЕТРИЯХ, СВЯЗАННЫХ С ОБЩИМИ

ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ РЕШЕТКАМИ

c© 2004 г. С. Г. КЕМКАДЗЕ, В. СЕСАДЗЕ

Терминология и обозначения, которые будут использованы здесь, хорошо известны (их можно
найти в [1–5]).
Обычно геометрия понимается как набор множеств, называемых подпространствами или плос-

костями, которые удовлетворяют некоторым основным условиям. В [3] уже описаны общие гео-
метрические, или D-геометрические решетки. Здесь будет дано аксиоматическое описание тех
геометрий, которые ассоциированы с D-геометрическими решетками.
Рассмотрим пару 〈A, 〉, состоящую из непустого множества A и отображения X �→ X, X,X ∈

P (A), где P (A)—множество всех подмножеств множества A, которые удовлетворяют следующим
двум условиям:

(i) из X ⊆ X, X ⊆ Y следует, что X ⊆ Y ; X = X, X,Y,X, Y ∈ P (A);
(ii) ∅ = ∅; {x} = {x} для любого x ∈ A.

Определим отношение частичного порядка на множестве следующим образом A:

для любых элементов x и y of A пишем x � y в том и только том случае, если существует
элемент U ∈ P (A) такой, что x ∪ U ⊆ y ∪ U .

Легко проверить, что это отношение корректно определено. Следовательно, можно говорить о
всех тех понятиях, которые связаны с этим отношением в решетках.
Пусть x—элемент A. Рассмотрим множество всех элементов, меньших, чем x. Очевидно, что

оно есть частично упорядоченное множество. Более того, это множество— решетка.
Сформулируем теперь аксиоматики общих геометрий, т.е. геометрий, связанных с D-

геометрическими решетками.

Определение 1. Общей геометрией называется пара 〈A, 〉, состоящая из непустого множества
A и отображения X �→ X, X,X ∈ P (A), которая удовлетворяет следующим условиям:

(i) из X ⊆ X, X ⊆ Y следует, что X ⊆ Y , X = X;
(ii) ∅ = ∅; {x} = {x} для любого x ∈ A;
(iii) если x ∈ X ∪ {y} и x /∈ X, то существует элемент y1 ∈ A, y1 � y, такой, что интервал [y1, y]

конечен и y1 ∈ X ∪ {x};
(iv) если x ∈ X, то существует конечное подмножество X1 ⊆ X такое, что x ∈ X1.
(v) для любого элемента x множества A множество всех элементов, меньших x, есть бесконечная

дистрибутивная решетка с условием максимальности.

Пара 〈A, 〉, которая удовлетворяет только условию (i), называется пространством с замыканием.
Подмножество X пространства с замыканием называется замкнутым, если X = X. Из условия (i)
следует, что X —минимальное замкнутое множество, содержащее X.

Лемма 1 (см. [2]). Пусть 〈A, 〉—пространство с замыканием. Тогда множество


〈A, 〉 =
{
X : X ⊆ A

}
всех замкнутых подмножеств множества 〈A, 〉 есть полная решетка, если в качестве реше-
точного включения взять отношение порядка множеств и ∧Y = ∩Y для любого Y ∈ 
〈A, 〉.
Обратно, если подмножество 
 ⊆ P (A) замкнуто относительно произвольных пересечений,

то отображение
X �→ X =

⋂
(Y : Y ⊇ X, Y ∈ 
)

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2004
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определяет пространство с замыканием 〈A, 〉. Замкнутыми множествами этого простран-
ства являются элементы 
 и только они.

Доказательство. Пусть Y ⊆ 
〈A, 〉 и Z = ∩Y . Тогда Z ⊆ Y , откуда Z ⊆ X = X. Следовательно,
Z ⊆ ∩Y = Z. Так как Z ⊆ Z всегда выполнено, то получаем, что Z = Z. Остальные шаги
доказательства леммы тривиальны.

Следовательно, пространство с замыканием можно определить с помощью решетки 
 замкнутых
множеств. Равенство {x} = {x} вместе с условием (v) (определение 1) утверждает, что элементы
этой геометрии можно отождествить с D-точками решетки 
. А потому решетка 
 определяет
геометрию и даже с точностью до изоморфизма.
Замкнутое множество называется подпространством в геометрии. Множество X называется

подпространством, натянутым на множество X. Тогда условие (ii) означает, что ∅ и одноточечные
множества суть подпространства.
Пространство с замыканием, удовлетворяющее условию (iv), называется алгебраическим про-

странством.
Следующее предложение— одна из наиболее важных характеризаций алгебраических решеток.

Предложение 1 (см. [2]). Решетка 
 алгебраична в том и только том случае, если 
 изо-
морфна решетке всех замкнутых множеств некоторого алгебраического пространства с за-
мыканием.

Доказательство. Пусть 
—алгебраическая решетка. Имеем изоморфизм 
 ∼= �(F ), где F —
верхняя полурешетка с нулевым элементом 0.
Положим A = F . Пусть X = (X] для любого X ⊆ A, где (X]— главный идеал. Справедливость

условий (i) и (iv) определения 1 доказана для A. Тогда �(F )— семейство замкнутых множеств
этого пространства и 
 ∼= �(F ).
Обратно, пусть 〈A, 〉—алгебраическое пространство с замыканием и 
—решетка замкнутых

множеств. Легко проверить, что множество X ∈ 
 компактно в том и только том случае, если
X = X1 для некоторого конечного подмножества X1 ⊆ X. Отсюда следует, что 
 алгебраична.
Теорема 1. Пусть 〈A, 〉—общая геометрия. Тогда решетка замкнутых множеств 
〈A, 〉

D-геометрична.
Обратно, пусть 
—D-геометрическая решетка, A—множество всех D-точек решетки 
.

Для каждого подмножества X ⊆ A определим X как множество D-точек, натянутых на
множество X. Тогда 〈A, 〉—общая геометрия и 
 ∼= 
〈A, 〉.
Доказательство. Пусть 〈A, 〉—общая геометрия. Тогда в соответствии с леммой 1, решетка всех
замкнутых множеств 
〈A, 〉 алгебраична. Так как множество X компактно в том и только том
случае, если X = X1 для любого подмножества X1 ⊆ X, то компактными элементами 
〈A, 〉
будут конечные объединения D-точек и только они.
Покажем теперь, что решетка 
〈A, 〉 D-полумодулярна.
Пусть X,Y ∈ 
〈A, 〉, Y = X ∪ {x} и x /∈ X = X. Покажем, что X

D
——< Y . Это эквивалентно

следующим двум условиям (см. [3]):
1) интервал [X,Y ] есть бесконечная дистрибутивная решетка с условием максимальности;
2) для каждого элемента Z решетки 
〈A, 〉 с X ⊂ Z ⊆ Y один и только один из интервалов

[X,Z] и [Z, Y ] есть решетка без кручения.
Уже показано, что {x} есть D-точка в решетке замкнутых множеств 
〈A, 〉 и что 
〈A, 〉

алгебраична. Тогда интервал [X,X ∪ {x}], x /∈ X, изоморфен D-точке.
Пусть Z ∈ 
, X ⊂ Z ⊆ Y . Тогда существует элемент z ∈ Z \ X, т.е. z ∈ Z ⊆ Y = X ∪ {x}

и z ∈ X. Тогда в силу (iii) существует элемент x1 � x такой, что [x1, x]—конечный интервал
и x1 ∈ X ∪ {z} ⊆ Z. Поэтому x1 ∈ Z ⊆ X ∪ {x}. Последнее включение означает, что [Z, Y ]—
конечный интервал.
Пусть теперь U ∈ 
. Тогда

y ∨ U = Y ∪ U = X ∪ U ∪ {x}, X ∨ U = X ∪ U.
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Тогда либо x ∈ X ∪ U , а значит X ∨U = Y ∨U , либо x /∈ X ∪U и X ∨U D
——<Y ∨U . Это завершает

доказательство того, что 
〈A, 〉—D-полумодулярная решетка.
Обратно, пусть 
—D-геометрическая решетка и A—множество всех D-точек решетки 
.

Определим X как множество D-точек, натянутых на множество X. Тогда, очевидно, 〈A, 〉—
пространство с замыканием. Справедливость условий (ii) и (iv) (определение 1) сразу следует из
определения X. Проверим справедливость условия (iii) определения 1.
Пусть x ∈ X ∪ {y}, x /∈ X. В силу D-полумодулярности 
 имеем

X ∪ {y} = X ∪ {y} D
>——X.

Следовательно, из
X ⊂ X ∪ {x} ⊆ X ∪ {y}

вытекает, что [X ∪ {x}, x ∪ {y} ]—конечный интервал. Но тогда существует такой элемент y1 � y,
что [y1, y]—конечный интервал и y1 ∈ X ∪ {x}.
Теперь осталось показать, что 
 ∼= 
〈A, 〉. Рассмотрим отображение ϕ : X �→ ∨X, X ⊆ A,

X ∈ 
〈A, 〉. Ясно, что ϕ отображает 
〈A, 〉 в 
. Каждый элемент 
 есть конечное объединение
D-точек. Поэтому включение X ⊆ Y эквивалентно неравенству ∨X � ∨Y . Следовательно, ϕ—
взаимно однозначная сюръекция и оба ϕ и ϕ−1—монотонные отображения. Это означает, что ϕ—
изоморфизм.

Предложение 2. Пусть 
—модулярная D-геометрическая решетка и 〈A, 〉—общая гео-
метрия, ассоциированная с 
. Тогда подмножество X ⊆ A является подпространством про-
странства 〈A, 〉 в том и только том случае, если для любых двух элементов p и q множества
X и элемента r из A из r � p ∨ q следует, что r ∈ X.

Доказательство. Пусть X ⊆ A и пусть для любых элементов p, q ∈ X и r ∈ A из r � p∨q следует
r ∈ X. С помощью индукции по n докажем следующее:

если r ∈ A, p1, p2, . . . , pn ∈ X, и r � p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn, то r ∈ X. (1)

При n = 1 справедливость (1) очевидным образом следует из условий предложения. Пусть (1)
выполнено при n− 1.
Пусть теперь

r ∈ A, p1, p2, . . . , pn ∈ X и r � p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn.

Можно считать, что {p1, p2, . . . , pn}—независимое множество; в противном случае r � pi1∨· · ·∨pik
для некоторого подмножества {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, а значит, согласно индуктивному предпо-
ложению r ∈ X. Положим α = p2 ∨ · · · ∨ pn. Тогда r ∨ α � p1 ∨ α и

h[r ∨ α] = h[p1 ∨ α] = n,

откуда r ∨ α = p1 ∨ α.
Если r � α, то согласно предположению r ∈ X. Значит, можно считать, что r � α. Тогда

r ∧ α = p1 ∧ α = 0. Положим t = (p1 ∨ r) ∧ α. Тогда t—D-точка и в силу модулярности 
 и
включения p1 � p ∨ r имеем

p1 ∨ t = p1 ∨ ((p1 ∨ r) ∧ α) = (p1 ∨ α) ∧ (p1 ∨ r) = p1 ∨ r.
Аналогично получаем, что r ∨ t = p1 ∨ r.
Очевидно, что p1 ∧ t = r ∧ t = 0, а значит,

h[t] = h[p1 ∨ r] + h[0] − h[p1] = 1.

Следовательно, t—D-точка в 
. Кроме того, по предположению индукции, t ∈ X. Так как t, p1 ∈ X
и r � t∨p1, то r ∈ X. Это завершает доказательство достаточности в предложении. Необходимость
условия (1) тривиальна.

Определение 2. Пусть 〈A, 〉 и пусть 〈B, 〉—общие геометрии. Скажем, что отображение ϕ :
A �→ B является изоморфизмом общих геометрий, если оно удовлетворяет следующим условиям:
(i) ϕ : A→ B — биекция;
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(ii) если α1 � α2 в A, то ϕ(α1) � ϕ(α2) в B;
(iii) ϕ(X) = ϕ(X) для каждого X ⊆ A.

Теорема 2. Две общие геометрии изоморфны в том и только том случае, если ассоцииро-
ванные с ними D-геометрические решетки изоморфны.

Доказательство. Необходимость в теореме тривиальна.
Пусть 
 и �—две D-геометрические решетки и пусть ϕ : 
 → �—изоморфизм решеток. Пусть

〈A, 〉 и пусть 〈B,˜〉—ассоциированные с решетками 
 и � соответственно общие геометрии.
Определим изоморфизм общих геометрий с помощью ϕ.
Согласно теореме 1, A (соответственно, B) — множество всех D-точек решетки 
 (соответ-

ственно, �). Ясно, что образ и прообраз D-точки при изоморфизме также являются D-точками
в D-геометрических решетках. Следовательно, ϕ(A) = B, а так как ϕ : 
 → �—изоморфизм
решеток, то ϕ : A→ B—биекция.
Теперь нужно доказать, что выполнены условия определения 2.
Условие (ii) справедливо, поскольку ϕ— также монотонное отображение.
Согласно теореме 1, X определяется как множество всех D-точек, натянутых на множество X.

Это означает, что для каждого элемента x ∈ X существует конечное число элементов p1, . . . , pn ∈
X таких, что x � p1 ∨ · · · ∨ pn [3]. Так как ϕ—изоморфизм решеток, то справедливо следующее
утверждение.
Для каждого элемента ϕ(x) ∈ ϕ(X) существует конечное число элементов ϕ(p1), . . . , ϕ(pn) ∈

ϕ(X) с ϕ(x) � ϕ(p1)∨· · ·∨ϕ(pn), откуда получаем, что ϕ(X) натянуто на ϕ(X). С другой стороны,

ϕ(X) ⊆ B, а потому ϕ(X) = ϕ̃(X). Это доказывает, что выполнено условие (iii) определения 2.

Все, что сказано выше, является геометрической интерпретацией D-геометрических решеток.
Представляется достаточно легким то, что D-геометрическая решетка есть естественное обобще-
ние геометрических решеток.
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