
ISSN 1512–1712

Академия Наук Грузии
Институт Кибернетики

СОВРЕМЕННАЯ МАТЕМАТИКА
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Том 31

ГЕОМЕТРИЯ

Тбилиси
2005



Редакционная коллегия

Главный редактор:

Р. В. Гамкрелидзе (Математический институт им. В. А. Стеклова РАН)

Заместитель главного редактора:

Г. Харатишвили (Институт кибернетики Академии наук Грузии)

Члены редколлегии:

А. А. Аграчев (Математический институт им. В. А. Стеклова РАН, SISSA)
Г. Гиоргадзе (Институт кибернетики Академии наук Грузии)
Е. С. Голод (Московский государственный университет)
И. Т. Кигурадзе (Математический институт им. А. Размадзе Академии наук Грузии)
А. Лашхи (Грузинский технический университет)
Е. Ф. Мищенко (Математический институт им. В. А. Стеклова РАН)
А. В. Овчинников (Московский государственный университет)
В. Л. Попов (Математический институт им. В. А. Стеклова РАН)
А. В. Сарычев (Университет Флоренции)
Г. Химшиашвили (Математический институт им. А. Размадзе Академии наук Грузии)
Г. Г. Чоговадзе (Академия наук Грузии)

Редактор серии «Геометрия»:

А. Г. Попов (Московский государственный университет)

c©Институт кибернетики Академии наук Грузии, 2005



СОВРЕМЕННАЯ МАТЕМАТИКА
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Том 31

ГЕОМЕТРИЯ

2005



ОГЛАВЛЕНИЕ

О каноническом вложении комплексного проективного пространства
в вещественное проективное пространство (В. В. Коннов) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Аналитические подходы к исследованию уравнения sin-Гордона и псевдосферических
поверхностей (А. Г. Попов, Е. В. Маевский) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Конциркулярные векторные поля на полуримановых пространствах (И. Г. Шандра) . . . . . 53
Пространства римановых метрик (Н. К. Смоленцев) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



Современная математика и ее приложения. Том 31 (2005). С. 3–12

УДК 514.76

О КАНОНИЧЕСКОМ ВЛОЖЕНИИ

КОМПЛЕКСНОГО ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА

В ВЕЩЕСТВЕННОЕ ПРОЕКТИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО

c© 2005 г. В. В. КОННОВ

АННОТАЦИЯ. В работе строится естественное вложение σ : CP n
R → RP n2+2n комплексного проек-

тивного пространства CP n, рассматриваемого как 2n-мерное вещественно-аналитическое многообра-
зие, в вещественное проективное пространство RP n2+2n. Образ вложения σ назван в работе CP n-
поверхностью. Для конструкции вложения рассматриваются два эквивалентных подхода. Первый
подход основан на свойствах голоморфных бивекторов в овеществлении комплексного векторного
пространства. Этот подход позволяет доказать, в частности, что CP n-поверхность является плоским
сечением грассманова многообразия. Второй подход использует присоединенное представление группы
Ли U(n + 1) и каноническое разложение алгебры Ли u(n + 1). При помощи данного подхода дается
геометрическая характеризация канонического разложения алгебры Ли u(n + 1). Изучаются свойства
построенного вложения. Показано, что это вложение внутренним образом определяет каноническою
кэлерову структуру на CP n

R . В частности, метрика Фубини—Штуди есть ни что иное, как первая
квадратичная форма вложения, а комплексная структура на CP n

R полностью определяется второй
фундаментальной формой вложения. В силу этих причин данное вложение названо в работе кано-
ническим. В терминах построенного вложения дается описание инвариантных и антиинвариантных
вполне геодезических подмногообразий копмлексного проективного пространства.
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ВВЕДЕНИЕ

Комплексное проективное пространство CPn является 2n-мерным вещественно-аналитическим
многообразием (которое мы будем обозначать через CPn

R
). Многообразие CPn

R
является кэлеровым

многообразием постоянной положительной голоморфной секционной кривизны, которое можно рас-
сматривать как базу расслоения Хопфа χ : S2n+1 → CPn

R
, т.е. как фактор-многообразие S2n+1/S1.

В настоящей работе решается задача о вложении многообразия CPn
R

в вещественное проектив-
ное пространство достаточного числа измерений, учитывающее дифференциально-геометрическую
структуру многообразия CPn

R
. Согласно теореме Уитни, многообразие CPn может быть вложено

в евклидово пространство R
4n+1. Отсюда следует, в частности, что существует вложение CPn и

в вещественное проективное пространство размерности 4n + 1. Однако, теорема Уитни не дает
конструктивного и однозначного способа вложения, не гарантирует его аналитичности и не учи-
тывает комплексную и кэлерову структуры на CPn

R
. С другой стороны, в силу теоремы Нэша [8],

комплексное проективное пространство, будучи 2n-мерным компактным римановым многообрази-
ем, может быть изометрически вложено в R

6n2+11n. Более того, известно [7], что всякое эрмитово
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4 В. В. КОННОВ

симметрическое пространство G/H компактного типа может быть эквивариантно и изометрически
вложено в R

N , где N = dimG. Применительно к CPn
R
≡ U(n + 1)/U(1) × U(n) это означа-

ет, что CPn
R

можно эквивариантно и изометрически вложить в R
n2+2n+1. Конструкцию такого

вложения можно найти в работе [1] (см. теорему 8.2 и пример из п. 8.112), где комплексное
проективное пространство вкладывается в R

n2+2n+1 ≡ u(n + 1) при помощи отображения ор-
биты в присоединенном представлении группы Ли U(n + 1). Следует отметить, что в алгебре
Ли u(n + 1) существует однопараметрическое семейство орбит присоединенного представления,
каждая из которых диффеоморфна CPn. Все эти орбиты отождествляются при отображении про-
ективизации p : u(n + 1) → P

(
u(n + 1)

)
и определяют каноническое эквивариантное вложение

U(n + 1)-пространства CPn в U(n + 1)-пространство RPn2+2n. Именно поэтому в настоящей ра-
боте ставится задача об изучении канонического вложения CPn в вещественное проективное про-
странство RPn2+2n. Естественность такого вложения позволяет надеяться на то, что комплексная
проективная геометрия может быть инвариантным образом охарактеризована в терминах веще-
ственной проективной геометрии.

В работе показано, что искомое вложение σ : CPn
R
→ RPn2+2n может быть естественным обра-

зом описано в терминах голоморфных бивекторов в овеществлении комплексного векторного про-
странства. Образ вложения σ назван в работе CPn-поверхностью. Доказано, что CPn-поверхность
является плоским сечением вещественного грассманиана. Отсюда следует, в частности, что образ
вложения σ является вещественным алгебраическим подмногообразием. Показано, что постро-
енное вложение внутренним образом определяет каноническую кэлерову структуру на CPn

R
. В

частности, метрика Фубини—Штуди есть ни что иное, как первая квадратичная форма вложе-
ния, а комплексная структура на CPn

R
полностью определяется второй фундаментальной формой

вложения. В силу этих причин данное вложение названо в работе каноническим.
Вложение σ позволяет моделировать геометрию комплексного проективного пространства на

вещественно-аналитической поверхности. Например, доказано, что вполне геодезические инва-
риантные и антиинвариантные подмногообразия на CPn

R
являются плоскими сечениями CPn-

поверхности.
Кроме того, в работе рассматривается альтернативный подход к построению вложения σ. Этот

подход использует присоединенное представление группы Ли U(n + 1) и основан на том, что в
алгебре Ли u(n + 1) ≡ RPn2+2n+1 существует орбита присоединенного представления, диффео-
морфная CPn

R
. Как следует из [1], на этой орбите существует каноническая кэлерова структура.

Доказано, что образ этой орбиты при отображении проективизации является CPn-поверхностью.
При помощи данного подхода дается геометрическая характеризация канонического разложения
алгебры Ли u(n+ 1).

1. КОНСТРУКЦИЯ ВЛОЖЕНИЯ CPn В RPn2+2n

Пусть CPn —комплексное проективное пространство, порожденное C
n+1, π : C

n+1\0→ CPn —
каноническая проекция, W = C

n+1
R
≡ R

2n+2 —овеществление C
n+1, J — стандартная комплекс-

ная структура на W . Если z ∈ W\0, то L{z, Jz}—двумерное голоморфное подпространство
пространства W . Пусть z,w ∈ C

n+1\0. Тогда
π(z) = π(w) ⇐⇒ L{z,Jz} = L{w,Jw}.

Следовательно, точки комплексного проективного пространства CPn находятся в биективном
соответствии с двумерными голоморфными подпространствами векторного пространства
W = C

n+1
R
≡ R

2n+2.
Пусть теперь W̃ = W ∧ W = Alt(W ⊗ W ) ≡ R

n(2n−1) — пространство бивекторов над W ,
P (W̃ ) — соответствующее вещественное проективное пространство, p : W̃\0→ P (W̃ ) —канониче-
ская проекция (отображение проективизации). Ясно, что точки комплексного проективного про-
странства CPn находятся в биективном соответствии с точками вещественного проективного про-
странства P (W̃ ), порожденными голоморфными бивекторами, т.е. тензорами вида x = λz ∧ Jz,
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где λ ∈ R\0. Биекция устанавливается при помощи отображения

σ : π(z) 
→ p(z ∧ Jz). (1)

На пространстве бивекторов W̃ определим линейный оператор J̃ : W̃ → W̃ при помощи свойств:

1) оператор J̃ является R-линейным;
2) для всех a, b ∈ C

n+1
R

имеет место соотношение J̃(a ∧ b) = Ja ∧ Jb.

Легко видеть, что J̃
2

= id. Следовательно, J̃ — структура прямого произведения на W̃ , а V =
ker(id−J̃) — собственное подпространство оператора J̃ . Размерность подпространства V равна
n2 + 2n+ 1. Тензоры

ejk =
1
2
(ej ∧ εk + ek ∧ εj), εjk =

1
2
(ej ∧ ek + εj ∧ εk)

образуют естественный базис в V . Здесь {ej}— стандартный базис в C
n+1, а {ej , εk = iek =

Jek}— соответствующий базис в W = C
n+1
R

. Числа U jk = Ukj и V jk = −V kj , определяемые из
разложения x = U jkejk + V jkεjk, являются однородными координатами точки p(x) ∈ P (V ).

Предложение. Пусть x—ненулевой тензор из W̃ . Тензор x является голоморфным бивек-
тором тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

x ∧ x = 0 (разложимость);

(id−J̃)x = 0 (голоморфность).
(2)

Доказательство. Ясно, что любой голоморфный бивектор x = λz ∧ Jz удовлетворяет системе
(2). Обратно, пусть тензор x �= 0 удовлетворяет системе (2). Из первого уравнения этой системы
находим, что тензор x является разложимым: x = a∧b. Из второго уравнения получаем: Ja∧Jb =
a ∧ b. Следовательно, a ∧ b ∧ Ja = 0 и, поэтому b = α · a + β · Ja, где α, β ∈ R. Но тогда
x = a ∧ b = β · a ∧ Ja.

В грассмановых координатах на P (W̃ ) система (2) примет вид:

X [uvXw]p = 0,
(
J

[p
[uJ

q]
v] − δ

[p
[uδ

q]
v]

)
Xuv = 0. (3)

Следствие. Комплексное проективное пространство CPn
R
можно отождествить с алгебра-

ическим многообразием U, которое определяется в P (W̃ ) системой уравнений (3). Подмного-
образие U является пересечением грассманова многообразия G2,2n+2 ⊂ P (W̃ ) и проективного
подпространства RPn2+2n = P (V ) ⊂ P (W̃ ). Биекция между CPn

R
и U устанавливается посред-

ством отображения (1).

Теорема 1. Относительно вещественно-аналитических структур на CPn
R
и на RPn2+2n

отображение σ : CPn
R
→ RPn2+2n, определяемое соотношением (1), является вещественно-

аналитическим вложением.

Доказательство. Прямым вычислением находим, что в терминах однородных координат отобра-
жение σ определяется векторным уравнением

x = Re(zj z̄k)ejk + Im(zj z̄k)εjk. (4)

В аффинной карте CAR

0 с координатами ξa = za/z0 = ua + iva уравнение (4) перепишется в виде

x ≡ z ∧ Jz = e00 + 2uae0a + 2vaε0a + (uaub + vavb)eab + (vaub − uavb)εab. (5)

По аналогии с (5) отображение σ может быть представлено в произвольной аффинной карте CAR

k .
Ясно, что σ—аналитическое вложение

В дальнейшем подмногообразие σ(CPn
R
) будем называть CPn-поверхностью. Если ввести обо-

значение Zjk = U jk + iV jk, то (4) перепишется в координатном виде:

Zjk
(
σ ◦ π(z)

)
= zj z̄k.
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Таким образом, проективное пространство RPn2+2n, объемлющее для CPn-поверхности, мож-
но рассматривать как действительное проективное пространство, порожденное линейным
пространством V эрмитовых матриц порядка n+ 1. При этом CPn-поверхность порождена в
P (V ) эрмитовыми матрицами ранга 1.

Как отмечалось выше, CPn-поверхность U является сечением грассманова многообразия
G2,2n+2 ⊂ P (W̃ ) плоскостью P (V ) размерности n2 + 2n. Следует отметить, что такое сечение не
единственно. Аналогичные сечения получаются, если в качестве оператора J взять на W = C

n+1
R

произвольную комплексную структуру (не обязательно стандартную).

Пример. Известно, что комплексная проективная прямая CP 1
R

диффеоморфна двумерной сфере
S2, являющейся базой классического расслоения Хопфа χ : S3 → CP 1

R
≡ S2. Покажем, что при

n = 1 CPn-поверхность не только диффеоморфна, но и проективно эквивалентна сфере S2.
Действительно, система параметрических уравнений CP 1-поверхности в RP 3 запишется в виде

U00 = |z0|2, U11 = |z1|2, U10 = |z1||z0| cosα, V 10 = |z1||z0| sinα.
Здесь (U00, U11, U10, V 10) —проективные координаты в RP 3; (z0, z1) —комплексные однородные
координаты на CP 1, α = Arg z1 − Arg z0. Так как |z0|2 + |z1|2 �= 0, то обозначив |z0|2 + |z1|2 = ρ2,
можем положить |z0| = ρ cosβ, |z1| = ρ sinβ, где ρ > 0. Рассмотрим проективное преобразование в
RP 3:

X0 = U00 + U11; X1 = U00 − U11; X2 = 2U10; X3 = 2V 10.

В новых координатах получим

X0 = ρ2, X1 = ρ2 cos 2β, X2 = ρ2 sin 2β cosα, X3 = ρ2 sin 2β sinα.

Следовательно,
X1X1 +X2X2 +X3X3 = X0X0.

В неоднородной системе координат x = X1/X0, y = X2/X0, z = X3/X0 мы получаем стандартную
сферу в R

3:
x2 + y2 + z2 = 1.

Замечание. В общем случае CPn-поверхность является алгебраическим многообразием степени
2n(2n−1), так как она является пересечением n(2n − 1) гиперквадрик в P (W̃ ). Здесь n(2n − 1) —
количество независимых соотношений Плюккера.

2. КОМПЛЕКСНАЯ СТРУКТУРА НА CPn-ПОВЕРХНОСТИ

Перейдем к интерпретации основных инвариантов кэлеровой геометрии на CPn в терминах
построенного вложения. Начнем с комплексной структуры. Оказывается, что комплексная струк-
тура на CPn-поверхности естественным образом индуцируется второй фундаментальной формой
вложения σ.

Пусть X = p(x) ∈ U, где вектор-функция x определяется уравнением (5). Точка X порождается
одномерным подпространством L{x} векторного пространства V . Пусть

V ′X = L{x, ea + ubeab + vbεba, εa + vbeab + ubεab

}
.

Тогда TXU ≡ V ′X/L{x}—касательное пространство поверхности U в точке X, NXU ≡ V/V ′X —
нормальное пространство поверхности U в точке X,

ϕ(ξ, η)X = V ′X + 2
(
dua � dub + dva � dvb

)
(ξ, η)eab + 4dv[a � dub](ξ, η)εab

— вторая фундаментальная форма вложения σ, рассматриваемая как отображение ϕ : TXU �
TXU→ NXU. Здесь и далее символ � обозначает симметрическое тензорное произведение1.

Теорема 2. Пусть η, ξ ∈ TXU—касательные векторы в некоторой точке X многообразия
U = σ(CPn). Тогда следующие два условия равносильны:
(A) ϕ(ξ, η) = 0, ϕ(ξ, ξ) = ϕ(η, η);

1Пример: ω � θ(ξ, η) = 1
2

(
ω(ξ)θ(η) + ω(η)θ(ξ)

)
.
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(B) ξ = εJη, где J —оператор стандартной комплексной структуры в 2n-мерном арифме-
тическом пространстве, ε = ±1.

Доказательство. Пусть dua(ξ) = aa, dva(ξ) = ba, dua(η) = xa, dva(η) = ya. В координатах
условие (А) перепишется так:

aaxb + abxa + bayb + bbya = 0; aayb − abya = baxb − bbxa;

aaab + babb = xaxb + yayb; xayb − xbya = aabb − abba.
(6)

Интерпретируя (6) как систему алгебраических уравнений относительно 2n неизвествных xa и ya,
будем искать ее общее решение. Для этого рассмотрим следующие четыре вектора в R

n: a = (aa),
b = (ba), x = (xa), y = (ya). Теперь систему (6) можно переписать в тензорном виде:

a� x + b� y = 0; (7a)

a ∧ y = b ∧ x; (7b)

a� a + b� b = x� x + y � y; (7c)

x ∧ y = a ∧ b. (7d)

1. Пусть векторы a и b не пропорциональны. Тогда a � a, b � b, a � b —линейно независимые
симметрические тензоры в R

n �R
n, а a ∧ b —ненулевой тензор из R

n ∧R
n. Тензоры a� a, b� b,

a � b, a ∧ b образуют базис четырехмерного векторного пространства L{a, b} ⊗ L{a, b}. Из (7d)
следует

x = αa + βb, y = λa + μb, αμ− λβ = 1. (8)

Из (7b), используя (8), найдем μa ∧ b = αb ∧ a. Поэтому μ = −α, и система (8) примет вид

x = αa + βb, y = λa− αb, α2 + λβ + 1 = 0. (9)

Теперь из (7a) и (9) получим

αa� a− αb� b + (β + λ)a� b = 0.

Следовательно, α = 0, λ = −β. Система (9) перепишется в виде:

x = βb, y = −βa, β2 = 1.

Итак, векторы ξ и η связаны соотношением

η = εJξ, где J =
(

0 −In
In 0

)
, ε = ±1.

Таким образом, справедливо условие (B).
2. Пусть a = λb и b �= 0. Из (7a) получаем b� (λx + y) = 0. Следовательно, λx + y = 0, т.е.

y = −λx. (10)

Используя (7b) и (10) получим, что (λ2 + 1)b ∧ x = 0. Поэтому x = μb. Теперь равенство (7c)
примет вид

(λ2 + 1)(μ2 − 1)b� b = 0.

Тогда μ2 = 1. Итак, имеем

a = λb, x = μb, y = −λμb, μ2 = 1.

Таким образом,
x = μb, y = −μa, μ2 = 1,

и мы вновь приходим к условию (B).
3. Случай b = λa, где a �= 0, доказывается по аналогии со случаем 2 после замены a ↔ b и

x↔ y.
Заметим, что при b = 0 и a �= 0 доказательство вытекает из случая 3 при λ = 0. Точно так же

при a = 0 и b �= 0 доказательство получается из случая 2 при λ = 0.
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4. Пусть b = a = 0. Уравнения (7a) и (7b) удовлетворяются тождественно, а (7c) и (7d) прини-
мают вид

x� x + y � y = 0, x ∧ y = 0.

Эта система имеет единственное решение x = y = 0, и условие (B) вновь выполняется.

Замечание. Следует отметить, что вторая фундаментальная форма вложения не зависит от
метрики и является проективным инвариантом вложения. Это согласуется с тем фактом, что ком-
плексная структура, которая индуцируется на CPn-поверхности второй фундаментальной формой
вложения, является не U(n+ 1)-инвариантом, а инвариантом группы GL(n+ 1,C).

3. КАНОНИЧЕСКАЯ КЭЛЕРОВА МЕТРИКА НА CPn-ПОВЕРХНОСТИ

Геометрическую интерпретацию кэлеровой метрики на CPn-поверхности дает следующая тео-
рема.

Теорема 3. Пусть σ : CPn
R
→ RPn2+2n—вложение CPn

R
в RPn2+2n в качестве CPn-

поверхности U. Если на RPn2+2n фиксирована эллиптическая метрика постоянной секционной
кривизны 1/r2, то первая квадратичная форма вложения σ совпадает с метрикой Фубини—
Штуди постоянной голоморфной секционной кривизны 2/r2.

Доказательство. Стандартная метрика на C
n+1
R
≡ R

2n+2 ≡ W порождает естественную положи-
тельно определенную метрику g = 〈·, ·〉 на пространстве кососимметрических тензоров W̃ = W∧W :

〈eu ∧ ev, ep ∧ eq〉 = δupδvq − δuqδvp.

Пусть S(r) — гиперсфера радиуса r в W̃ . Ограничение метрики g на сферу S(r) определяет на
S(r) метрику постоянной кривизны 1/r2, которая является первой квадратичной формой вложения
S(r) в W̃ . Отождествляя P (W̃ ) с S(r)/{id,− id} и учитывая тот факт, что p : S(r) → P (W̃ ) —
универсальное накрытие, приходим к выводу, что на P (W̃ ) существует единственная метрика
(эллиптическая метрика кривизны 1/r2), для которой накрывающее отображение p является
локальной изометрией. Эту метрику будем снова обозначать через g = 〈·, ·〉. Найдем ограничение
метрики g на подмногообразие U = σ(CPn), т.е. найдем первую квадратичную форму ds2r вложения
σ : CPn

R
→ P (V ) ⊂ P (W̃ ), где V = ker(id−J̃) —подпространство в W̃ . Имеем:

ds2r = r2
〈
d

x

|x| , d
x

|x|
〉

= r2
〈
d

z ∧ Jz

|z ∧ Jz| , d
z ∧ Jz

|z ∧ Jz|
〉
.

В локальных координатах ξa = za/z0 = ua + iva, соответствующих карте CAR

0 , после вычислений
найдем:

ds2r = 2r2 ·

(
1 +

n∑

k=1

ξkξ̄k

)(
n∑

k=1

dξkdξ̄k

)
−
(

n∑

k=1

ξ̄kdξk

)(
n∑

k=1

ξkdξ̄k

)

(
1 +

n∑

k=1

ξkξ̄k

)2 . (11)

Следовательно, первая квадратичная форма вложения σ является метрикой Фубини–Штуди
голоморфной секционной кривизны C = 2/r2 (см. [2, теорема 7.8])

Замечание. Используя изоморфизмы NXU ≡ V/V ′X ≡ (V ′X)⊥, где (V ′X)⊥—ортогональное до-
полнение подпространства V ′X, форму ϕ можно определить соотношением

ϕ(ξ, η) =
(
d(dx(ξ))(η)

)⊥
,

где символ ⊥ означает проекцию на нормальное подпространство NXU. Тогда, производя вычис-
ления, найдем

ds2r(ξ, ξ) = r
√
〈ϕ(ξ, ξ), ϕ(ξ, ξ)〉 = r|ϕ(ξ, ξ)|. (12)
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Из формулы (12) следует, в частности, что метрика Фубини—Штуди ds на CPn
R
единич-

ной голоморфной кривизны (при r = 1) равна длине второй фундаментальной формы CPn-
поверхности:

ds2(ξ, ξ) = |ϕ(ξ, ξ)|.

4. АЛЬТЕРНАТИВНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ CPn-ПОВЕРХНОСТИ

Приведем конструкцию, позволяющую дать альтернативное определение CPn-поверхности.
Пусть G = U(n + 1) — группа Ли унитарных матриц порядка n + 1, g = u(n + 1) — ее алгебра
Ли, Ad : G→ End(g) —присоединенное представление,

Adg ξ = gξg−1 ∀g ∈ G, ∀ξ ∈ g,

〈·, ·〉—метрика Киллинга 1 на g,

〈ξ, η〉 = − tr(ξ · η) ∀ξ, η ∈ g.

Пусть теперь π0 : G→ G/U(1)×U(n) ≡ CPn —каноническая проекция, p : g→ P (g) ≡ RPn2+2n —
отображение проективизации, g = m ⊕ h0 ⊕ h1 —каноническое разложение алгебры Ли g, где h0

и h1 —алгебры Ли групп U(1) и U(n), рассматриваемые как подалгебры в g = u(n + 1) при
стандартном вложении, а m —ортогональное дополнение подалгебры h = h0 ⊕ h1 относительно
метрики Киллинга 〈·, ·〉 на g. В явном виде:

m =
{(

0 aᵀ

−ā 0

) ∣
∣
∣
∣ a ∈ C

n

}
, h0 =

{(
λ 0
0 0

) ∣
∣
∣
∣ λ ∈ u(1)

}
, h1 =

{(
0 0
0 A

) ∣
∣
∣
∣ A ∈ u(n)

}
.

Ясно, что
〈m, h0〉 = 〈m, h1〉 = 〈h0, h1〉 = 0,

[m,m] ⊂ h, [h0, h0] = 0, [h1, h1] ⊂ h1, [h0, h1] = 0, [m, h] ⊂ m.
(13)

Пусть
Ad(h0) : g 
→ Adg(h0) = gh0g

−1

—отображение орбиты подпространства h0, а

f̂ = p ◦Ad(h0) : G→ P (g) ≡ RPn2+2n

—индуцированное отображение. Непосредственная проверка показывает, что для каждой точки
Z = π0(g) ∈ CPn отображение f̂ постоянно на π−1

0 (Z). Поэтому корректно определено отображе-
ние

f : CPn → P (g) ≡ RPn2+2n,

замыкающее диаграмму

G
Ad(h0)−−−−→ g

π0

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�p

CPn f−−−−→ RPn2+2n

Если обозначить через Xjk = ReT jk и Y jk = ImT jk однородные координаты в P (g), то отображе-
ние f будет иметь следующее координатное представление:

T jk
(
f ◦ π0(z)

)
= izj z̄k.

Ясно, что f —вещественно-аналитическое вложение. При этом f(CPn
R
) = p ◦AdG(h0).

Чтобы выяснить, как связаны вложения f и σ, обозначим через V пространство эрмитовых
матриц порядка n+ 1. Как отмечалось ранее, вложение σ можно рассматривать как отображение
σ : CPn

R
→ P (V ), определяемое системой

Zjk
(
σ ◦ π(z)

)
= zj z̄k.

1Эта метрика отличается от стандартной метрики Киллинга на постоянный отрицательный множитель.
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Рассмотрим отображение j : V → g = u(n + 1), определяемое соотношением j(Z) = iZ. Ясно,
что j —изоморфизм R-линейных пространств, который индуцирует проективную эквивалентность
ĵ пространств P (V ) и P (g). При этом ĵ ◦ σ = f и, следовательно,

ĵ ◦ σ(CPn
R

)
= f

(
CPn

R

)
.

Легко видеть, что относительно эллиптических метрик одинаковой секционной кривизны на P (V )
и P (g) отображение ĵ является изометрией. Следовательно, как и для вложения σ, первая фун-
даментальная форма вложения f является метрикой Фубини—Штуди. Более того, так как
невырожденное отображение ĵ является проективным, то вторые фундаментальные формы вложе-
ний f и σ проективно эквивалентны. Следовательно, комплексная структура на f(CPn

R
) может

быть интерпретирована точно так же, как и комплексная структура на σ(CPn
R
).

Таким образом, с точки зрения присоединенного представления группы Ли U(n + 1) CPn-
поверхность можно альтернативно определить в проективном пространстве P

(
u(n+1)

)
как орбиту,

порожденную косоэрмитовыми матрицами ранга 1. Такое определение CPn-поверхности позволяет
дать интерпретацию ее геометрических инвариантов в терминах алгебр Ли.

5. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ИНВАРИАНТОВ CPn-ПОВЕРХНОСТИ В ТЕРМИНАХ АЛГЕБР ЛИ

Пусть g = m⊕h0⊕h1 —каноническое разложение алгебры Ли g = u(n+1), где h0 и h1 —алгебры
Ли групп U(1) и U(n), рассматриваемые как подалгебры в u(n+ 1) при стандартном вложении, а
m —ортогональное дополнение подалгебры h0 ⊕ h1 относительно метрики Киллинга 〈·, ·〉 на g.

Теорема 4. Пусть U = f(CPn
R
)—CPn-поверхность, рассматриваемая как орбита p ◦

AdG(h0) ⊂ P (g), порожденная присоединенным представлением группы Ли G = U(n+ 1). Обо-
значим через Z = f ◦ π0(g) = p

(
Adg(h0)

)
текущую точку CPn-поверхности, а через Z0—

точку f ◦ π0(e) = p(h0). И пусть ξ0—фиксированный элемент алгебры ли h0, для которого
|ξ0| =

√〈ξ0, ξ0〉 = r. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Adg m = TZU—касательное пространство CPn-поверхности в точке Z. В частности,
m = TZ0U.

2) p
(
Adg(m ⊕ h0)

)
= PTZU—проективное касательное пространство CPn-поверхности в

точке Z. В частности, p(m⊕ h0) = PTZ0U.
3) Adg h1 = NZU—нормальное пространство CPn-поверхности в точке Z. В частности,

h1 = NZ0U.
4) ds2(ξ, η) =

〈
[ξ, ξ0], [η, ξ0]

〉
—первая фундаментальная форма вложения f (совпадающая с

метрикой Фубини—Штуди на CPn постоянной голоморфной секционной кривизны 2/r2).
Здесь ξ, η ∈ m.

5) ϕ(ξ, η)Z = Adg

[
η, [ξ, ξ0]

]⊥—вторая фундаментальная форма вложения в точке Z. В
частности, ϕ(ξ, η)Z0 =

[
η, [ξ, ξ0]

]⊥. Здесь ξ, η ∈ m, а символ ⊥ означает проекцию на h1.

Доказательство. Присоединенное представление сохраняет метрику Киллинга, поэтому все точки
Adg ξ0 лежат на гиперсфере Sn2+2n(r) ⊂ g. Так как отображение проективизации p, ограниченное
на сферу, является двулистным накрытием и локальной изометрией, то при локальном рассмотре-
нии мы можем отождествить точку Z = p(Adg h0) = p(Adg ξ0) ∈ P (g) с порождающим ее вектором
Adg ξ0, где

ξ0 = ±r
(
i 0
0 0

)
.

Пусть Ω = g−1dg, где g ∈ G = U(n + 1). Тогда Ω —левоинвариантная g-значная 1-форма на G.
Если ξ ∈ g —левоинвариантное векторное поле на G, то Ω(ξ)g = ξe. Пусть Ω = ω+Ω0 +Ω1 —инва-
риантное представление формы Ω, соответствующее каноническому разложению g = m⊕ h0 ⊕ h1.
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Дифференцируя тождество Z(g) = gξ0g
−1, найдем:

dZ(g) = dgξ0g
−1 + gξ0dg

−1 = dgξ0g
−1 + gξ0(−g−1dgg−1) =

= gg−1dgg−1gξ0g
−1 − gξ0g−1gg−1dgg−1 = (gΩg−1)(gξ0g−1)− (gξ0g−1)(gΩg−1) =

= Adg Ω ·Adg ξ0 −Adg ξ0 ·Adg Ω = [Adg Ω,Adg ξ0] = Adg[Ω, ξ0] =

= Adg[ω + Ω0 + Ω1, ξ0] = Adg[ω, ξ0].

Здесь использовано соотношение dg−1 = −g−1dgg−1, вытекающее из тождества gg−1 = e. Далее,
так как dZ(g)(ξ) = g[ξ, ξ0]g−1, то

d
(
dZ(g)(ξ)

)
= dg[ξ, ξ0]g−1 + g[ξ, ξ0]dg−1 = dg[ξ, ξ0]g−1 + g[ξ, ξ0](−g−1dgg−1) =

= gg−1dg[ξ, ξ0]g−1 − g[ξ, ξ0]g−1dgg−1 = gΩ[ξ, ξ0]g−1 − g[ξ, ξ0]Ωg−1 =

= g
[
Ω[ξ, ξ0]

]
g−1 = Adg

[
Ω, [ξ, ξ0]

]
= Adg

[
ω + Ω0 + Ω1, [ξ, ξ0]

]
= Adg

[
ω, [ξ, ξ0]

]
.

Итак,
dZ(g) = Adg[ω, ξ0], d

(
dZ(g)(ξ)

)
= Adg

[
ω, [ξ, ξ0]

]
, ∀ξ ∈ m. (14)

Дальнейшее доказательство следует из (13), (14) и тождества [m, ξ0] = m, которое легко про-
веряется непосредственными вычислениями. Заметим, что симметричность формы ϕ(ξ, η)Z =
Adg

[
η, [ξ, ξ0]

]⊥ является следствием тождества Якоби:
[
η, [ξ, ξ0]

]
+
[
ξ, [ξ0, η]

]
+
[
ξ0, [η, ξ]

]
= 0.

Действительно, если ξ, η ∈ m, то
[
ξ0, [η, ξ]

]
= 0, так как [η, ξ] ∈ h, ξ0 ∈ h0, а [h, h0] = 0. Следова-

тельно,

ϕ(ξ, η)Z = Adg

[
η, [ξ, ξ0]

]⊥ = −Adg

[
ξ, [ξ0, η]

]⊥ = Adg

[
ξ, [η, ξ0]

]⊥ = ϕ(η, ξ)Z .

Теорема доказана.

6. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА CPn-ПОВЕРХНОСТИ

Построенное вложение σ позволяет моделировать геометрию комплексного проективного про-
странства на вещественно-аналитической поверхности.

Теорема 5. Любое m-мерное (m � n) полное вполне геодезическое антиинвариантное под-
многообразие на CPn-поверхности есть многообразие Веронезе, диффеоморфное RPm, которое
может быть получено как пересечение CPn-поверхности и (m2 +3m)/2-мерного подпростран-
ства в RPn2+2n.

Теорема 6. Любое m-мерное (размерность комплексная) полное вполне геодезическое инва-
риантное подмногообразие на CPn-поверхности есть CPm-поверхность, которая может быть
получена как пересечение CPn-поверхности и (m2 + 2m)-мерного подпространства в RPn2+2n.

Доказательство теорем 5 и 6 основывается на классификации антиинвариантных и инвариант-
ных подмногообразий, приведенной в [5, теорема 1.1], и получается при помощи явных уравнений
вложения σ. Заметим, что здесь удобнее использовать конструкцию вложения, приведенную в
разделе 1.

Замечание. Рассматривая синтетическое определение проективного пространства (см. [6,
гл. VI]), все аксиомы комплексного проективного пространства могут быть интерпретированы на
CPn-поверхности. Например, при m < n через любые m точек общего положения, принадле-
жащих CPn-поверхности, проходит единственная CPm−1-поверхность, являющаяся полным
вполне геодезическим инвариантным подмногообразием. В частности, через любые две точки,
принадлежащие CPn-поверхности, проходит единственная CP 1-поверхность. Кроме того, несложно
проверить следующее проективное свойство CPn-поверхности. Пусть X и Y —пара различных
точек CPn-поверхности U, а PTXU и PTY U—касательные проективные плоскости к CPn-
поверхности в этих точках. Тогда пересечением плоскостей PTXU и PTY U является прямая,
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полярная для прямой [XY ] относительно двумерной квадрики, являющейся единственной CP 1-
поверхностью, проходящей через точки X и Y .
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7. Lichnerowicz A. Geómet́rie des groupes de transformations. — Paris: Dunod. 1958.
8. Nash J. F. The imbedding problem for Rimannian manifolds// Ann. Math. — 1965. — 63. — С. 20–63.
9. Onishchik A. L. Topology of transitive transformation groups. — Leipzig–Berlin–Heidelberg: Johann

Ambrosius Barth, 1994.



Современная математика и ее приложения. Том 31 (2005). С. 13–52

УДК 514.7, 517.2, 517.9

АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ

К ИССЛЕДОВАНИЮ УРАВНЕНИЯ SIN-ГОРДОНА

И ПСЕВДОСФЕРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

c© 2005 г. А. Г. ПОПОВ, Е. В. МАЕВСКИЙ

СОДЕРЖАНИЕ

1. Геометрические основания к исследованию уравнения sin-Гордона . . . . . . . . . . . . 14
2. Методы интегрирования уравнения sin-Гордона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1. Задача Гурса для уравнения sin-Гордона. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2. Задача Коши для уравнения sin-Гордона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3. Метод разделения переменных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4. Метод малого параметра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5. Автомодельные решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.5.1. Автомодельные решения вида z(au+ bv) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.5.2. Автомодельные решения вида z(uv) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.6. Преобразование Бэклунда и солитонные решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6.1. Преобразование Бэклунда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6.2. Солитонные решения уравнения sin-Гордона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.7. Алгебро-геометрический подход . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.7.1. θ-функция Римана и римановы поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.7.2. Конечнозонные решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.7.3. Двухзонные решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3. Псевдосферические поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.1. Основные уравнения теории поверхностей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.2. Асимптотические координаты и чебышевские сети . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2.1. Асимптотические линии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2.2. Чебышевские сети . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2.3. Поверхность с заданным сетевым углом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.4. Ребра псевдосферической поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3. Координаты линий кривизны . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.1. Основной триэдр поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.2. Псевдосферическая поверхность в окрестности ребра . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.3. Псевдосферические поверхности Иоахимсталя . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4. Изотермические координаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4.1. Модель Пуанкаре плоскости Λ2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4.2. Переход от чебышевских координат к изотермическим . . . . . . . . . . . . . 39

3.5. Геометрическое преобразование Бэклунда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.6. Метод подвижного репера и формула Сима . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.7. Классические псевдосферические поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.7.1. Винтовые псевдосферические поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.7.2. Поверхности Амслера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.7.3. Двухсолитонные поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

ISSN 1512–1712 c© Ин-т кибернетики АН Грузии, 2005



14 А. Г. ПОПОВ, Е. В. МАЕВСКИЙ

1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОСНОВАНИЯ К ИССЛЕДОВАНИЮ УРАВНЕНИЯ SIN-ГОРДОНА

В геометрии уравнение sin-Гордона связано с существованием на поверхностях в E
3 специаль-

ных сетей, называемых чебышевскими. Эти сети характеризуются тем условием, что в каждом
сетевом четырехугольнике противоположные стороны равны. Чебышевскую сеть образуют, на-
пример, нити куска ткани, натянутой на поверхность [35]. Пусть линии чебышевской сети взяты
за координатные так, что координаты u и v являются их естественными параметрами (такие коор-
динаты будем называть чебышевскими) — в этом случае первая квадратичная форма поверхности
принимает вид

Q(u, v) = du2 + 2 cos z(u, v)dudv + dv2,

где z(u, v)—угол, под которым пересекаются линии чебышевской сети в точке (u, v). Пусть гаус-
сова кривизна поверхности в этих координатах равна K(u, v). П. Л. Чебышев показал, что угол
z(u, v) удовлетворяет уравнению Чебышева

zuv = −K(u, v) sin z.

На псевдосферической поверхности (K ≡ −1) чебышевскую сеть образуют асимптотические ли-
нии. Чтобы подчеркнуть выбор в качестве координат (u, v) естественных параметров этих линий,
а также то, что в качестве чебышевской сети взята именно сеть асимптотических, будем называть
координаты (u, v) асимптотическими чебышевскими координатами. Обратим внимание на то,
что при этом фиксируется определенный вид обеих квадратичных форм поверхности. Сетевой угол
z(u, v) в этом случае должен удовлетворять уравнению sin-Гордона

zuv = sin z. (1.1)

Псевдосферическая поверхность имеет метрику кривизны K ≡ −1, поэтому эту поверхность
можно рассматривать как изометрическое погружение фрагмента плоскости Лобачевского Λ2 в
E

3. При этом подразумевается, что отображение r, переводящее каждую точку (u, v) некоторой
области U ⊆ R

2 в точку поверхности, трижды непрерывно дифференцируемо (регулярность по-
гружения) и обладает тем свойством, что векторы ru, rv линейно независимы, т.е.

∣
∣
∣
∣

r2
u rurv

rurv r2
v

∣
∣
∣
∣ = sin z �= 0

всюду в области U .
В следующей фундаментальной теореме [4] фактически утверждается невозможность регуляр-

ного изометрического погружения всей плоскости Лобачевского Λ2 в E
3.

Теорема 1.1 (Д. Гильберт). В трехмерном евклидовом пространстве E
3 не существует пол-

ной регулярной поверхности постоянной отрицательной кривизны.

Доказательство теоремы (см. [4, 26]) опирается на следующее утверждение об уравнении sin-
Гордона, также принадлежащее Гильберту.

Лемма 1.1. Любое гладкое решение уравнения sin-Гордона достигает значений, кратных π.

Псевдосферическая поверхность с заданным сетевым углом асимптотической чебышевской сети
может быть «склеена» из своих асимптотических линий. Э. Г. Позняк доказал [22] следующую
теорему.

Теорема 1.2. Пусть функция z(u, v) ∈ C4(R2)—решение уравнения sin-Гордона. Тогда суще-
ствует такая, заданная на всей плоскости (u, v), вектор-функция r(u, v), что график этой
функции в любой области, где z(u, v) �= πn, представляет собой поверхность постоянной
отрицательной кривизны K ≡ −1. При этом координатная сеть (u, v) на указанной поверх-
ности является сетью асимптотических линий, а z(u, v)— сетевой угол. Значениям z = πn
соответствуют особенности (ребра, острия) поверхности.
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2. МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЯ SIN-ГОРДОНА

Этот раздел посвящен рассмотрению различных методов построения решений уравнения sin-
Гордона, рассматриваемых в контексте задач исследования псевдосферических поверхностей. В
начале первой части формулируются задачи Гурса и Коши для уравнения sin-Гордона, и дока-
зывается существование и единственность решения. Излагается метод разделения переменных,
позволяющий получить важные с геометрической точки зрения решения уравнения sin-Гордона.
Обсуждается возможность применения метода малого параметра к исследованию специальных
типов решений уравнения sin-Гордона, связанных с характерными достаточно изученными класса-
ми псевдосферических поверхностей. Исследуются классы автомодельных решений типа бегущих
волн и переменной t = uv. Анализируются соотношения, определяющие преобразование Бэклунда
для уравнения sin-Гордона, формула суперпозиции Бьянки и ее обобщение. Дается определение
класса солитонных решений и проводится их классификация. Обсуждается следствие тождества
тройной секущей Фея, позволяющее получать конечнозонные решения уравнения sin-Гордона в
терминах тета-функций Римана.

2.1. Задача Гурса для уравнения sin-Гордона. Сформулируем для уравнения sin-Гордона (1.1)
задачу Гурса: ⎧

⎪⎨

⎪⎩

zuv = sin z,

z(u0, v) = ψ(v),

z(u, v0) = ϕ(u),
(2.1)

с условием ψ(v0) = ϕ(u0), где ψ(v), ϕ(u)— заданные функции, определенные при v � v0 и u � u0

соответственно.
Не ограничивая общности можно провести замену u − u0 → u, v − v0 → v и считать u0 = 0,

v0 = 0. В этих предположениях справедлива следующая теорема Л. Бьянки [43] о существовании
и единственности решения задачи Гурса.

Теорема 2.1. Если функции ϕ(u) ∈ Cn[0, u1], ψ(v) ∈ Cn[0, v1], n � 2, то существует един-
ственное решение z(u, v) ∈ Cn([0, u1] × [0, v1]) задачи Гурса (2.1). Это решение может быть
построено как предел равномерно сходящейся последовательности {zk(u, v)}, рекуррентно за-
данной следующими соотношениями:

z0(u, v) = ϕ(u) + ψ(v)− ϕ(0), (2.2)

zk+1(u, v) = z0(u, v) +

u∫

0

v∫

0

sin zk(ξ, η)dηdξ. (2.3)

Справедлива оценка
|z(u, v)| � |z0(u, v)|+ (euv − 1) min(1,m(u, v)), (2.4)

где m(u, v) = max{|z0(ξ, η)| : 0 � ξ � u, 0 � η � v}.
Доказательство. Редуцируем задачу (1.1), (2.1) к интегральному уравнению

z(u, v) = ϕ(u) + ψ(v)− ϕ(0) +

u∫

0

v∫

0

sin z(ξ, η)dηdξ. (2.5)

Это интегральное уравнение эквивалентно задаче Гурса в следующем смысле. Непрерывная на
[0, u1]× [0, v1] функция z(u, v), являющаяся его решением, обладает непрерывной смешанной про-
изводной zuv(u, v) и удовлетворяет задаче Гурса. Напротив, классическое решение задачи Гурса,
непрерывное на [0, u1]× [0, v1], удовлетворяет интегральному уравнению (2.5).

Будем строить решение интегрального уравнения (2.5) методом последовательных приближений.
Для этого, принимая обозначения (2.2), (2.3), представим zn(u, v) в виде суммы

zn = z0 +
n∑

k=1

(zk − zk−1) (2.6)
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и оценим по модулю слагаемые в этой сумме. Имеем:

|z1 − z0| =
∣
∣
∣
∣
∣
∣

u∫

0

v∫

0

sin z0dηdξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� min(1,max |z0(u, v)|)uv,

|zk+1 − zk| =
∣
∣
∣
∣
∣
∣

u∫

0

v∫

0

2 sin
zk − zk−1

2
cos

zk + zk−1

2
dηdξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
�

�
u∫

0

v∫

0

2
∣
∣
∣
∣sin

zk − zk−1

2

∣
∣
∣
∣ dηdξ �

u∫

0

v∫

0

|zk − zk−1| dηdξ,

из чего получаем

|zk − zk−1| � min(1,m(u, v))
(uv)k

k!2
. (2.7)

Переходя в (2.6) к пределу при n → ∞, убеждаемся, что решение задачи Гурса существует,
поскольку ряд

z = z0 +
∞∑

k=1

(zk − zk−1), (2.8)

в силу полученной оценки (2.7), сходится равномерно на любом компакте. Неравенство (2.4) в
формулировке теоремы следует из (2.7).

Из соотношения (2.3) видно, что если z0(u, v) ∈ Cn([0, u1]×[0, v1]) и zk(u, v) ∈ Cn([0, u1]×[0, v1]),
то zk+1(u, v) ∈ Cn([0, u1] × [0, v1]). Поэтому, в силу равномерной сходимости ряда (2.8), класс
гладкости решения z(u, v) совпадает с классом гладкости функции z0(u, v).

Докажем, что решение z(u, v), определенное формулой (2.8) — единственное решение задачи
Гурса. Пусть ζ(u, v)—другое решение интегрального уравнения (2.5). Вычитая (2.3) из тождества
(2.5), записанного для ζ, имеем

|ζ − z0| � M

и, соответственно,

|ζ − zk+1| =
∣
∣
∣
∣
∣
∣

u∫

0

v∫

0

2 sin
ζ − zk

2
cos

ζ + zk
2

dηdξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
�

u∫

0

v∫

0

2
∣
∣
∣
∣sin

ζ − zk
2

∣
∣
∣
∣ dηdξ �

u∫

0

v∫

0

|ζ − zk−1| dηdξ.

Следовательно, при любом k справедливо неравенство

|ζ − zk| � M
(uv)k

k!2
,

доказывающее, что разность |ζ − z| является сколь угодно малой. Следовательно, z(u, v) и ζ(u, v)
совпадают.

2.2. Задача Коши для уравнения sin-Гордона. Задача Коши для уравнения sin-Гордона фор-
мулируется как задача с начальными значениями функции z(u, v) и ее производной zu(u, v) на
кривой l : v = ω(u):

⎧
⎪⎨

⎪⎩

zuv = sin z,

z(u, ω(u)) = ψ(u),

zu(u, ω(u)) = ϕ(u).
(2.9)

При этом ω(u) ∈ Cn, n � 2 и ω′(u) имеет постоянный знак на отрезке [u1, u2] (будем считать
для определенности ω′(u) > 0) и поэтому существует обратная функция ω−1(u) ∈ Cn. В этих
предположениях справедлива следующая теорема существования и единственности решения.
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Теорема 2.2. Пусть ψ(u) ∈ Cn[u1, u2] и ϕ(u) ∈ Cn−1[u1, u2]. Тогда в прямоугольнике Π =
[u1, u2]× [ω(u1), ω(u2)] существует единственное решение z(u, v) ∈ Cn(Π) задачи Коши (2.9).
Указанное решение может быть построено как предел равномерно сходящейся последова-

тельности {zk(u, v)}, рекуррентно заданной следующим образом:

z0(u, v) = ψ(ω−1(v))−
ω−1(v)∫

u

ϕ(x)dx, (2.10)

zk+1(u, v) = z0(u, v)−
ω−1(v)∫

u

dx

v∫

ω(x)

sin zk(x, y)dy. (2.11)

Для решения задачи Коши справедлива оценка

|z(u, v)| � |z0(u, v)|+ (e(v−ω(u))2/2a(u,v) − 1), (2.12)

где вспомогательная функция a(u, v) определяется в областях над кривой и под кривой соот-
ветственно как

a(u, v) = sup
{
k | ω(x) � ω(u) + k(x− u) при всех x ∈ [u, ω−1(v)]

}
, (2.13)

a(u, v) = sup
{
k | ω(x) � ω(u) + k(x− u) при всех x ∈ [ω−1(v), u]

}
. (2.14)

Доказательство. В областях, лежащих над кривой l, т.е. на множестве
{
(u, v) : ω(u) < v

}
и под

кривой l, т.е. на множестве
{
(u, v) : ω(u) > v

}
задача (2.9) редуцируется к интегральному уравне-

нию

z(u, v) = ψ(ω−1(v))−
ω−1(v)∫

u

ϕ(x)dx−
ω−1(v)∫

u

dx

v∫

ω(x)

sin z(x, y)dy. (2.15)

Это уравнение получается следующим образом. Проинтегрируем уравнение sin-Гордона в перемен-
ных (x, y)

zxy(x, y) = sin z(x, y)
по переменной y в пределах от ω(x) до v:

zx(x, v)− zx(x, ω(x)) =

v∫

ω(x)

sin z(x, y)dy.

С учетом начального условия задачи Коши получаем

zx(x, v) = ϕ(x) +

v∫

ω(x)

sin z(x, y)dy.

Проинтегрировав данное уравнение по переменной x в пределах от u до ω−1(v), получаем инте-
гральное уравнение (2.15). Очевидно, непрерывное на Π решение задачи Коши является также
и решением интегрального уравнения (2.15). Поэтому из доказываемой ниже единственности ре-
шения этого интегрального уравнения следует, что задача Коши не может иметь более одного
решения. Мы также покажем, что непрерывное решение интегрального уравнения будет также и
решением задачи Коши.

Доказательство существования и единственности решения уравнения (2.15) проведем методом
последовательных приближений. Отметим, что в отличие от задачи Гурса, интегрирование про-
водится по области с криволинейной границей. Фиксируем (u, v). Переменные будем обозначать
(x, y).

Рассмотрим точку A(u, v), лежащую над кривой l. Введем точки B(u, ω(u)) и C(ω−1(v), v).
Двойной интеграл в интегральном уравнении берется по области BAC. Заключим эту область в
прямоугольный треугольник BAC ′ с катетами BA и AC ′; точка C ′ лежит на продолжении луча
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A

B

C C ′

x

y

u

v

l : y = ω(x)

РИС. 1

AC за точку C или совпадает с C. Гипотенуза BC ′ определяется на плоскости (x, y) уравнением

y = a(x − u) + ω(u) def= ax + b, где коэффициент наклона a выбран максимально возможным, но
так, чтобы кривая l на промежутке x ∈ [u, ω(v)] лежала над гипотенузой BC ′— точное выражение
(2.13) для a приведено в формулировке теоремы.

Введем обозначения (2.10), (2.11). На первом шаге мажорируем интеграл по исходной области
BAC интегралом по прямоугольному треугольнику BAC ′:

|z1 − z0| �
ω−1(v)∫

u

dx

v∫

ω(x)

1 · dy �
(v−b)/a∫

u

dx

v∫

a(x−u)+ω(u)

dy =
(v − ω(u))2

2a
.

Предположим, что на k-м шаге мы получили неравенство

|zk − zk−1| � (v − ω(u))2k

Ckak
;

тогда на следующем шаге

|zk+1 − zk| �
ω−1(v)∫

u

dx

v∫

ω(x)

|zk − zk−1|dy

� 1
Ckak

(v−b)/a∫

u

dx

v∫

a·(x−u)+ω(u)

(y − ω(x))2kdy =

=
1

(2k + 1)Ckak

(v−b)/a∫

u

(v − ω(x))2k+1dx− ak+1

(2k + 1)Ck

(v−b)/a∫

u

(x− u)2k+1dx �

� 1
(2k + 1)Ckak

(v−b)/a∫

u

(v − ω(u))2k+1dx− (v − b− au)2k+2

(2k + 1)(2k + 2)Ckak+1
=

=
(v − ω(u))2k+1

(2k + 1)Ckak

(
v − b
a
− u
)
− (v − ω(u))2k+2

(2k + 1)(2k + 2)Ckak+1
=

(v − ω(u))2k+2

(2k + 2)Ckak+1
.

Находим

|zk − zk−1| � (v − ω(u))2k

k!(2a)k
, (2.16)

поэтому ряд

z0 +
∞∑

k=1

(zk − zk−1)
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сходится равномерно на любой компактной части области над кривой и, следовательно, представ-
ляет решение z(u, v) рассматриваемого интегрального уравнения (2.15). Из оценки (2.16) следует
оценка (2.12) для z(u, v) в формулировке теоремы. Отметим, что геометрический смысл выражения
(v − ω(u))2

2a(u, v)
, находящегося в показателе экспоненты— это площадь прямоугольного треугольни-

ка BAC ′.
Исследуем гладкость найденного решения z(u, v) интегрального уравнения (2.15). При выпол-

нении условий теоремы очевидно, что z0(u, v) ∈ Cn(Π). Продифференцируем выражение (2.11) по
u и по v:

∂zk+1

∂u
=
∂z0
∂u

+

v∫

ω(u)

sin zk(u, y)dy,
∂zk+1

∂v
=
∂z0
∂v
−

ω−1(v)∫

u

sin zk(x, v)dx.

Повторное дифференцирование дает

∂2zk+1

∂u2
=
∂2z0
∂u2

− ω′(u) sin zk(u, v),

∂2zk+1

∂u∂v
= sin zk(u, v),

∂2zk+1

∂v2
=
∂2z0
∂v2

− 1
ω′ ◦ ω−1(v)

sin zk(u, v).

Из полученных соотношений видно, что если zk(u, v) ∈ Cn(Π), то zk+1(u, v) ∈ Cn(Π). Из второго
выражения или, точнее говоря, из его предельного аналога следует, что построенное решение
интегрального уравнения удовлетворяет уравнению sin-Гордона, а значит и задаче Коши.

Докажем единственность решения интегрального уравнения. Пусть ζ(u, v)—другое решение
интегрального уравнения (2.15). Вычитая (2.11) из тождества (2.15), записанного для ζ, имеем
|ζ − z0| � M и

|ζ − zk+1| �
ω−1(v)∫

u

dx

v∫

ω(x)

|ζ − zk|dy.

Следовательно, при любом k справедливо неравенство

|ζ − zk| � M
(v − ω(u))2k

k!(2a)k
,

поэтому разность |ζ − z| должна быть сколь угодно мала, т.е. равна нулю.
Рассмотрение области под кривой l проводится аналогично.

2.3. Метод разделения переменных. Следуя работам Р. Штоейервальда [60], Г. Дарбу [49] и
Дж. Лэма [13], будем искать решение уравнения sin-Гордона методом разделения переменных.

Введя новые переменные

u =
α+ β

2
, v =

α− β
2

,

будем искать решение в виде

z(α, β) = 4 arctg eA(α)+B(β).

Подставляя z(α, β) в уравнение sin-Гордона

zαα − zββ = sin z,

получим уравнение:

(A′′ −B′′) ch(A+B) + (1 +B′2 −A′2) sh(A+B) = 0. (2.17)
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Дифференцируя это уравнение по α и β, исключая из выражений для производных ch(A + B) с
помощью уравнения (2.17) и сокращая полученные уравнения на sh(A+B), имеем:

A′[(A′′2 −B′′2) + (1 +B′2 −A′2)2] +A′′′[1 +B′2 −A′2] = 0,

B′[(A′′2 −B′′2) + (1 +B′2 −A′2)2] +B′′′[1 +B′2 −A′2] = 0.

Дифференцируя оба уравнения этой системы по α и β, а затем исключая выражения в квадратных
скобках, получаем:

A′A′′′′ −A′′A′′′ − 4A′3A′′ = 0,

B′B′′′′ −B′′B′′′ − 4B′3B′′ = 0.

Последние уравнения допускают двойное понижение порядка и сводятся к уравнениям, интегри-
руемым в эллиптических функциях:

A′′2 = (A′2 − a2)(A′2 − b2),
B′′2 = (B′2 + 1− a2)(B′2 + 1− b2).

(2.18)

Решение «общего положения» (A′ �= const, B′ �= const) выглядит так:

z(u, v) = 4 arctg

⎛

⎜
⎝

(
cn{bu; a

b}+ bdn{bu; a
b}
)
cn
{√

1− b2v;
√

a2−b2

1−b2

}

√
1− a2 −√1− b2 dn

{√
1− b2v;

√
a2−b2

1−b2

}

⎞

⎟
⎠ ,

где cn{x, k}, dn{x, k}—эллиптические функции Якоби. В работе Штойервальда [60] это решение
построено в терминах σ-функций Вейерштрасса.

Отметим частный случай a2 = b2, при котором уравнения (2.18) интегрируются в элементарных
функциях:

A′′ = A′2 − a2, B′′2 = B′2 + 1− a2.

Получаемое при этом решение уравнения sin-Гордона является частным случаем двухсолитонного
или бризерного решения в зависимости от a и b. Этот случай будет подробно рассмотрен ниже.

2.4. Метод малого параметра. Метод малого параметра для уравнения sin-Гордона, предложен
Э. Г. Позняком [24] в связи с вопросом построения локальной чебышевской сети. Метод позволяет
оценивать решения с малыми граничными условиями на характеристиках.

Рассмотрим следующую задачу Гурса:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

zuv = sin z,
z(u, 0) = εϕ(u),
z(0, v) = εψ(v).

Теорема 2.3. Если функции ϕ(u) и ψ(v) дифференцируемы и ограничены на полупрямой
[0,+∞), то справедлива следующая асимптотическая формула для решения z(u, v) при
(u, v) ∈ [0,+∞)× [0,+∞):

z(u, v) = −ε
⎡

⎣ϕ(0)
∞∑

k=0

ukvk

k!2
+

u∫

0

ϕ(ξ)
∞∑

k=0

k(ξ − u)k(−v)k

k!2
dξ +

v∫

0

ψ(η)
∞∑

k=0

k(−u)k(η − v)k

k!2
dη

⎤

⎦+O(ε3),

где остаточный член удовлетворяет оценке

|O(ε3)| � 1
6
e4|uv|ε3 3

max |ϕ(u) + ψ(v)− ϕ(0)|.
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Отметим, что доказательство теоремы состоит в применении формулы Римана к уравнению
гиперболического типа ⎧

⎪⎨

⎪⎩

z̃uv = z̃ + ε2f(z̃, ε),
z̃(u, 0) = ϕ(u),
z̃(0, v) = ψ(v),

(2.19)

где z̃ = ε−1z. Функция Римана для оператора
(

∂2

∂u∂v
− 1
)

известна [3, 33]:

R(u, v; ξ, η) = J0

(
2
√
−(ξ − u)(η − v)

)
=
∞∑

k=0

(ξ − u)k(η − v)k

(k!)2
,

где J0 —функция Бесселя нулевого порядка. Двойной интеграл в формуле Римана оценивается с
помощью теоремы о среднем и дает O(ε3).

Чтобы получить разложение до более высокого порядка, мы можем в f(z̃, ε) под двойным инте-
гралом подставить вместо z̃ его асимптотическое разложение.

Тот же метод применим к задаче Коши
⎧
⎪⎨

⎪⎩

zuv = sin z,
z(u, ω(u)) = εψ(u),
zu(u, ω(u)) = εϕ(u).

Надо только вместо формулы Римана для задачи Гурса воспользоваться формулой Римана [3] для
задачи Коши.

2.5. Автомодельные решения. Известно, что у уравнения sin-Гордона имеется два типа авто-
модельных решений: z(au+ bv) и z(uv).

2.5.1. Автомодельные решения вида z(au+ bv). Рассмотрим автомодельные решения типа бегу-
щих волн z(au+bv) уравнения sin-Гордона. Обозначим через σ знак произведения ab и k =

√|a/b|.
Уравнение в этом случае можно переписать в виде

z′′ = σ sin z,

где штрих обозначает производную по переменной

t = ku+
σv

k
,

один раз проинтегрировать (при этом возникнет постоянная интегрирования C2) и записать в
интегральной форме:

±
∫

dz
√

2σ (C2 − cos z)
= ku+

σv

k
. (2.20)

Отметим, что можно одновременно поменять знаки σ и C2, рассматривая при этом π+ z вместо z.
При интегрировании (2.20) возможны следующие случаи [11, 25].

(1a) Пусть C2 = 1, σ = 1; тогда

z(au+ bv) = 4 arctg eku+v/k

—односолитонные решения уравнения sin-Гордона, которые мы получим в п. 2.6.1, исполь-
зуя преобразование Бэклунда. В этом выражении опущена произвольная постоянная, дающая
сдвиг по переменным, знак ± в показателе экспоненты, отвечающий за одновременную смену
знаков у переменных и знак ± у решения, поскольку эти симметрии усматриваются непо-
средственно в уравнении sin-Гордона и таким образом характерны для каждого его решения.

(1б) Пусть C2 = −1, σ = −1; тогда

z(au+ bv) = π + 4 arctg eku−v/k.

Это решение можно получить из предыдущего заменой v → −v и z → z + π.
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(2а) Пусть C2 > 1, σ = 1 или −1 < C2 < 1, σ = 1; тогда

z(au+ bv) = 2 arcsin dn

{

ku+
v

k
;

√
C2 + 1

2

}

.

(2б) Пусть C2 < −1, σ = −1 или −1 < C2 < 1, σ = −1; тогда

z(au+ bv) = π + 2 arcsin dn

{

ku− v

k
;

√
C2 + 1

2

}

.

Это решение можно получить из предыдущего заменой v → −v и z → z + π.

Отметим, что решения (2а) и (2б) допускают много возможных форм записи благодаря тожде-
ствам

dn
{
pt;

1
p

}
= cn{t; p}, arcsin t+ arccos t =

π

2
, и т. п.

Здесь cn{x, k}, dn{x, k}—эллиптические функции Якоби.

2.5.2. Автомодельные решения вида z(uv). Для автомодельной переменной t = uv уравнение
sin-Гордона сводится к виду

tz′′ + z′ − sin z = 0.

Замена z = x+ π приводит его к виду

tx′′ + x′ + sinx = 0. (2.21)

Уравнение (2.21) является частным случаем третьего трансцендентного уравнения Пенлеве [1, 46],
которое в стандартных обозначениях записывается в виде

w′′ = w′2w−1 − w′t−1 + (αw2 + β)t−1 + γw3 + δw−1

и заменой w(t) = ey(t), t2/4→ t приводится к виду, более удобному для дальнейших рассмотрений:

ty′′ + y′ − (γe2y + δe−2y)− (αey + βe−y)t−1/2 = 0. (2.22)

Методом изомонодромных деформаций асимптотические свойства решений уравнений Пенлеве
изучались А. Р. Итсом и В. Ю. Новокшеновым [55].

Исследованию асимптотических свойств решений уравнений типа (2.21) посвящены работы
Е. В. Маевского [14, 17]. Изложим основные результаты.

Асимптотика решений уравнения (2.21) на бесконечности. Здесь удобно перейти к новой неза-
висимой переменной τ по формуле τ = 2

√
t. Дифференцирование по новой переменной будем

обозначать точкой. Рассмотрим начальную задачу для уравнения (2.21) в новой переменной:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

τ z̈ + ż − τ sin z = 0,
z(τ0) = p,

ż(τ0) = q.

(2.23)

Получены следующие асимптотические разложения:

z(τ) = π + τ−1/2C1 sin θ + τ−3/2

(
1

192
C3

1 sin 3θ +
1
32
C3

1 sin θ +
(

3
1024

C5
1 −

1
8
C1

)
cos θ

)
+O(τ−5/2),

(2.24)

ż(τ) = τ−1/2C1 cos θ + τ−3/2

((
− 3

1024
C5

1 −
3
8
C1

)
sin θ − 1

32
C3

1 cos θ +
1
64
C3

1 cos 3θ
)

+O(τ−5/2),

(2.25)

где

θ = τ − 1
16
C2

1 ln τ + C2.

Доказана следующая теорема.
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Теорема 2.4. Любое решение задачи Коши (2.23), не являющееся монотонным, обладает
асимптотическим поведением (2.24), (2.25) с точностью до слагаемого 2mπ. Целое число m
определяется из условия |p− (2m+ 1)π| < π.

Доказательство теоремы разбивается на два этапа. Сначала с помощью некоторой модификации
метода вариации постоянных исходное уравнение сводится к системе двух интегральных уравне-
ний для варьируемых «постоянных». Методом последовательных приближений доказывается, что
существует решение этой системы, стремящееся к константе на бесконечности. Искомое асимпто-
тическое разложение на n-м шаге получаем используя вычисленные по рекуррентным формулам
n-е последовательные приближения для «постоянных». Доказывается, что построенной асимпто-
тикой обладают все решения исходного уравнения, достаточно быстро стремящиеся к нулю на
бесконечности. Далее для выделения таких решений по начальным условиям применяется второй
метод Ляпунова. Доказывается асимптотическая устойчивость тривиального решения исходного
уравнения.

Асимптотику в нуле удается получить для всех решений уравнения (2.21):

z(t) = C1 ln t+ C2 +

(

− C2
1 − 1

(
C2

1 + 1
)2 sin θ − 2C1

(
C2

1 + 1
)2 cos θ

)

t+O(t2),

и для производной:

z′(t) =
C1

t
+
(

1
C2

1 + 1
sin θ − C1

C2
1 + 1

cos θ
)

+O(t),

где θ = C1 ln t+ C2.

2.6. Преобразование Бэклунда и солитонные решения.

2.6.1. Преобразование Бэклунда. Преобразование Бэклунда решения уравнения sin-Гордона
z(u, v) определяет другое решение уравнения sin-Гордона ζ(u, v) как решение следующей системы
уравнений:

ζu = zu + 2p sin
ζ + z

2
, ζv = −zv +

2
p

sin
ζ − z

2
. (2.26)

Заметим, что решение этой системы не единственно. Общее решение зависит от одной произволь-
ной постоянной, в качестве которой можно взять, например, ζ(0, 0). Общее решение обозначим
символом Bp z.

Вывести соотношения (2.26) можно следующим образом [20]. Положим

ζu = P (zu, z, ζ), ζv = Q(zv, z, ζ), (2.27)

где P и Q—некоторые функции. Дифференцируем первое уравнение по u, а второе— по v и
используем, что ζuv = sin ζ, zuv = sin z:

P1 sin z + P2zv + P3Q = sin ζ, Q1 sin z +Q2zu +Q3P = sin ζ, (2.28)

где индексами обозначены производные по соответствующим переменным. В уравнениях (2.28)
предполагаем (z, zu, zv, ζ, ζu, ζv) независимыми переменными. Дифференцируя первое уравнение
системы (2.28) по zv, а второе— по zu, имеем Q11 = 0 и P11 = 0, поэтому P и Q являются
многочленами первого порядка соответственно по zu и zv:

P (zu, z, ζ) = P 1(z, ζ) + P 2(z, ζ)zu, Q(zv, z, ζ) = Q1(z, ζ) +Q2(z, ζ)zv, (2.29)

где функции P 1, P 2, Q1, Q2 подлежат дальнейшему определению. Подставляя (2.29) в (2.28) и
сравнивая коэффициенты каждого уравнения при zu, zv, zuzv слева и справа, получаем

Q1P 2
2 = 0, P 1Q2

2 = 0, P 2
1 + P 2

2Q
2 = 0,

Q2
1 +Q2

2P
2 = 0, P 1

1 + P 1
2Q

2 = 0, Q1
1 +Q1

2P
2 = 0.

(2.30)
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Из первых четырех уравнений системы (2.30) находим P 2 = a = const, Q2 = b = const. Подставляя
в последние 2 уравнения, имеем следующую систему уравнений для определения P 1, Q1

q
∂P 1

∂ζ
+
∂P 1

∂z
= 0, p

∂Q1

∂ζ
+
∂Q1

∂z
= 0.

Решая эту систему, находим, что

P 1 = F (z − bζ), Q1 = G(z − aζ), (2.31)

где F , G—некоторые функции. Подставляя найденные P 1, P 2, Q1, Q2 в (2.29), а затем— в урав-
нения (2.28), получаем

∂P 1

∂ζ
Q1 = sin ζ − a sin z, P 1∂Q

1

∂ζ
= sin ζ − b sin z.

Складывая эти уравнения и интегрируя по ζ, находим

F (z − bζ) ·G(z − aζ) = −2 cos ζ − (a+ b)ζ sin z + C(z),

где C(z)—некоторая функция. Перейдем в полученном уравнении к новым переменным x = z−bζ,
y = z − aζ:

F (x)G(y) = −2 cos
x− y
a− b − (a+ b)

x− y
a− b sin

ax− by
a− b + C

(
ax− by
a− b

)
. (2.32)

Анализируя уравнение (2.32), находим a = −b = 1 и C = 2 cos
x+ y

2
, поэтому

F (x) = 2p sin
x

2
, G(y) = −2

p
sin

y

2
, (2.33)

где p—произвольное число. Подставляя найденные выражения в (2.29), а затем в (2.27), получаем
искомые уравнения преобразования Бэклунда (2.26).

Известно [43], что преобразования Бэклунда с различными параметрами перестановочны и

Bp Bq z = z + 4 arctg
(
p+ q

p− q tg
Bp z − Bq z

4

)
(2.34)

(формула Бьянки). Этот факт доказывается непосредственной проверкой того, что для любого
решения уравнения sin-Гордона z(u, v) функция

w = z + 4 arctg
(
p+ q

p− q tg
zp − zq

4

)

удовлетворяет системе уравнений (2.26) и по индексу p, и по индексу q, т.е. w = Bp zq = Bq zp,
если zp = Bp z, zq = Bq z.

Обобщение формулы Бьянки получается в рамках метода обратной задачи с помощью n-кратного
преобразования Дарбу [57]. Эта формула имеет вид [41]

1 + i tg
Bpn Bpn−1 . . .Bp1 z − z

4

1− i tg Bpn Bpn−1 . . .Bp1 z − z
4

=
det
∥
∥
∥
∥p

k−1
j

(
1 + i(−1)k−1 tg

Bpj z − z
4

)∥∥
∥
∥

det
∥
∥
∥
∥p

k−1
j

(
1− i(−1)k−1 tg

Bpj z − z
4

)∥∥
∥
∥

,

где ‖ · ‖ обозначает матрицу, элементы которой занумерованы индексами j, k, пробегающими
значения 1, 2, . . . , n. Ту же формулу можно записать и в экспоненциальной форме:

exp
(
i
Bpn Bpn−1 . . .Bp1 z − z

2

)
=

det
∥
∥
∥
∥p

k−1
j

(
1 + i(−1)k−1 tg

Bpj z − z
4

)∥∥
∥
∥

det
∥
∥
∥
∥p

k−1
j

(
1− i(−1)k−1 tg

Bpj z − z
4

)∥∥
∥
∥

. (2.35)
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2.6.2. Солитонные решения уравнения sin-Гордона. Односолитонное решение z(1) получается
применением преобразования Бэклунда к тривиальному решению уравнения sin-Гордона z = 0.
Действительно, в этом случае система (2.26) принимает вид

z(1)u = 2p sin
z(1)

2
, z(1)v =

2
p

sin
z(1)

2
и допускает точное интегрирование:

z(1)(u, v) = 4 arctg epu+v/p.

В случае z = 0 формула (2.35) дает n-солитонное решение z(n) уравнения sin-Гордона, которое,
таким образом, имеет вид

z(n)(u, v) = −2i ln
det
∥
∥
∥pk−1

j

(
1 + i(−1)k−1e pju+ v/pj

)∥∥
∥

det
∥
∥
∥pk−1

j

(
1− i(−1)k−1epju+v/pj

)∥∥
∥

.

Если все pj —вещественные числа, полученное (вещественное) решение называется n-кинком.
Если n = 2m четное, а комплексные числа pj разбиты на пары комплексно-сопряженных, то
также получается вещественное решение, называемое m-бризером. Решение, получаемое из n-
солитонного (n− 1)-кратным предельным переходом

p1 → p2 → . . .→ pn = p,

называется n-позитоном.
В качестве примера рассмотрим n = 2. Двухсолитонное решение имеет вид

z(u, v) = 4 arctg

(
p+ q

p− q
epu+v/p − equ+v/q

1 + epu+v/pequ+v/q

)

.

Из него получаем бризерное решение (p = a+ ib, q = a− ib)

z(u, v) = 4 arctg
a sin

(
b
2u− b

2(a2+b2)
v
)

b ch
(

a
2u+ a

2(a2+b2)
v
)

и двухпозитонное решение

z(u, v) = 4 arctg
u− v/p2

ch(pu+ v/p)
.

2.7. Алгебро-геометрический подход.

2.7.1. θ-функция Римана и римановы поверхности. Тета-функция Римана θ(x|B) от векторной
переменной x ∈ C

g (где x предполагается вектором-столбцом, а g—натуральное число) опреде-
ляется через g × g симметричную матрицу B, удовлетворяющую условию, что ее мнимая часть
положительно определена (матрица Римана):

θ(x|B) =
∑

k∈Zg

eπikTBk+2πikTx.

Здесь суммирование ведется по всем целочисленным векторам-столбцам k, T означает транспо-
нирование, условие, наложенное на матрицу B, обеспечивает сходимость ряда (очевидно, при
всех x ∈ C

g). Матрицу B в записи θ(x|B) опускают, если понятно о какой матрице идет речь.
Рассмотрим кроме этого тета-функции с характеристиками a′,a′′ ∈ R

g:

θ[a′;a′′](x|B) =
∑

k∈Zg

eπi(a
′ + k)TB(a′ + k) + 2πi(a′ + k)T(a′′ + x).

Теория тета-функций становится особенно содержательной (благодаря появляющимся новым соот-
ношениям между тета-функциями) в случае, когда матрица B является матрицей периодов рима-
новой поверхности функции f2(w) = P2g+1(w), где P2g+1 —полином степени 2g+ 1. По поводу со-
временного состояния теории тета-функций и их связи с римановыми поверхностями см. [6, 8, 18].
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2.7.2. Конечнозонные решения. Связь теории тета-функций со многими уравнениями математи-
ческой физики появляется как следствие тождества тройной секущей Фея [9, 12, 18, 52]. Мы
сформулируем в общих чертах лишь следствие этого важного тождества, справедливое для любой
пары точек P , Q римановой поверхности функции f(w) и любого вектора x ∈ C

g:

θ(x + y(P,Q))θ(x− y(P,Q))
θ2(x)

= β2(P,Q)
(
α(P,Q) + bT

P

(
∂2 ln θ(x)
∂xi∂xj

)
bQ

)
,

где α(P,Q), β2(P,Q)—числа, зависящие от точек P , Q, y(P,Q)—вектор, зависящий от P , Q,
bP —вектор, зависящий от P , bQ —вектор, зависящий от Q, круглыми скобками в правой части
обозначена матрица, состоящая из вторых производных (гессиан) функции ln θ(x). Если в качестве
P,Q выбраны точки ветвления римановой поверхности и

β2(P,Q) = 1,

то приведенное тождество переходит в уравнение

zuv = −4γ(P,Q) sin z

для функции

z(u, v) = πnTy − i ln θ(ubP + vbQ + c + y)θ(ubP + vbQ + c− y)
θ2(ubP + vbQ + c)

,

где целочисленный вектор n зависит от y, вектор c—произвольный, число γ(P,Q) = e−πinT y, а
векторы y, bP , bQ — те же, что и выше. Решения такого вида называются g-зонными решениями
уравнения sin-Гордона [12]. Дальнейшие исследования направлены на выявление вещественных
решений (см. [9, 30, 31, 36]). Отметим глубокую связь конечнозонных решений с методом обратной
задачи [13] и функциями Бейкера—Ахиезера [8]. Отметим, что солитонные решения являются
специальным предельным случаем конечнозонных, в терминах метода обратной задачи.

Для вещественности и гладкости решения на риманову поверхность (другими словами, на по-
лином P2g+1(w)) и точки ветвления P,Q необходимо и достаточно наложить некоторые усло-
вия [9, 36]. Общий вид конечнозонного решения уравнения sin-Гордона в стандартной форме
записи (т.е. zuv = sin z) приведен в работе Б. А. Дубровина и С. М. Натанзона [9].

2.7.3. Двухзонные решения. Выпишем со всеми подробностями двухзонные решения [9], по-
скольку только в случае g = 2 удается записать z(u, v) без привлечения конкретных римановых
поверхностей. Это связано с тем, что любая 2 × 2-матрица Римана является матрицей периодов
некоторой римановой поверхности [7]. Введем дополнительные обозначения:

θ̂[a1, a2] = θ

[
1
2

(
a1

a2

)
;
(

0
0

)]
(0|2B),

θ̂ij [a1, a2] =
∂2

∂xi∂xj
θ

[
1
2

(
a1

a2

)
;
(

0
0

)]
(0|2B).

Наложим на матрицу B условие невырожденности

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

θ̂11[0, 0] θ̂12[0, 0] θ̂22[0, 0] θ̂[0, 0]
θ̂11[1, 0] θ̂12[1, 0] θ̂22[1, 0] θ̂[1, 0]
θ̂11[0, 1] θ̂12[0, 1] θ̂22[0, 1] θ̂[0, 1]
θ̂11[1, 1] θ̂12[1, 1] θ̂22[1, 1] θ̂[1, 1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

�= 0

и одно из трех условий вещественности:

1) B̄ = −B; в этом случае положим

p =
(

3/4
0

)
, q =

(
1/4
0

)
или p =

(
3/4
1/2

)
, q =

(
1/4
1/2

)
;
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2) B̄ =
(

1 1
1 1

)
−B и положим

p =
(

0
1/4

)
, q =

(
1/2
1/4

)
;

3) B̄ =
(

1 1
1 2

)
−B и положим

p =
(

0
0

)
, q =

(
1/2
0

)
.

(Здесь черта обозначает комплексное сопряжение.) Кроме этого, введем в рассмотрение числа

q11 = D−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

θ̂11[0, 0] θ̂12[0, 0] θ̂22[0, 0] 0
0 θ̂12[1, 0] θ̂22[1, 0] θ̂[1, 0]

θ̂11[0, 1] θ̂12[0, 1] θ̂22[0, 1] 0
0 θ̂12[1, 1] θ̂22[1, 1] θ̂[1, 1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

q12 = D−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

θ̂11[0, 0] θ̂12[0, 0] θ̂22[0, 0] 0
θ̂11[1, 0] 0 θ̂22[1, 0] θ̂[1, 0]
θ̂11[0, 1] θ̂12[0, 1] θ̂22[0, 1] 0
θ̂11[1, 1] 0 θ̂22[1, 1] θ̂[1, 1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

q22 = D−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

θ̂11[0, 0] θ̂12[0, 0] θ̂22[0, 0] 0
θ̂11[1, 0] θ̂12[1, 0] 0 θ̂[1, 0]
θ̂11[0, 1] θ̂12[0, 1] θ̂22[0, 1] 0
θ̂11[1, 1] θ̂12[1, 1] 0 θ̂[1, 1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

и определим через эти числа векторы

a =
i

2

⎛

⎝
1

q12 +
√
q212 − 4q11q22
2q11

⎞

⎠ , b =
i

2

⎛

⎝
q11

q12 −
√
q212 − 4q11q22
2q11

⎞

⎠ .

В этих обозначениях справедлива следующая теорема [9].

Теорема 2.5. В случаях (1)–(3) функция

z(u, v) = i ln
[
θ[0;p](ua + vb)
θ[0;q](ua + vb)

]2
,

а в случае (3) еще и

z(u, v) = i ln
[
θ[0;q](ua− vb)
θ(ua− vb)

]2

являются гладкими вещественными решениями уравнения sin-Гордона.

Частный случай двухзонного решения был найден И. В. Грибковым [5] при помощи преобразо-
вания Бэклунда.

3. ПСЕВДОСФЕРИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ

Содержание этого раздела составляют общие сведения о псевдосферических поверхностях. При-
водятся формулы Гаусса—Вейнгартена и Гаусса—Петерсона—Кодацци. Для поверхностей отрица-
тельной кривизны формулируются уравнения Петерсона—Кодацци в римановых инвариантах. Да-
лее излагаются основные результаты и методы исследования псевдосферических поверхностей в
асимптотических и чебышевских координатах, в координатах линий кривизны и в изотермических
координатах. Рассмотрен частный случай псевдосферической поверхности, когда она является по-
верхностью Иоахимсталя. Излагается алгоритм преобразования Бэклунда для псевдосферических
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поверхностей. Обсуждается метод подвижного репера Картана в приложении к псевдосфериче-
ским поверхностям: доказывается формула Сима. Излагаются основные результаты, связанные с
классическими псевдосферическими поверхностями.

3.1. Основные уравнения теории поверхностей. Будем рассматривать поверхность S[r] в E
3

как область значений трижды непрерывно дифференцируемой вектор-функции r(u, v), аргумент
которой (u, v) принадлежит некоторой (связной) области U ⊆ R

2. Переменные (u, v) при этом
называются (криволинейными) координатами на поверхности, семейства кривых u = const и v =
const— координатными линиями, а совокупность координатных линий— координатной сетью.
Первая и вторая квадратичные формы поверхности определяются как

Q(u, v; du, dv) = dr2 = E(u, v)du2 + 2F (u, v)dudv +G(u, v)dv2,

B(u, v; du, dv) = −(dr, dn) = L(u, v)du2 + 2M(u, v)dudv +N(u, v)dv2,

причем первая из них положительно определена.
Тройка векторов (ru, rv,n), взятая в точке M , в которой W (M) = E(M)G(M)−F 2(M) �= 0, об-

разует базис. Раскладывая по этому базису векторы ruu, ruu, rvv, nu, nv, получаем деривационные
формулы Гаусса—Вейнгартена

⎛

⎝
ru

rv

n

⎞

⎠

u

=

⎛

⎜
⎝

Γ1
11 Γ2

11 L
Γ1

12 Γ2
12 M

MF − LG
W

LF −ME

W
0

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝
ru

rv

n

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
ru

rv

n

⎞

⎠

v

=

⎛

⎜
⎝

Γ1
12 Γ2

12 M
Γ1

22 Γ2
22 N

NF −MG

W

MF −NE
W

0

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝
ru

rv

n

⎞

⎠ ,

(3.1)

где Γk
ij — символы Кристоффеля:

Γ1
11 =

1
2W

(GEu + FEv − 2FFu), Γ2
11 =

1
2W

(−EEv − FFu + 2EGu),

Γ1
12 =

1
2W

(GEv − FGu), Γ2
12 =

1
2W

(EGu − FEv),

Γ1
22 =

1
2W

(−GGu − FFv + 2GEv), Γ2
22 =

1
2W

(EGv + FGu − 2FFv).

Условие согласования системы матричных уравнений (3.1) записывается в виде

Uv − Vu = V U − UV,
где U и V —матрицы из правой части соответственно первого и второго уравнения, а в скалярной
форме представляет собой систему уравнений Гаусса—Петерсона—Кодацци:

K(u, v) =
1
W 2

⎧
⎨

⎩

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1
2Guu + Fuv − 1

2Evv
1
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1
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∣
∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣

⎫
⎬

⎭

(уравнение Гаусса), где K =
LN −M2

EG− F 2
— гауссова кривизна поверхности;

2W (Lv −Mu)− (EN − 2FM +GL)(Ev − Fu) +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E Eu L
F Fu M
G Gu N

∣
∣
∣
∣
∣
∣
= 0,

2W (Mv −Nu)− (EN − 2FM +GL)(Fv −Gu) +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E Ev L
F Fv M
G Gv N

∣
∣
∣
∣
∣
∣
= 0

(уравнения Петерсона—Кодацци).
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Рассмотрим кривую на поверхности. Совокупность кривой и заданного на ней единичного век-
тора нормали поверхности n называется поверхностной полосой. Основной трехгранник поверх-
ностной полосы задается ортонормированной тройкой векторов: касательным вектором l, вектором
нормали поверхности n и вектором геодезической нормали m = [n, l]. Формулы Френе записыва-
ются в виде

l̇ = kgm + knn, ṁ = −kgl + κgn, ṅ = −knl− κgm. (3.2)

Здесь точка обозначает производную по естественному параметру кривой, штрих— по произволь-
ному параметру. Коэффициенты этих разложений

kg =
(r′r′′n)
|r′|3 , kn =

([r′r′′] r′n)
|r′|4 , κg =

(r′nn′)
|r′|2 (3.3)

называются соответственно геодезической кривизной, нормальной кривизной и геодезическим
кручением поверхностной полосы. Отметим, что из данной точки поверхности в заданном направ-
лении проходит равно одна линия (поверхностная полоса) с заданной геодезической кривизной.
Обозначим через ϑ угол между нормалью поверхности и главной нормалью линии на поверхности.
Ориентацию этого угла определим так, чтобы главная нормаль линии была равна n cosϑ+m sinϑ.
Тогда

kg = k sinϑ, kn = k cosϑ, κg = κ + ϑ̇; (3.4)

кроме того, производная угла ϑ выражается через кривизны и их производные по формуле

ϑ̇ =
k̇gkn − kgk̇n

k2
g + k2

n

, (3.5)

которая выводится из предыдущих. См. также [2, 19, 21, 34, 38, 39, 49].
Рассмотрим поверхность отрицательной гауссовой кривизны. Пусть K = −k2 и E, F , G выбра-

ны так, что уравнение Гаусса выполняется тождественно. Уравнения Петерсона—Кодацци удобно
исследовать в так называемых римановых инвариантах. Впервые такая форма записи была пред-
ложена Б. Л. Рождественским [28] и Э. Г. Позняком [23]. Обозначим через l, m, n коэффициенты
второй квадратичной формы, разделенные на

√
EF −G2, и введем новые неизвестные функции по

формулам

r = −m+ k

n
, s = −m− k

n
.

Тогда уравнения Петерсона—Кодацци могут быть записаны в виде

ru + srv = A0 +A1r +A2s+A3r
2 +A4rs+A5r

2s,

su + rsv = A0 +A1s+A2r +A3s
2 +A4sr +A5s

2r,

где

A0 = −Γ2
11, A1 = Γ1

11 − Γ2
12, A2 = −Γ2

12, A3 = Γ1
12, A4 = −Γ2

22 + Γ1
12, A5 = Γ1

22.

Исследование уравнений Петерсона—Кодацци в римановых инвариантах эффективно применялось
Э. Г. Позняком [23] и Е. В. Шикиным [37] в вопросах погружений двумерных метрик отрицатель-
ной кривизны в E

3.

3.2. Асимптотические координаты и чебышевские сети.

3.2.1. Асимптотические линии. На псевдосферической поверхности можно ввести асимптотиче-
ские координаты; обозначим их (ũ, ṽ). В этих координатах коэффициенты первой и второй квадра-
тичных форм связаны условиями L̃ = Ñ = 0, M̃2 = ẼG̃− F̃ 2 и уравнениями Петерсона—Кодацци,
которые в этом случае редуцируются к системе

F̃ Ẽṽ − ẼG̃ũ = 0, G̃Ẽṽ − F̃ G̃ũ = 0,



30 А. Г. ПОПОВ, Е. В. МАЕВСКИЙ

из которой следует, что Ẽ = Ẽ(ũ) и G̃ = G̃(ṽ). Если ввести новые координаты по формулам

u =

ũ∫

0

√
Ẽ(ξ)dξ, v =

ũ∫

0

√
G̃(η)dη, (3.6)

то первая квадратичная форма поверхности примет вид

Q(u, v; du, dv) = du2 + 2 cos z(u, v)dudv + dv2, (3.7)

где cos z(u, v) = F̃ /
√
ẼG̃. Последнее определение корректно, поскольку F̃ 2 � ẼG̃ в силу поло-

жительной определенности первой квадратичной формы. Координаты, в которых первая квадра-
тичная форма имеет вид (3.7), называются чебышевскими. Чебышевская сеть характеризуется (и
определяется) тем свойством, что в любом сетевом четырехугольнике противоположные стороны
равны. Таким образом, на любой псевдосферической поверхности могут быть введены чебышев-
ские координаты, получающиеся масштабным преобразованием (3.6). Функция z(u, v) не может
быть выбрана произвольно: она должна удовлетворять уравнению Гаусса, которое в этом случае
принимает вид уравнения sin-Гордона:

zuv = sin z.

3.2.2. Чебышевские сети. Отметим, что если первая квадратичная форма поверхности в неко-
торых координатах имеет вид (3.7), то коэффициенты ее второй квадратичной формы должны
удовлетворять уравнениям Петерсона—Кодацци и условию K = −1:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

2(Lv −Mu) sin z + (M cos z − 2N)zu = 0,
2(Nu −Mv) sin z + (M cos z − 2L)zv = 0,
LN −M2 = − sin2 z.

(3.8)

Если мы строим решение этой системы при условии L = N = 0 (т.е. если координатная сеть—
асимптотическая), то получаем M = sin z. Но в общем случае решение системы (3.8) определяется
с большим произволом. Ниже мы покажем, что любые две пересекающиеся линии на поверхности
могут быть включены в локальную чебышевскую сеть (u, v) (в односвязной окрестности точки
пересечения) с некоторым z(u, v), зависящим от геодезических кривизн этих линий и от угла,
под которым они пересекаются. Более того, на любой фиксированной псевдосферической поверх-
ности для любого фиксированного решения z(u, v) уравнения sin-Гордона существует локальная
чебышевская сеть (u, v), для которой функция z(u, v)— сетевой угол.

Чтобы получить радиус-вектор поверхности в асимптотических чебышевских координатах с
заданным сетевым углом z(u, v), необходимо проинтегрировать систему деривационных формул

ruu = zunu, ruv = n sin z, rvv = zvnv,

nu = ru ctg z − rv cosec z, nv = −ru cosec z + rv ctg z.
(3.9)

Из анализа взаиморасположения векторов ru, rv, n в пространстве следуют формулы:

[rurv] = n sin z, [run] = ru ctg z − rv cosec z, [rvn] = ru cosec z − rv ctg z. (3.10)

Обратимся к вычислению геодезической кривизны, нормальной кривизны и геодезического кру-
чения асимптотических линий v = v0 и u = u0.

Рассмотрим линию v = v0. Ее радиус-вектор R(u) = r(u, v0). Очевидно, Ru = ru, Ruu = ruu,
Ruuu = ruuu. Имеем:

[RuRuu] = −zun, (RuRuun) = −zu,
(RuRuuRuuu) = −zu (nruuu) = −zu (nruu)′ + zu (nuruu) = z2

u

поэтому, согласно (3.3), нормальная кривизна асимптотической линии равна нулю, а ее геодезиче-
ская кривизна и кручение (которые в этом случае по модулю совпадают с обычными кривизной и
кручением) определяются следующим образом:

kg = −zu, κ = 1. (3.11)
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Поскольку |ru| = 1, то длина отрезка асимптотической линии v = v0 равна изменению u на нем:
s = u.

Аналогичным образом получаем для асимптотической другого семейства u = u0:

kg = zv, κ = −1. (3.12)

Покажем, следуя [24], каким образом любые две пересекающиеся гладкие линии на псевдо-
сферической поверхности могут быть включены в локальную чебышевскую сеть (u, v) с некото-
рым z(u, v).

Для этого рассмотрим такую односвязную окрестность их точки пересечения, в которой они
больше не пересекаются. Естественные параметры линий, отсчитываемые от точки пересечения
обозначим u и v. Геодезические кривизны линий обозначим k

(1)
g (u) и k(2)

g (v), а угол, который они
образуют, как z(0, 0). Предположим, что на поверхности введены чебышевские (но не обязательно
асимптотические) координаты (u, v) с углом z(u, v), подлежащим определению из условия, что
первая линия задается уравнением v = 0, а вторая— уравнением u = 0. Геодезическая кривизна
линии на поверхности является объектом внутренней геометрии поверхности, и значит для первой
кривой определяется выражением (3.11), а для второй— (3.12):

k(1)
g (u) = −zu, k(2)

g (v) = zv.

Определим z(u, v) как решение задачи Гурса:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

zuv = sin z,

z(0, v) = z(0, 0) +
v∫

0

k
(2)
g (η)dη,

z(u, 0) = z(0, 0)−
u∫

0

k
(1)
g (ξ)dξ.

Для завершения доказательства необходимо построить чебышевскую сеть с сетевым углом, удо-
влетворяющим сформулированной выше задаче Гурса. С этой целью заметим, что из данной точ-
ки поверхности в заданном направлении проходит единственная линия с заданной геодезической
кривизной. Геодезические кривизны линий u = u0 и v = v0 известны, они соответственно равны
zv(u0, v) и −zu(u, v0), а направления в точках (u0, 0) и (0, v0) задаются по известным углам z(u0, 0)
и z(0, v0).

В свете сказанного представляет большой интерес, во-первых, выяснение необходимых и до-
статочных условий на область плоскости Лобачевского, обеспечивающих существование в этой
области регулярной чебышевской сети. Во-вторых, условий на две гладкие пересекающиеся ли-
нии на плоскости Лобачевского (псевдосферической поверхности), при которых они могут быть
включены в чебышевскую сеть. Этим вопросам посвящены работы Э. Г. Позняка [24] и Ч. Вис-
слера [61].

Рассмотрим сетевой четырехугольник ABCD чебышевской (не обязательно асимптотической)
сети (u, v). Будем предполагать, что контур ABCD ограничивает односвязную область с площадью
S. Через ∠A и т. д. обозначаем внутренние углы четырехугольника ABCD. Тогда из известной
формулы Гаусса—Бонне следует формула Хацидакиса [2]

S = ∠A+ ∠B + ∠C + ∠D − 2π = z(A)− z(B) + z(C)− z(D).

На основании этой формулы также может быть выведена [2] теорема 1.1 Гильберта о невозможно-
сти регулярного изометрического погружения полной плоскости Лобачевского Λ2 в E

3. Дальней-
шие результаты, обобщающие теорему Гильберта, рассмотрены в обзоре Н. В. Ефимова [10].

3.2.3. Поверхность с заданным сетевым углом. Псевдосферическая поверхность с заданным се-
тевым углом асимптотической чебышевской сети может быть «склеена» из своих асимптотических
линий. Пусть на плоскости (u, v) задан прямоугольник Π = [u1, u2]×[v1, v2] (возможно бесконечная
или полубесконечная полоса или даже вся плоскость— бесконечно удаленные точки не включа-
ются), в котором определено решение z(u, v) уравнения sin-Гордона и z ∈ C4(Π). Пусть, кроме
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этого, задана некоторая точка (u0, v0) в прямоугольнике (внутри или на границе) и правая орто-
гональная тройка векторов (e1, e2, e3). Нам будет удобна следующая формулировка теоремы 1.2
Э. Г. Позняка.

Теорема 3.1. При сформулированных выше условиях в прямоугольнике Π существует един-
ственная вектор-функция r : Π → E

3, r ∈ C3(Π), определяющая псевдосферическую по-
верхность, для которой (u, v)—асимптотические чебышевские координаты с сетевым углом
z(u, v) и

ru(u0, v0) = e1, rv(u0, v0) = cos z(u0, v0)e1 + sin z(u0, v0)e2, n(u0v0) = e3.

Особенности поверхности соответствуют линиям уровня z(u, v) = πn.

Доказательство. Основной триэдр асимптотической линии v = v0 строится как единственное
решение системы уравнений Френе

⎛

⎝
l(v0)

m(v0)

n(v0)

⎞

⎠

u

=

⎛

⎝
0 −zu 0
zu 0 1
0 −1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
l(v0)

m(v0)

n(v0)

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
l(v0)

m(v0)

n(v0)

⎞

⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
u=u0

=

⎛

⎝
e1

e2

e3

⎞

⎠ .

Ее радиус-вектор находится интегрированием:

r(u, v0) =

u∫

u0

l(v0)(ξ)dξ.

Зафиксируем эту линию. Через каждую ее точку проходит асимптотическая другого семейства,
основной триэдр которой определяется из системы

⎛

⎝
l(u)

m(u)

n(u)

⎞

⎠

v

=

⎛

⎝
0 zv 0
−zv 0 −1
0 1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
l(u)

m(u)

n(u)

⎞

⎠

с начальными условиями
⎛

⎝
l(u)

m(u)

n(u)

⎞

⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
v=v0

=

⎛

⎝
cos z(u, v0) sin z(u, v0) 0
− sin z(u, v0) cos z(u, v0) 0

0 0 1

⎞

⎠

⎛

⎝
l(v0)(u)
m(v0)(u)
n(v0)(u)

⎞

⎠ .

Матричный коэффициент в правой части задает поворот на угол z(u, v0) в плоскости векторов
l(v0)(u), m(v0)(u). При этом повороте вектор l(v0)(u) совмещается с вектором l(u)(v0), а m(v0)(u)—
с m(u)(v0). Радиус-вектор

r(u, v) = r(u, v0) +

v∫

v0

l(u)(η)dη

определяет искомую псевдосферическую поверхность. Для доказательства наличия у поверхности
особенностей при z = πn достаточно вычислить главные кривизны. Находим k1 = ctg z/2 и k2 =
− tg z/2. При z → πn одна из них стремится к нулю, а другая— к бесконечности (так, что их
произведение остается равным K = −1).

3.2.4. Ребра псевдосферической поверхности. Рассмотрим линию z(u, v) = πn. Ее радиус-вектор
R(u) = r(u, ω(u)), где ω(u) : z(u, ω(u)) = πn. Поскольку r ∈ C3 и n ∈ C2 всюду, где z ∈ C4, то из
двух последних уравнений в системе (3.9) получаем

ru − (−1)nrv

∣
∣
∣
v=ω(u)

= 0.

Поэтому
Ru =

(
1 + (−1)nω′

)
ru.

Вычислим вторую производную, не подставляя в нее пока z = πn:

Ruu = [zu ctg z − zvω′2 cosec z]ru + [−zu cosec z + zvω
′2 ctg z + ω′′]rv + 2ω′ sin zn.
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Вычисляем с учетом формулы zvω
′ = −zu векторное произведение, подставляя sin z = 0 и cos z =

(−1)n:

[Ru,Ruu] =
(
−zu + (−1)nzvω

′2
) (

1 + (−1)nω′
)
n = − (1 + (−1)nω′

)2
zun.

В Ruuu нам понадобится только коэффициент при n, не содержащий sin z. Такие слагаемые воз-
никают при дифференцировании ru по v и rv по u. Находим

Ruuu = −zu
(
1 + (−1)nω′

) (
1− (−1)nω′

)
n + . . . .

Вычисляем:

(RuRuun) = − (1 + (−1)nω′
)2
zu,

(RuRuuRuuu) = z2
u

(
1 + (−1)nω′

)3 (1− (−1)nω′
)
.

Итак, нормальная кривизна кривой равна нулю, а ее геодезическая кривизна и кручение опреде-
ляются следующими формулами:

kg = − zu
1 + (−1)nω′

, κ =
1− (−1)nω′

1 + (−1)nω′
. (3.13)

Длина кривой s = u + (−1)nω(u). Поэтому линия z = πn тогда и только тогда вырождается в
точку, когда 1 + (−1)nω′(u) ≡ 0, т.е. когда ω′(u) = (−1)n+1.

Для локального исследования поверхности в окрестности ребра, соответствующего значению
z = πn, удобно перейти к координатам линий кривизны (см. п. 3.3). Линии кривизны одного
семейства (какого именно— зависит от четности n) касаются данного ребра, а линии другого
семейства— пересекают его под прямым углом.

Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши позволяет утверждать од-
нозначную определенность псевдосферических поверхностей по их ребрам. Имеется в виду сле-
дующее. Согласно сказанному выше, каждое решение уравнения sin-Гордона достигает значений
z = πn, которые по теореме Э. Г. Позняка соответствуют ребрам псевдосферической поверхно-
сти Φ[z]. Рассмотрим совокупность ребер некоторой псевдосферической поверхности. Кривизна и
кручение ребра как пространственной кривой однозначно определяются по уравнению прообраза
ребра на плоскости (u, v) и по производной zu, заданной на ребре как функция от u (см. формулы
(3.13)). Это соответствие взаимно однозначно, т.е. по заданному ребру можно определить уравне-
ние v = ω(u) и zu(u, ω(u)). А это— начальные данные для задачи Коши. Таким образом, находим
решение уравнения sin-Гордона в некотором прямоугольнике, а вместе с ним восстанавливаем и
соответствующий фрагмент псевдосферической поверхности. Придадим сказанному точный смысл
в следующем утверждении. Под псевдосферической поверхностью, заданной на прямоугольнике
Π = [u1, u2]× [v1, v2], подразумевается Φ[z|Π].

Теорема 3.2. Рассмотрим кривую в E
3, определенную радиус-вектором R(s), где s— есте-

ственный параметр. Рассмотрим связную часть L этой кривой (конечную или бесконечную),
на которой кручение κ �= ±1 и функции1

1
1 + κ(s)

,
1− κ(s)
1 + κ(s)

,
ε(s)k(s)
1 + κ(s)

,

где k—кривизна кривой а ε(s) = ±1, принадлежат классу C3. Пусть существует точка s0
(а значит, и некоторая ее окрестность), в которой кривизна k(s0) > 0. Тогда существует
прямоугольник Π и ровно две (вообще говоря не конгруэнтные друг другу) псевдосферические
поверхности, заданные на нем, для которых L является фрагментом ребра возврата. Для
одной поверхности это ребро соответствует четному n, а для другой— нечетному.

1Сформулированные ниже условия гладкости не исключают возможности существования точек на L, в которых
кривизна или кручение бесконечны, а также точек, в которых кривизна равна нулю. Множитель ε(s), принимающий
значения ±1, добавлен с той целью, чтобы обеспечить функции ε(s)k(s) достаточную гладкость, которой, вообще
говоря, нет у функции k(s) в силу традиционного требования k(s) � 0.
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Доказательство. Из формул (3.13) получаем следующие выражения

ω′(u) = (−1)n 1− κ(s)
1 + κ(s)

, zu(u, ω(u)) = − 2kg(s)
1 + κ(s)

,
ds

du
= ± 1

1 + κ(s)
,

где в правых частях подразумевается подстановка s = s(u). Рассмотрим отдельно случай четно-
го и нечетного n. Пусть, для начала, n четное. Поскольку k = |kg|, то kg(s), а следовательно,
и zu(u, ω(u)), известно с точностью до знака. Смена знака у начальных условий zu(u, ω(u)) и
z(u, ω(u)) = πn приводит (в силу единственности) к смене знака решения задачи Коши z(u, v),
которая, в свою очередь означает смену направления вектора нормали и направлений отсчета ко-
ординат u и v на асимптотических линиях. Поверхность при этом остается той же самой. Поэтому
(вообще говоря, переменный) знак в формуле kg = ±k выбираем так, чтобы обеспечить функции

zu(u, ω(u)) нужную гладкость (C3); а поскольку по условию
ε(s)k(s)
1 + κ(s)

∈ C3, то этот знак следует

взять равным, например, ε(s). Знак в выражении для производной ds/du берется, например, так,
чтобы производная была положительна. Тогда координата u принимает на L значения ∈ [u1, u2] (где
u1, u2 возможно ∓∞). Так как кручение не принимает значений ±1, то ω′(u) имеет постоянный
знак, пусть, для определенности, > 0. Положим v1 = ω(u1), v2 = ω(u2) и рассмотрим прямо-
угольник Π = [u1, u2] × [v1, v2]. Согласно доказанной теореме о существовании и единственности
решения задачи Коши для уравнения sin-Гордона, в этом прямоугольнике существует единствен-
ное решение z(u, v) ∈ C4(Π) задачи Коши. Необходимая гладкость решения (C4) обеспечивается
гладкостью начальных данных. Для завершения доказательства осталось построить поверхность.
С этой целью рассмотрим точку на L с координатой s0 = s(u0), в которой кривизна и круче-
ние конечны и кривизна отлична от нуля. Возьмем вектор e1 равным вектору касательной к L в
этой точке, ориентированному в направлении возрастания координаты u. Вектор e3 положим рав-
ным ε(s0)b(s0), где b(s0)—вектор бинормали кривой L в точке s0; вектор e2 выберем так, чтобы
ортогональная тройка (e1, e2, e3) была правой. Осталось воспользоваться теоремой 3.1. Случай
нечетного n рассматривается аналогично.

3.3. Координаты линий кривизны.

3.3.1. Основной триэдр поверхности. Рассмотрим все необходимые выражения в координатах
линий кривизны (α, β). Допуская некоторую неточность, сохраним для радиус-вектора обозначе-
ние r, но будем писать теперь r(α, β). Кроме того, пусть n(α, β)—вектор нормали поверхности.
Переход к координатам линий кривизны осуществляется по формулам

u =
α+ β

2
, v =

α− β
2

.

Основные квадратичные формы поверхности в этих координатах

Q(α, β; dα, dβ) = cos2
z

2
dα2 + sin2 z

2
dβ2, B(α, β; dα, dβ) =

(
dα2 + dβ2

)
sin

z

2
cos

z

2
. (3.14)

Уравнение sin-Гордона принимает вид

zαα − zββ = sin z. (3.15)

В координатах линий кривизны деривационные формулы удобнее записывать для ортогональной
тройки единичных векторов

e1 =
rα

|rα| , e2 =
rβ

|rβ | , n,

называемой основным триэдром поверхности, или триэдром Дарбу. Имеем:

rα = cos
z

2
e1, rβ = sin

z

2
e2
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и деривационные формулы запишутся в виде
⎛

⎝
e1

e2

n

⎞

⎠

α

=

⎛

⎝
0 1

2zβ − sin z
2

−1
2zβ 0 0

sin z
2 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
e1

e2

n

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
e1

e2

n

⎞

⎠

β

=

⎛

⎝
0 1

2zα 0
−1

2zα 0 cos z
2

0 − cos z
2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
e1

e2

n

⎞

⎠ .

(3.16)

Отметим, что условием согласования матричных уравнений (3.16) является уравнение sin-
Гордона (3.15).

Получим выражения для кривизн и кручения линий кривизны. Направляющим вектором ли-
нии (α), определяемой уравнением β = β0, является e1, вектором геодезической нормали— e2.
Сравнивая формулы (3.16) с формулами Френе для поверхностной полосы (3.2), выводим, что гео-
дезическое кручение линии кривизны равно нулю (что согласуется с известным общим свойством
линий кривизны произвольной поверхности), а кривизны определяются формулами

kg =
1
2zβ

cos z
2

, kn = − tg
z

2
. (3.17)

Аналогично, для линии (β), определяемой уравнением α = α0, находим

kg = −
1
2zα

sin z
2

, kn = ctg
z

2
.

Подробности можно найти в [43].

3.3.2. Псевдосферическая поверхность в окрестности ребра. Покажем каким образом можно
исследовать псевдосферическую поверхность в окрестности ребра z = πn. Рассмотрим для опреде-
ленности случай нечетного n = 2m+ 1. Пусть на плоскости (α, β) эта линия уровня определяется
(локально) уравнением β = �(α). Радиус-вектор ребра R(α) = r(α,�(α)), поэтому в рассматри-
ваемом случае R′(α) = (−1)m�′(α)e2(α,�(α)). Следовательно, вектор e2 касателен к ребру, а e1

перпендикулярен ему. Этот вывод справедлив, конечно же, при условии, что �′(α) не равно тожде-
ственно нулю, т.е. что ребро не вырождается в точку. Отметим, что естественный параметр ребра
s = �(α). Рассмотрим на ребре точку (α0, β0). Через эту точку проходит линия (β0) перпендику-
лярно ребру. Для локального исследования этой линии в окрестности точки (α0, β0) обратимся к
системе деривационных уравнений (3.16). Радиус-вектор линии (β0) находим по формуле Тейлора

r(α, β0) =
(−1)m+1

4
z0
α(α− α0)2e0

1+

+
(−1)m+1

12
(
2z0

ααe0
1 + z0

αz
0
βe

0
2 + 2(−1)m+1z0

αn0
)
(α− α0)3 +O((α− α0)4),

где функции с верхним индексом 0 берутся в точке O(α0, β0). Примем векторы n0, e0
1 за орты

декартовой системы координат Oξη с началом в точке O. В этой системе координат линия (β0)
определяется параметрическими уравнениями

ξ ∼ 1
6
z0
α(α− α0)3, η ∼ (−1)m+1

4
z0
α(α− α0)2.

Таким образом, в случае z0
α �= 0 в нормальном сечении ребра лежит полукубическая парабола.

Другие случаи (z0
α = 0, но z0

αα �= 0 и т. д.) рассматриваются аналогично.

3.3.3. Псевдосферические поверхности Иоахимсталя. Опишем класс псевдосферических по-
верхностей, у которых одно семейство линий кривизны— плоские кривые. Эти псевдосферические
поверхности являются поверхностями Иоахимсталя и в точности соответствуют решениям z(α, β)
уравнения sin-Гордона, получающимся методом разделения переменных (см. п. 2.3). Вообще по-
верхностью Иоахимсталя называется поверхность, у которой одно семейство линий кривизны (α)
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лежит в плоскостях одного пучка. При этом каждая линия (β) второго семейства линий кривиз-
ны поверхности лежит на сфере, пересекающей поверхность под прямым углом, центр которой
находится на оси Oζ пучка плоскостей. Доказывается [39], что поверхность Иоахимсталя харак-
теризуется как поверхность, образованная ортогональными траекториями (являющимися линиями
(α)) однопараметрического семейства сфер с центрами на одной прямой. В декартовой системе ко-
ординат Oξηζ все поверхности Иоахимсталя могут быть описаны с точностью до квадратур [39].

В случае, когда переменные в уравнении sin-Гордона разделяются,

z(α, β) = 4 arctg eA(α) +B(β). (3.18)

Геодезическая кривизна линии (α) равна
B′(β0)

sh(A+B)
и пропорциональна ее нормальной кривизне

1
sh(A+B)

, поэтому угол ϑ между нормалью линии (α) и нормалью к поверхности остается на

линии (α) постоянным (см. формулу (3.5)). Поскольку геодезическое кручение линии кривизны
равно нулю, то отсюда в силу последней формулы в (3.4), следует, что кручение линии (α) как
кривой в пространстве также равно нулю, т.е. что линия (α)—плоская. Доказательство того, что
плоскости линий (α) образуют пучок, т.е. пересекаются по одной прямой, более громоздко, и мы
его здесь не будем приводить. Докажем, следуя Г. Дарбу [49], следующую теорему.

Теорема 3.3. Псевдосферическая поверхность тогда и только тогда является поверхно-
стью Иоахимсталя, когда z(α, β) определяется формулой (3.18). В этом случае ее радиус-
вектор в системе координат Oξηζ

r(α, β) = {ρ(α, β) cosφ(β), ρ(α, β) sinφ(β), h(α, β)} .
Положение центров сфер определяются вектором x(α) = {0, 0, x(α)}, а их радиусы—формулой

R(α) =
1

|A′(α)| . Здесь

ρ =
1
ab

√
B′2 + 1 sin

z

2
, h =

1
ab

(
A′ cos

z

2
+
∫
A′2dα

)
,

φ = ab

∫
dβ

B′2 + 1
, x =

1
ab

(
−A

′′

A′
+
∫
A′2dα

)
.

В случае A′(α0) = 0 соответствующая сфера вырождается в плоскость, определяемую урав-
нением

ζ =
1
ab

∫
A′2dα.

Доказательство. Пусть поверхность Φ[z] является поверхностью Иоахимсталя. Тогда каждая ли-
ния (β) лежит на некоторой сфере радиуса R = R(α0), пересекающей поверхность под прямым

углом. Докажем, что в этом случае геодезическая кривизна линии (β), равная kg = − zα
2 sin z

2

, по-

стоянна. Обозначим угол между главной нормалью линии (β) и нормалью к поверхности через ϑ.
Нормаль к сфере, нормаль к поверхности и главная нормаль линии (β) лежат в одной плоскости,
поэтому угол между нормалью к сфере и главной нормалью линии (β) равен ϑ + π/2. Поскольку
нормальная кривизна любой кривой на сфере k(R)

n = 1/R и любая кривая на сфере является ее
линией кривизны, то по формулам (3.4)

1
R

= k(R)
n = k cos

(
ϑ+

π

2

)
= −k sinϑ = −kg. (3.19)

Итак, мы получили, что геодезическая кривизна линии (β) постоянна. Отсюда сразу следует вы-
ражение (3.18) для z(α, β).

Пусть теперь z(α, β) определяется выражением (3.18). Тогда геодезическая кривизна линии (β)

постоянна и равна kg = −A′(α0). С другой стороны, вектор x def= r(α, β) − 1
A′(α)

e1(α, β) зависит

только от α, что легко устанавливается дифференцированием по β. Это доказывает, что линия (β)
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лежит на сфере радиуса R =
1

|A′(α0)| . Обозначим угол между нормалью к сфере и нормалью к

поверхности через ω. По формуле (3.4) имеем для кручения линии (β) равенство κ = −ϑ̇ с одной
стороны (поскольку κg = 0) и с другой— κ = −ϑ̇− ω̇ (поскольку угол между нормалью к сфере и

главной нормалью линии (β) равен ϑ+ ω, а κ
(R)
g = 0). Поэтому ω̇ = 0. Итак, угол ω—постоянная

величина. Аналогично (3.19), имеем
1
R

= k(R)
n = k cos(ϑ+ ω) = kn cosω − kg sinω.

Это равенство может выполняться при постоянном ω, только если ω = π/2 или 3π/2—в зависи-
мости от знака A′(α0). Поэтому сфера пересекает поверхность под прямым углом.

Продифференцируем вектор x по α:

xα =
1
A′2
[(
A′′ +A′2 cos

z

2

)
e1 −A′B′ sin z2e2 +A′ sin

z

2
n
]
.

Прямым вычислением с использованием формулы

cos
z

2
=

A′′ −B′′
B′2 + 1−A′2

и уравнений (2.18) пункта 2.3 устанавливаем, что

B′′ + (B′2 + 1) cos
z

2
= A′′ +A′2 cos

z

2
(3.20)

и, далее, (
A′′ +A′2 cos

z

2

)2
+
(
B′2 + 1

)
A′2 sin2 z

2
= a2b2. (3.21)

Следовательно, |xα| = ab

A′2
. Вычисляя далее производную по α от единичного вектора

xα

|xα| =
1
ab

[(
A′′ +A′2 cos

z

2

)
e1 −A′B′ sin z2e2 +A′ sin

z

2
n
]
, (3.22)

находим, что она равна нулю, т.е. вектор (3.22) — являющийся касательным вектором к линии
центров сфер, содержащих линии (β)—постоянный. Поэтому эта линия является прямой, а по-
верхность Φ[z]—поверхностью Иоахимсталя.

Теперь получим выражение для радиус-вектора поверхности Φ[z]. Примем постоянный единич-
ный вектор (3.22) за орт {0, 0, 1} декартовой системы координат Oξηζ в E

3. Рассмотрим точку M ,

определяемую радиус-вектором r(α, β). Она лежит на сфере радиуса R(α) =
1

|A′(α)| с центром в

точке C, определяемой радиус-вектором x(α). Обозначим через M ′ проекцию точки M на ось Oζ.
Находим для координаты h(α, β) = OM ′

hα =
1
ab

(
A′′ +A′2 cos

z

2

)
cos

z

2
, hβ = −A

′B′

ab
sin2 z

2
.

Далее, поскольку (
cos

z

2

)

α
= −A′ sin2 z

2
,
(
cos

z

2

)

β
= −B′ sin2 z

2
,

то

h =
1
ab

∫ (
A′′ cos

z

2
+A′2 cos2

z

2

)
dα =

1
ab

(
A′ cos

z

2
+
∫
A′2dα

)
.

Далее,

CM ′ = (r− x)
xα

|xα| =
1

abA′
(
A′′ +A′2 cos

z

2

)
,

поэтому, используя формулу (3.21), получаем

ρ2 = R2 − |CM′|2 =
1− 1

a2b2

(
A′′ +A′2 cos z

2

)2

A′2
=
B′2 + 1
a2b2

sin2 z

2
.
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Кроме этого получаем величину x = OC = OM ′ − CM ′

x =
1
ab

(
−A

′′

A′
+
∫
A′2dα

)
.

Выражение для dφ получаем из уравнения

cos2
z

2
dα2 + sin2 z

2
dβ2 = dh2 + dρ2 + ρ2dφ2,

подставляя в него дифференциалы dh и dρ

dh =
1
ab

[(
A′′ +A′2 cos

z

2

)
cos

z

2
dα−A′B′ sin2 z

2
dβ
]
,

dρ =
1
ab

[
B′

√
B′2 + 1

(
B′′ + (B′2 + 1) cos

z

2

)
sin

z

2
dβ +A′

√
B′2 + 1 sin

z

2
cos

z

2
dα

]

и пользуясь формулами (3.20), (3.21).

Вид радиус-вектора псевдосферической поверхности Иоахимсталя содержится в подробном ис-
следовании Р. Штойервальда [60]. Им исследованы псевдосферические поверхности Иоахимсталя,
которые автором названы поверхностями Эннепера, поскольку именно А. Эннеперу [51] и Г. Добри-
неру [50] принадлежит идея получения этой формулы. А также исследованы псевдосферические
поверхности, получаемые из них геометрическим преобразованием Бэклунда.

В частном случае, когда a = b

A′ = −a th(aα), B′ = −
√

1− a2 tg(
√

1− a2β)

получается (частное) бризерное решение

z(α, β) = 4 arctg
a cos(

√
1− a2β)√

1− a2 ch(aα)

и формула для радиус-вектора исследована Дж. Клейном [56].

3.4. Изотермические координаты.

3.4.1. Модель Пуанкаре плоскости Λ2. Изотермическая метрика

Q(x, y; dx, dy) = λ(x, y)(dx2 + dy2)

имеет гауссову кривизну K ≡ −1, если (lnλ)xx +(lnλ)yy = 2λ. Решение этого уравнения выглядит
наиболее просто, когда зависит только от одной переменной. В этом случае λ = 1/y2 и мы получаем

Q(x, y; dx, dy) =
1
y2

(dx2 + dy2). (3.23)

Верхняя полуплоскость H = {(x, y) | y > 0} с такой метрикой— это известная модель Пуанкаре
плоскости Лобачевского Λ2. Эта модель замечательна тем, что она конформная, т.е. внутренние
углы метрики (3.23) (= углы в Λ2) равны евклидовым углам на плоскости1. Прямые плоскости Λ2

в интерпретации полуплоскости Пуанкаре— это полуокружности {(x, y) | (x−a)2 +y2 = r2, y > 0}
и полупрямые {(x, y) | x = a, y > 0}. Прямая y = 0 и бесконечно удаленные точки полуплоско-
сти образуют абсолют плоскости Лобачевского Λ2. Группа движений Λ2 состоит из всех дробно-
линейных (в комплексной записи) конформных автоморфизмов H, т.е. из всех преобразований
вида

w �→ aw + b

cw + d
, (3.24)

где w = x + iy, а действительные числа a, b, c, d подчинены условию ad − bc = 1. Отметим, что
отображение ((

a b
c d

)
∈ SL2(R)

)
�→
(
w �→ aw + b

cw + d

)

1Этим свойством обладает любая изотермическая метрика.
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является гомоморфизмом с ядром {±E} и потому группа PSL2(R) = SL2(R)/{±E} есть матричное
представление группы движений Λ2 в интерпретации H.

3.4.2. Переход от чебышевских координат к изотермическим. Дадим формулы перехода от че-
бышевских (не обязательно асимптотических) координат (u, v) к координатам (x, y) полуплоскости
Пуанкаре. Будем писать x(u, v) и y(u, v). Поскольку, с одной стороны,

dr2 =
1
y2

(
(x2

u + y2
u)du2 + 2(xuxv + yuyv)dudv + (x2

v + y2
v)dv

2
)
,

а с другой—
dr2 = du2 + 2 cos z(u, v)dudv + dv2,

то векторы (xu, yu) и (xv, yv) по модулю равны y(u, v), а угол между ними равен z(u, v). В общем
виде эти условия выражены в системе уравнений:

(x, y)u = y

(
sin

z − ζ
2

, cos
z − ζ

2

)
, (x, y)v = y

(
sin

z + ζ

2
, cos

z + ζ

2

)
, (3.25)

где угол ζ(u, v)—пока произвольный— должен быть найден из условия согласования (x, y)uv =
(x, y)vu. Получаем систему уравнений для функции ζ(u, v)

ζu = −zu + 2 sin
ζ − z

2
, ζv = zv + 2 sin

ζ + z

2
,

в которой узнаем преобразование Бэклунда с p = 1. Найдя ζ(u, v), находим x(u, v) и y(u, v)
интегрируя уравнения (3.25):

y(u, v) = y(0, 0) exp

⎧
⎨

⎩

u∫

0

cos
ζ − z

2
du+

v∫

0

cos
ζ + z

2
dv +

1
2

u∫

0

v∫

0

(cos z − cos ζ)dv du

⎫
⎬

⎭
,

x(u, v) = x(0, 0)−
u∫

0

y sin
ζ − z

2
du−

v∫

0

y sin
ζ + z

2
dv +

u∫

0

v∫

0

y sin ζdv du.

По этим формулам сначала вычисляется y(u, v), а затем x(u, v). Отметим, что в силу неодно-
значности введения чебышевских координат координаты полуплоскости Пуанкаре также вводятся
неоднозначно. Переход от одних координат Пуанкаре к другим осуществляется по формуле (3.24).

Получим выражение для геодезической кривизны линии L на псевдосферической поверхности,
заданной в координатах верхней полуплоскости Пуанкаре (x, y) уравнением y = f(x). Вычисляем
символы Кристоффеля:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = − 1
2y
, Γ1

22 = −1
y
, Γ2

11 =
1
2y
, Γ2

12 = 0, Γ2
22 = − 1

2y
.

Радиус-вектор линии L определяется через радиус-вектор поверхности равенством R(x) =
r(x, f(x)). Используя деривационные формулы Гаусса—Вейнгартена, выводим выражение для гео-
дезической кривизны линии L:

kg =
f ′3

(1 + f ′2)3/2
+

1

2
√

1 + f ′2
+
df ′/ds
1 + f ′2

, (3.26)

где штрих обозначает производную по x, а s— естественный параметр кривой L, ds =

√
1 + f ′2

f
dx.

Эта формула может быть использована для выяснения вида области на плоскости Лобачевского
(в интерпретации полуплоскости Пуанкаре), соответствующей фрагменту псевдосферической по-
верхности, заключенному между ребрами Li. Для этого необходимо вычислить геодезическую
кривизну каждого из ребер Li по формуле (3.13) и затем из формулы (3.26) получить уравнения
ребер y = fi(x)—это будут границы искомой области.
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M

Mp

n
np

σ

e1
e2

ζ
2

РИС. 2

Если рассматривать (3.26) как уравнение относительно f ′, то удобно сделать замену f ′ = tgw(s);
тогда (3.26) примет вид

w′ + sin3w +
1
2

cosw = kg(s), w ∈
(
−π

2
,
π

2

)
,

где штрих теперь обозначает производную по s.

3.5. Геометрическое преобразование Бэклунда. Хорошо известен алгоритм, изложенный в
[43], основанный на преобразовании Бэклунда для уравнения sin-Гордона и позволяющий по
известному радиус-вектору r(u, v) псевдосферической поверхности Φ[z] получить радиус-вектор
rp(u, v) псевдосферической поверхности Φ[Bp z]. Он называется геометрическим преобразованием
Бэклунда, или преобразованием Бэклунда для псевдосферических поверхностей. Изложение этого
алгоритма будем вести в координатах линий кривизны (α, β). Зафиксируем параметр σ, имеющий
смысл угла между вектором нормали к исходной поверхности, взятым в точке с произвольны-
ми координатами (α, β), и вектором нормали к искомой поверхности, взятым в точке с теми же
координатами. Отметим, что σ берется не зависящим от координат, и потому этот угол будет
одинаковым для всех точек.

Рассмотрим точку M исходной поверхности и касательную плоскость в этой точке, образованную
векторами e1, e2. Положим радиус-вектор новой поверхности равным

rp = r +
(
e1 cos

ζ

2
+ e2 sin

ζ

2

)
sinσ, (3.27)

а нормаль к новой поверхности— равной

np = n cosσ +
(
e1 sin

ζ

2
− e2 cos

ζ

2

)
sinσ, (3.28)

где ζ(α, β)—некоторая функция. Обратим внимание, что при этом

rp = r + [n,np].

Функцию ζ(α, β) определяем из условий ортогональности векторов
∂rp

∂α
и
∂rp

∂β
вектору np. При

вычислении производных используем формулы (3.16). Находим:

∂rp

∂α
= e1

(
cos

z

2
− ζα + zβ

2
sin

ζ

2
sinσ

)
+ e2

ζα + zβ
2

cos
ζ

2
sinσ − n cos

ζ

2
sin

z

2
sinσ,

∂rp

∂β
= −e1

ζβ + zα
2

sin
ζ

2
sinσ + e2

(
sin

z

2
+
ζβ + zα

2
cos

ζ

2
sinσ

)
+ n sin

ζ

2
cos

z

2
sinσ.

(3.29)
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Далее, из условий ортогональности получаем систему уравнений, связывающую неизвестную
ζ(α, β) с сетевым углом z(α, β) исходной поверхности:

ζα + zβ =
2

sinσ

(
cos

z

2
sin

ζ

2
− cosσ sin

z

2
cos

ζ

2

)
,

ζβ + zα = − 2
sinσ

(
sin

z

2
cos

ζ

2
− cosσ cos

z

2
sin

ζ

2

)
.

(3.30)

Дифференцируя первое уравнение по β, а второе по α и вычитая из первого второе, можно убе-
диться в том, что условием совместности этой системы является уравнение sin-Гордона для z(α, β).
С другой стороны, поскольку zαβ = zβα, то из этой системы следует, что ζ(α, β) удовлетворяет
уравнению sin-Гордона. На самом деле система (3.30) является ни чем иным, как преобразовани-
ем Бэклунда с параметром p = tg σ/2, записанным в координатах (α, β) (что легко проверяется),
поэтому мы имеем полное основание обозначить ζ = Bp z. Теперь докажем, что функция ζ(α, β)
является сетевым углом чебышевской сети поверхности, определяемой радиус-вектором rp. Тем са-
мым будет доказано, что эта поверхность— псевдосферическая (поскольку ζ(α, β) удовлетворяет
уравнению sin-Гордона). Действительно, подставляя в выражения для производных (3.29) суммы
ζα + zβ, ζβ + zα из уравнений (3.30), получим

∂rp

∂α
=
[
e+ cos

z

2
+ e− sin

z

2
cosσ − n sin

z

2
sinσ

]
cos

ζ

2
,

∂rp

∂β
=
[
e+ sin

z

2
− e− cos

z

2
cosσ + n cos

z

2
sinσ

]
sin

ζ

2
,

(3.31)

где для сокращения формул введены обозначения

e+ = e1 cos
ζ

2
+ e2 sin

ζ

2
, e− = e1 sin

ζ

2
− e2 cos

ζ

2
.

Из формул (3.31) следует выражение для первой квадратичной формы построенной поверхности:

Q(α, β) = cos2
ζ

2
dα2 + sin2 ζ

2
dβ2,

которое совпадает с приведенным в (3.14). Можно также показать, что линии (α) и (β) на постро-
енной поверхности будут линиями кривизны. Поэтому построенная поверхность является искомой
псевдосферической поверхностью Φ[Bp z].

Геометрическое преобразование Бэклунда имеет приложение [53, 58] к теории кривых постоян-
ного кручения. Достаточно рассмотреть кручение κ = ±1, т.к. общий случай приводится к рас-
сматриваемому изменением масштаба. Кривая кручения κ = ±1 может быть включена в некоторую
псевдосферическую поверхность как асимптотическая линия. Эта псевдосферическая поверхность
есть Φ[z], где z(u, v) определяется с большим произволом по известной кривизне кривой, равной, с
другой стороны, −zu, если κ = 1 и кривая рассматривается как линия (u), или zv — если κ = −1.
Поскольку геометрическое преобразование Бэклунда переводит линии кривизны в линии кривиз-
ны, то оно переводит асимптотические в асимптотические. Поэтому ставит в соответствие данной
кривой единичного кручения некоторую другую кривую единичного кручения.

Теперь приведем выражение для радиус-вектора (3.27) к координатам (u, v). По формулам пе-
рехода из п. 3.3.1 получаем

rp = r +
2p

p2 + 1
1

sin z

(
ru sin

z + Bp z

2
+ rv sin

z − Bp z

2

)
. (3.32)

В дальнейшем нам понадобятся выражения для радиус-векторов Rp ребер поверхности Φ[Bp z]. По-
лучим их. Особенности псевдосферической поверхности (ребра и острия) соответствуют значениям
πn сетевого угла чебышевской сети, так что в (3.32) подставляем Bp z = πn:

Rp = r +
p

p2 + 1
(−1)m

cos z
2

(ru + rv) (3.33)
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— для четных n = 2m и

Rp = r +
p

p2 + 1
(−1)m

sin z
2

(ru − rv) (3.34)

— для нечетных n = 2m+ 1.

3.6. Метод подвижного репера и формула Сима. Пусть x = (x1, x2, x3) обозначает радиус-
вектор точки в E

3 и в каждой точке задан ортонормированный базис (подвижный репер) (e1(x),
e2(x), e3(x)), причем функции ei(x)—достаточно гладкие. В координатной записи e1(x) =
(e11(x), e21(x), e31(x)) и т. п. Считая (x1, x2, x3) независимыми переменными, получим разложения

dx =
3∑

i=1

ωi(x)ei(x), dej(x) =
3∑

i=1

ωji(x)ei(x), (3.35)

где через ωi и ωji обозначены линейные комбинации дифференциалов dx1, dx2, dx3 (1-формы)

ω1(x) =
3∑

k=1

ek1(x)dxk

и т. п., которые не обязательно являются дифференциалами некоторых функций (полными диф-
ференциалами). Множество всех 1-форм от переменных (x1, x2, x3) с коэффициентами, являющи-
мися гладкими функциями, наделено естественной структурой модуля T∗E3 над алгеброй гладких
функций (в качестве базиса может быть выбрана, например, тройка dx1, dx2, dx3). Стандартным
образом строится внешняя алгебра этого модуля

∧
T∗E3 с операцией внешнего произведения ∧.

Эта алгебра является объединением трех модулей: (3-мерного) модуля 1-форм
∧1 T∗E3, (3-мерного)

модуля 2-форм
∧2 T∗E3 (с базисом dx1 ∧ dx2, dx2 ∧ dx3, dx3 ∧ dx1) и (1-мерного) модуля 3-форм∧3 T∗E3 (с базисным элементом dx1∧dx2∧dx3). Коммутационное свойство внешнего произведения

выглядит следующим образом:

ω1 ∧ ω2 = (−1)deg ω1·deg ω2ω2 ∧ ω1,

где degω—порядок формы ω. На внешней алгебре дифференциальных форм определен оператор
внешнего дифференцирования d, переводящий 1-форму в 2-форму, 2-форму в 3-форму, а 3-форму
в нуль. На гладких функциях (0-формах) оператор внешнего дифференцирования действует как
обычный дифференциал (и таким образом переводит 0-форму в 1-форму). На произведение fω
гладкой функции f и формы ω и на внешнее произведение двух форм ω1 ∧ ω2 он действует по
формуле

d(fω) = df ∧ ω + fdω

и, соответственно,
d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)deg ω1ω1 ∧ dω2.

Упомянем важное свойство этого оператора: d ◦ d ≡ 0. Подробности можно найти в [32, 38].
Будем теперь считать, что радиус-вектор x описывает некоторую гладкую поверхность (т.е.

x = r(u, v)), e1(r) и e2(r)— ее направляющие векторы, а e3(r) = n(u, v)—вектор нормали. Коор-
динаты (u, v) принимают значения в некоторой (связной) области U ⊆ R

2. Все дифференциальные
формы из исходной алгебры

∧
T∗E3 будем теперь рассматривать как элементы подалгебры

∧
T∗U ,

порожденной элементами du, dv и du ∧ dv. Тогда ω3(u, v) = 0, 1-формы ω1(u, v) и ω2(u, v) линейно
независимы, а остальные 1-формы ωji(u, v) через них линейно выражаются. Разложения (3.35)
теперь принимают вид

dr = ω1e1 + ω2e2,

⎛

⎝
de1

de2

dn

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0 −ω3 −ω31

ω3 0 −ω32

ω31 ω32 0

⎞

⎠

⎛

⎝
e1

e2

n

⎞

⎠ , (3.36)

где учтено, что (ei, dej) + (ej , dei) = 0. Здесь и далее мы обозначаем через ω3 форму, которую
ранее обозначали через ω21. Первая и вторая квадратичные формы поверхности соответственно
равны

dr2 = ω2
1 + ω2

2, −(dr, dn) = −ω1ω31 − ω2ω32;
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для этого достаточно обратится к выражениям (3.36). Теперь получим структурные уравнения
поверхности. С этой целью продифференцируем внешним образом первое уравнение в (3.36). Слева
будет нуль, а справа воспользуемся вторыми уравнениями из системы (3.36). Приравнивая нулю
коэффициенты при базисных векторах, получим

dω1 = ω3 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω3, ω31 ∧ ω1 + ω32 ∧ ω2 = 0.

Проводя аналогичную процедуру со вторыми уравнениями, получаем

dω3 = ω32 ∧ ω31, dω31 = ω3 ∧ ω32, dω32 = ω31 ∧ ω3. (3.37)

Система (3.37) — это система уравнений Петерсона—Кодацци и Гаусса для дифференциальных
форм.

Построим координатные линии u и v в направлениях, определяемых в каждой точке поверхно-
сти векторами e1 и e2 соответственно. Обозначим стандартным образом коэффициенты основных
квадратичных форм поверхности в этих координатах. Тогда из уравнений (3.36) нетрудно вывести
следующие выражения для 1-форм ω31 и ω32:

ω31 = −L
E
ω1 − M√

EG
ω2, ω32 = − M√

EG
ω1 − N

G
ω2;

и подставив их в первое уравнение системы (3.37), получить такой результат:

dω3 = −Kω1 ∧ ω2,

где K — гауссова кривизна поверхности. Это уравнение— переформулировка уравнения Гаусса на
языке дифференциальных форм.

Для псевдосферических поверхностей получаем следующую систему уравнений, определяющую
псевдосферическую метрику поверхности:

dω1 = ω3 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω3, dω3 = ω1 ∧ ω2. (3.38)

Если на поверхности выбраны чебышевские координаты (в стандартных обозначениях) и векторы
e1, e2 из (3.36) ориентированы в направлениях ru + rv, ru − rv соответственно, то

ω1 = cos
z

2
(du+ dv), ω2 = sin

z

2
(du− dv), ω3 =

1
2
(zudu− zvdv)

и эта система эквивалентна уравнению sin-Гордона

zuv = sin z,

что проверяется подстановкой. Отметим, что (u, v)—не обязательно асимптотические координаты.
Если они являются асимптотическими чебышевскими координатами, то векторы e1, e2 ориентиро-
ваны в главных направлениях.

При гладком переходе к другому реперу

(e1(u, v), e2(u, v),n(u, v))→ (ẽ1(ũ, ṽ), ẽ2(ũ, ṽ), ñ(ũ, ṽ))

и одновременной гладкой (диффеоморфной) замене координат

h : (u, v) �→ (ũ, ṽ)

новые формы ω̃1, ω̃2, ω̃3 связаны со старыми следующим образом:

h∗

⎛

⎝
ω̃1

ω̃2

ω̃3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
dθ

⎞

⎠+

⎛

⎝
cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

⎞

⎠

⎛

⎝
ω1

ω2

ω3

⎞

⎠ . (3.39)

Поскольку при таком переходе вектор ñ(ũ, ṽ) = n ◦ h−1(ũ, ṽ) (не меняется), а векторы
ẽ1(ũ, ṽ), ẽ2(ũ, ṽ) совмещаются с e1(u, v), e2(u, v) поворотом на угол θ(u, v). Формула (3.39) вы-
водится непосредственно из соотношений (3.36). Формула (3.39) описывает преобразование наи-
более общего вида, переводящее один набор форм ωi, определяющих псевдосферическую метрику,
в другой набор форм ω̃i, также определяющих псевдосферическую метрику. Отметим, что если
ωi и ω̃i —какие-то два набора форм, определяющих псевдосферическую метрику, то они связаны
преобразованием (3.39).
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Пусть (σ1, σ2, σ3)—матрицы Паули

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Обозначив
Ω = −σ1ω1 − σ2ω2 + iσ3ω3, (3.40)

где i—мнимая единица, мы запишем систему уравнений (3.38) как одно уравнение

dΩ =
1
2
Ω ∧ Ω. (3.41)

В координатной записи Ω = 2(Udu + V dv), где (u, v)—чебышевские координаты, коэффициент 2
выбран для удобства. Тогда уравнение (3.41) эквивалентно уравнению

Uv − Vu = V U − UV, (3.42)

которое может быть интерпретировано как условие совместности системы матричных уравнений:

Ψu = UΨ, Ψv = VΨ. (3.43)

В чебышевских координатах имеем следующие выражения:

U =

(
izu
4 −1

2e
− iz

2

−1
2e

iz
2 − izu

4

)

, V =

(
− izv

4 −1
2e

iz
2

−1
2e
− iz

2 izv
4

)

.

Введем параметр λ в матрицы U и V . Делаем это так. Пишем в системе (3.43) iλu вместо u и
1
iλ
v вместо v:

Ψu =

(
izu
4 − iλ

2 e
− iz

2

− iλ
2 e

iz
2 − izu

4

)

Ψ, Ψv =

(
− izv

4
i

2λe
iz
2

i
2λe
− iz

2 izv
4

)

Ψ. (3.44)

При такой замене уравнение sin-Гордона переходит в себя, поэтому условие согласования для
новой системы по-прежнему эквивалентно уравнению sin-Гордона. Далее речь пойдет о связи
псевдосферической поверхности с матрицей Ψ. Пользуясь введенной выше матрицей Ω = 2(U du+
V dv) для новых матриц U, V и отказываясь от равенства (3.40) в качестве определения матрицы
Ω, запишем систему (3.44) в виде

dΨ =
1
2
ΩΨ.

Обозначим Ψ|λ=1 = Ψ0, Ψλ|λ=1 = Ψ1 и, аналогично, Ω|λ=1 = Ω0, Ωλ|λ=1 = Ω1. Введенные матрицы
связаны равенствами

dΨ0 =
1
2
Ω0Ψ0, dΨ1 =

1
2

(Ω1Ψ0 + Ω0Ψ1) .

Легко проверяется справедливость разложений

Ω0 = i(ω̄2σ1 − ω̄1σ2 + ω3σ3), Ω1 = −i(ω1σ1 + ω2σ2),

где ωi —формы, определяющие псевдосферическую метрику в чебышевских координатах, а 1-
формы ω̄1, ω̄2 определяются равенствами

ω̄1 = sin
z

2
(du+ dv), ω̄2 = cos

z

2
(du− dv).

Геометрический смысл форм ω̄1, ω̄2 это формы, обозначенные выше соответственно через ω31 и
ω32, если (u, v)—асимптотические чебышевские координаты; т.е. эти формы определяют внешнюю
геометрию псевдосферической поверхности.

Каждому вектору x = (x1, x2, x3) ∈ E
3 поставим в соответствие (2× 2)-матрицу X = −i(x1σ1 +

x2σ2 + x3σ3). Это соответствие переносит на множество матриц

M def=
{
− i(x1σ1 + x2σ2 + x3σ3)

∣
∣
∣ x1, x2, x3 ∈ R

}
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структуру линейного пространства над R. Скалярное произведение на M введем, положив
〈X,Y 〉 = −1

2 tr(XY ). Такое скалярное произведение на M согласовано со скалярным произведе-
нием в E

3, так что евклидовы пространстваM и E
3 изоморфны. Кроме этого наM можно ввести

«векторное произведение», согласованное с векторным произведением в E
3: X×Y = XY −E〈XY 〉,

где E— единичная матрица.
Обозначим через R матрицу, соответствующую радиус-вектору псевдосферической поверхности

Φ[z] (в асимптотических чебышеских координатах), а через N —матрицу, соответствующую ее
вектору нормали. А. И. Бобенко [44] доказал следующее утверждение.

Теорема 3.4. Справедливы следующие выражения для матриц R(u, v) и N(u, v) через реше-
ние Ψ(u, v) уравнений (3.44):

R = 2Ψ−1
0 Ψ1, N = −iΨ−1

0 σ3Ψ0. (3.45)

Доказательство. Сначала докажем обратимость матрицы Ψ(u, v). Не умаляя общности, можем
считать, что Ψ(u0, v0) = E в некоторой точке (u0, v0). Определим матрицу Ψ−1(u, v) уравнением

dΨ−1 = −1
2
Ψ−1Ω, Ψ−1(u0, v0) = E.

Тогда

d(Ψ−1Ψ) = dΨ−1 ·Ψ + Ψ−1dΨ = 0

и потому Ψ−1(u, v)Ψ(u, v) ≡ E. Вычисляем дифференциалы

dR = 2d(Ψ−1
0 Ψ1) = −2Ψ−1

0 dΨ0 ·Ψ−1
0 Ψ1 + 2Ψ−1

0 dΨ1 =

= Ψ−1
0 Ω1Ψ0 = −iΨ−1

0 (ω1σ1 + ω2σ2) Ψ0,

dN = −id(Ψ−1
0 σ3Ψ0) = iΨ−1

0 dΨ0 ·Ψ−1
0 σ3Ψ0 − iΨ−1

0 σ3dΨ0 =

=
i

2
Ψ−1

0 (Ω0σ3 − σ3Ω0) Ψ0 = iΨ−1
0 (ω̄1σ1 + ω̄2σ2) Ψ0.

Легко видеть, что 〈N,N〉 = 1, 〈N, dR〉 = 0, 〈dR, dR〉 = ω2
1 + ω2

2 и 〈dR, dN〉 = ω1ω̄1 + ω2ω̄2 – что и
требовалось.

Отметим, что уравнения (3.44) здесь выполняют роль деривационных формул, а условие согла-
сования (3.42) — формул Петерсона—Кодацци и Гаусса.

Первая из формул (3.45) была выведена А. Симом в [59] и получила название формулы Сима.
Заметим, что формула того же вида, но с другими матрицами U и V в определении Ψ, справед-
лива [44, 48, 59] не только для псевдосферических поверхностей, но так же для поверхностей
постоянной гауссовой кривизны любого знака, поверхностей постоянной средней кривизны и т. д.
Я. Кислинский [47] получил далеко идущее обобщение этой формулы для n-мерных многообразий
постоянной отрицательной секционной кривизны в E

2n−1.

3.7. Классические псевдосферические поверхности. Речь пойдет о некоторых известных клас-
сах псевдосферических поверхностей. В первую очередь— это винтовые псевдосферические по-
верхности и в частности псевдосферические поверхности вращения, которые были исследованы
Е. Бельтрами [42] и Ф. Миндингом в середине 19 в. Далее, поверхность Амслера— поверх-
ность, или, точнее, класс поверхностей, соответствующих автомодельным решениям уравнения
sin-Гордона, зависящим от произведения переменных. Наконец, поверхности, соответствующие
двухсолитонным решениям уравнения sin-Гордона.

3.7.1. Винтовые псевдосферические поверхности. Исследуем псевдосферические поверхности,
определяемые уравнениями вида

r(h, ϕ) = (ρ(h) cosϕ, ρ(h) sinϕ, k1ϕ+ k2h) . (3.46)
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Будем отсчитывать угол ϕ так, чтобы коэффициент k1 был положительным. Вычисляем первую и
вторую квадратичные формы:

Q(ϕ, h; dϕ, dh) = (ρ2 + k1)dϕ2 + 2k1k2dϕdh+ (ρ′2 + k2)dh2,

B(ϕ, h; dϕ, dh) = k2ρ
2dϕ2 − 2k1ρ

′2dϕdh− k2ρρ
′′dh2.

Вычисляем гауссову кривизну и полагаем ее равной −1:

−k2
2ρ

3ρ′′ − k1ρ
′4

(ρ2 + k1)ρ′2 + k2ρ2
= −1.

Мы получили уравнение второго порядка, не содержащее в явной форме независимой переменной;
поэтому можем его один раз проинтегрировать, воспользовавшись известным приемом:

ρ′2(h) =
k2

2ρ
2
(
(1− C2

1 ) + ρ2
)

(C2
1 − 1)k2

1 + (C2
1 − k2

1)ρ2 − ρ4
. (3.47)

Обратим внимание на то, что дискриминант биквадратного выражения в знаменателе должен быть
положительным— в противном случае вся дробь в правой части отрицательна при всех (кроме
нуля) значениях ρ.

Исследуем ребро винтовой поверхности. Оно является винтовой линией (в силу симметрии
самой поверхности), поэтому его кривизна и кручение определяются формулами:

k =
ρ0

ρ2
0 + k2

1

; κ =
k1

ρ2
0 + k2

1

, (3.48)

где ρ0 — значение ρ, при котором знаменатель в выражении (3.47) обращается в нуль, а числи-
тель— нет (поэтому ρ0 не может быть нулем). Т.е ρ0 —отличный от нуля корень алгебраического
уравнения

ρ4 − (C2
1 − k2

1)ρ
2 − (C2

1 − 1)k2
1 = 0, (3.49)

дискриминант которого обязательно строго больше нуля (см. замечание после формулы (3.47)).
Это уравнение имеет один корень ρ+

0 при C2
1 � 1 и два корня ρ±0 при 1 > C2

1 > k2
1:

ρ±0 =

√
1
2

(
C2

1 − k2
1 ±
√

(C2
1 + k2

1)2 − 4k2
1

)
. (3.50)

Обозначим через k± и κ± кривизну и кручение соответствующего ребра, определенные для данной
винтовой поверхности по формуле (3.48).

Различаем шесть случаев: (k1 = 0, C2
1 = 1) — псевдосфера, (k1 = 0, C2

1 < 1) — «фонарики»,
(k1 = 0, C2

1 > 1) — «катушки», (k1 �= 0, C2
1 = 1), (k1 �= 0, C2

1 < 1), (k1 �= 0, C2
1 > 1). Первые

три поверхности были известны еще Е. Бельтрами [42]. Для четвертой поверхности А. Г. Попов
[27] предложил метод точного интегрирования системы деривационных уравнений. Первые четыре
поверхности построены тем же методом С. А. Зададаевым [11].

В работе [11] для некоторых решений уравнения sin-Гордона типа бегущих волн проинтегри-
рована система деривационных уравнений Гаусса—Вейнгартена и получено явное выражение для
радиус-вектора поверхности:

r(u, v) = (R(u, v) cosφ(u, v), R(u, v) sinφ(u, v), H(u, v)) . (3.51)

Функции R(u, v), φ(u, v), H(u, v) определяются формулами

R =
2
√

2
(
√

a
b +
√

b
a

)√
C2 + 1

sin
z

2
; φ =

√
C2 + 1

2
(u− v);

H =
√

2
(
√

a
b +
√

b
a

)√
C2 + 1

(
u+ v +

1√
ab

∫
cos z(x)dx

)
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где (i) σ = 1, C2 = 1 или (ii) a = b (при этом σ = 1 и поэтому необходимо C2 > −1). В случае (i)
уравнение (3.51) определяет псевдосферу при a = b и поверхность Дини при a �= b. В случае (ii) —
«фонарики» при −1 < C2 < 1 и «катушки» при C2 > 1.

Докажем, что винтовые поверхности— это в точности те поверхности, которые соответствуют
решениям типа бегущих волн. Заметим, что кривизна (k) и кручение (κ) ребра поверхности,
определенной уравнением (3.46), постоянны и принимают все возможные значения (кроме k = 0).
Действительно, пусть заданы числа k �= 0 и κ. Тогда получаем из (3.48), (3.49):

ρ(h0) =
k

k2 + κ2
, k1 =

κ

k2 + κ2
, C2

1 =
κ

2(k2 + κ
2) + k2

(k2 + κ2)2
, (3.52)

т.е. ребра поверхности, соответствующей определенным в (3.52) значениям k1 и C2
1 , имеют наперед

заданные кривизну и кручение. С другой стороны, сетевой угол z этой поверхности находится как
единственное решение задачи Коши для уравнения sin-Гордона с начальными данными, определя-
емыми из формул (3.13):

zu = (−1)n+1 2k
κ − 1

на прямой v = (−1)n+1 κ + 1
κ − 1

u. (3.53)

Случай κ = ±1 из рассмотрения исключается, т.к. при этом дискриминант биквадратного уравне-
ния (3.49) равен нулю (см. замечание после формулы (3.47)).

Взаимно-однозначное соответствие между винтовыми поверхностями и решениями типа бегу-
щих волн уравнения sin-Гордона можно наглядно представить такой схемой:

(винтовая поверхность)←→ (кривизна и кручение ребра)←→
←→ (значение zu на прямой из (3.53))←→ (решение z задачи Коши,

которое в силу теоремы единственности зависит от линейной комбинации переменных).

(3.54)

3.7.2. Поверхности Амслера. Рассмотрим уравнение sin-Гордона от автомодельной переменной
t = uv:

tz′′ + z′ − sin z = 0. (3.55)

Амслер в 1950-х годах исследовал решение уравнения (3.55), регулярное в нуле и удовлетворяющее
начальному условию z(0) = π/2. При этом, в силу симметрии полученной задачи, z(t)+z(−t) = π.
Можно показать, что при t ∈ [−1,862 . . . , 1,862 . . .] функция z(t) монотонно возрастает, причем
z(−1,862 . . .) = 0, z(1,862 . . .) = π. Этот фрагмент поверхности Φ[z] для z, меняющегося от 0 до
π, построен Амслером в [40] методом последовательного «набора» из асимптотических линий v =
const. Амслер получает для вектора нормали поверхности n на асимптотической линии v = const
уравнение

n′′ − zu[n′n] + n = 0,
где штрих обозначает производную по u, и решает его численно. Это уравнение следует из формул
Френе для поверхностной полосы (3.2), связанной с асимптотической линией (kg = −zu, kn = 0,
κg = 1; см. (3.11)), и из формулы l = [mn]. Затем по формуле l = −[n′n] находится направляющий
вектор, а из него, интегрированием по u—радиус-вектор асимптотической (поскольку u является
естественной координатой на асимптотической v = const).

Отметим работу А. И. Бобенко и А. В. Китаева [45], в которой поверхность Амслера исследована
с помощью метода обратной задачи, и работу Т. Хоффмана [54], в которой исследован дискретный
аналог поверхности Амслера.

Называем поверхностью Амслера любую поверхность Φ[z], где z удовлетворяет уравнению
(3.55) при t ∈ (0,+∞). Регулярной поверхностью Амслера называем поверхность, соответствую-
щую решению z(t), непрерывному в нуле.

Докажем (см. [43]), что поверхность Амслера содержит две пересекающиеся прямые линии и
это свойство полностью определяет ее в классе всех псевдосферических поверхностей.

Пусть отображение r принадлежит классу C3 в окрестности множества {(u, v) : uv = 0}. Тогда
из первого и третьего уравнения системы (3.9) получим, что

ruu(u, 0) = 0, rvv(0, v) = 0,
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поэтому
r(0, v) = vrv(0, 0), r(u, 0) = uru(0, 0),

т.е. регулярная поверхность Амслера содержит две пересекающиеся прямые. Далее, если поверх-
ность (произвольная) содержит прямую, то эта прямая является асимптотической линией. Действи-
тельно, исследуем вторую квадратичную форму поверхности в произвольной точке этой прямой.
Второй дифференциал d2r, будучи квадратичной формой от дифференциалов координат (du, dv),
обращается в нуль в направлении du : dv, определяемом прямой. Поэтому в этом направлении
обращается в нуль и вторая квадратичная форма поверхности, поскольку B(u, v; du, dv) = (d2r,n).
Следовательно, это направление является асимптотическим. Без ущерба для общности можем счи-
тать, что одна из пересекающихся прямых— это асимптотическая линия u = 0, а другая— v = 0.
Поскольку, с одной стороны, геодезическая кривизна асимптотической линии равна по модулю ее
(полной) кривизне и равна нулю для прямой, а с другой стороны, геодезическая кривизна для
линии u = 0 равна zv(0, v), а для линии v = 0 равна −zu(u, 0), то получаем z(0, v) = const и
z(u, 0) = const при всех u, v. Следовательно, z(0, v) = z(u, 0) = z(0, 0). Но это— начальные данные
задачи Гурса для уравнения sin-Гордона. В силу единственности решения задачи Гурса, соответ-
ствующим решением уравнения sin-Гордона является z(uv), где z(t)—решение автомодельного
уравнения (3.55) с начальным условием z(0) = z(0, 0). Утверждение доказано.

Рассмотрим уравнения Френе для основного триэдра асимптотической полосы (v0):
⎛

⎝
l
m
n

⎞

⎠

u

=

⎛

⎝
0 −v0z′(uv0) 0

v0z
′(uv0) 0 1
0 −1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
l
m
n

⎞

⎠ ,

и полосы, связанной с ребром возврата поверхности Амслера, соответствующим значению z(t∗) =
π(2n+ 1) и z′(t∗) = q:

⎛

⎝
l
m
n

⎞

⎠

u

=

⎛

⎝
0 t∗qu−1 0

−t∗qu−1 0 1− t∗u−2

0 −1 + t∗u−2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
l
m
n

⎞

⎠ .

Здесь l—вектор касательной к базовой линии полосы, n—вектор нормали к поверхности и m—
вектор геодезической нормали поверхностной полосы. Получены [16] следующие асимптотические
разложения для асимптотической линии регулярной поверхности Амслера в окрестности точки
u = 0:

r(u, v0) = r(0, v0) +
(
v2
0 sin2 z0 + 1

)−1/2{0, v0 sin z0, 1
}
u+
{
v0 sin z0, 0, 0

}
u2 +O(u3),

где z0 = z(0), и для асимптотической линии общей поверхности Амслера при u → +∞. Там же
получены асимптотические разложения для ребра возврата поверхности Амслера в окрестности
произвольной точки u0 �= 0:

r(u, t∗/u) =
{
1 + t∗u−2

0 , 0, 0
}
(u− u0) +

{
−t∗u−3

0 ,
1
2
qt∗u−1

0 +
1
2
qt2∗u

−3
0 , 0
}

(u− u0)2 +O((u− u0)3)

и при u→ +∞:

r(u, t∗/u) = {0, 0, 1}u+
{
qt∗ sinu, qt∗ cosu,−1

2
q2t2∗ − t∗

}
u−1 +O(u−2).

Разложения для асимптотической линии могут быть применены для построения поверхности Ам-
слера в окрестности асимптотической линии. Одно из таких возможных построений— в окрестно-
сти прямолинейной образующей— проведено в цитируемой работе.

Покажем, что радиус-вектор поверхности Амслера удовлетворяет некоторому гиперболическому
уравнению.

Лемма 3.1. Радиус-вектор поверхности Амслера r(u, v) удовлетворяет уравнению

tz′(t)ruv −
(
uru + vrv − (r−C)

)
sin z(t) = 0, (3.56)

где C—некоторый постоянный вектор.



УРАВНЕНИЕ SIN-ГОРДОНА И ПСЕВДОСФЕРИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ 49

Доказательство. Вычисляем:

(zun)v = zuvn + zunv = zuvn +
v

u
zvnv.

Используя второе и третье уравнение в системе (3.9), имеем

zuvn +
v

u
zvnv = ruv +

v

u
rvv = ruv +

(
v

u
rvv +

1
u
rv

)
− 1
u
rv =

(
ru +

v

u
rv − 1

u
r
)

v

.

Объединяем полученные выражения:

(zun)v =
(
ru +

v

u
rv − 1

u
r
)

v

,

и интегрируем это уравнение по v:

zun = ru +
v

u
rv − 1

u
r + C(u),

где C(u)—произвольная функция от u. Учитывая симметрию исходной системы относительно
замены u→ v, получаем:

tz′(t)n = uru + vrv − r + C.
Теперь осталось только воспользоваться вторым уравнением (3.9).

Выбором положения начала координат можно добиться того, чтобы было C = 0. Полученное
уравнение исследуется методом разделения переменных следующим образом. Будем искать реше-
ние в виде ряда

r(u, v) =
∞∑

k=0

xk(t)uk,

предполагая, что он допускает двойное почленное дифференцирование. Тогда для xk(t) получим
уравнение

z′(t)
(
x′k +

k − 1
2t

xk

)′
− 2z′′(t)

(
x′k +

k − 1
2t

xk

)
+ z′(t)

(
k − 1

2t
xk

)′
= 0.

Это уравнение исследовано [16] асимптотическими методами.
Поскольку для уравнения (3.56) задача Коши на линии uv = t∗ однозначно разрешима, то

поверхность Амслера может быть асимптотически построена [16] в окрестности ребра возврата.

3.7.3. Двухсолитонные поверхности. Рассмотрим классификацию [15] псевдосферических по-
верхностей, соответствующих двухсолитонным решениям уравнения sin-Гордона

z(u, v; p, q) = 4 arctg

(
p+ q

p− q
epu+v/p − equ+v/q

1 + epu+v/pequ+v/q

)

. (3.57)

Геодезическая кривизна и кручение ребер возврата псевдосферических поверхности выражаются
через решение z(u, v) по формулам (3.13). В частном случае решения (3.57) на псевдосферической
поверхности имеется три ребра возврата: z = 0 и z = ±π. Удается представить геодезическую
кривизну (kg) и кручение (κ) ребер как функции переменной x = pu + v/p и проанализировать
знаки этих выражений.
• Для ребра z = 0:

kg =
2(p+ q)
1 + pq

1
chx

, κ =
pq − 1
pq + 1

;

• для ребер z = ±π:

kg = ∓ 2q
q2 + 1

(
shx∓ p

q

)(
shx± q

p

)

(
shx∓ q(p2 − 1)

p(q2 + 1)

)
chx

, κ =
q2 − 1
q2 + 1

(
shx∓ q(p2 + 1)

p(q2 − 1)

)

(
shx∓ q(p2 − 1)

p(q2 + 1)

) ;

область определения переменной x находится из следующей таблицы:
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A > 0 A < 0
z = π shx ∈ (B; +∞) shx ∈ (−∞;B)
z = −π shx ∈ (−∞;−B) shx ∈ (−B; +∞)

где

A =
p+ q

p− q , B = − 2pq
p2 − q2 .

В результате все поверхности, соответствующие двухсолитонным решениям, подразделяются на
8 классов. Предварительно отметим, что ребра z = ±π конгруэнтны и поверхность при u, v →
±∞ асимптотически «стремится» к прямой, которую мы примем за ось Oζ декартовой системы
координат Oξηζ.

1. (|p|−1)(|q|−1) > 0, pq > 0. Ребро z = π содержит точку, в которой меняется знак кручения, и
дугу с точкой возврата (в которой кривизна и кручение бесконечны), расположенной между
двумя точками смены знака геодезической кривизны. Ребро z = 0 представляет собой кривую
с постоянным кручением κ �= 0 и ограниченной геодезической кривизной постоянного знака.

2. (|p| − 1)(|q| − 1) � 0, pq < 0. Ребро z = π представляет собой кривую с ограниченной
геодезической кривизной постоянного знака и ограниченным кручением постоянного знака.
Ребро z = 0 представляет собой кривую с постоянным кручением κ �= 0 и ограниченной
геодезической кривизной постоянного знака.
2а. Значения параметров произвольны. Ребро z = 0 не является плоской кривой (κ �= 0).

2a1. |p| �= 1, |q| �= 1. Ребро z = π асимптотически при s→ ±∞ стремится к оси Oζ.
2a2. |p| = 1 или |q| = 1. Ребро z = π асимптотически при s→ +∞ стремится к окружно-

сти, лежащей в плоскости, параллельной координатной плоскости Oξη. При s→ −∞
оно стремится к оси Oζ.

3. (|p|−1)(|q|−1) � 0, pq > 0. Ребро z = π содержит дугу с точкой возврата (в которой кривизна
и кручение бесконечны), расположенной между двумя точками смены знака геодезической
кривизны.
3а. pq �= 1. Ребро z = 0 представляет собой кривую с постоянным κ �= 0 и ограниченной

геодезической кривизной постоянного знака.
3a1. |p| �= 1, |q| �= 1. Ребро z = π асимптотически при s→ ±∞ стремится к оси Oζ.
3a2. |p| = 1 или |q| = 1. Ребро z = π асимптотически при s→ +∞ стремится к окружно-

сти, лежащей в плоскости, параллельной координатной плоскости Oξη. При s→ −∞
оно стремится к оси Oζ.

3б. pq = 1. Ребро z = 0 представляет собой плоскую кривую с самопересечением, напоми-
нающую декартов лист. Поверхность в этом случае является поверхностью Иоахимсталя
(поверхность, образованная ортогональными траекториями однопараметрического семей-
ства сфер, центры которых лежат на одной прямой— оси Oζ).

4. (|p| − 1)(|q| − 1) < 0, pq < 0. Ребро z = π содержит точку, в которой меняется знак кручения.
Геодезическая кривизна ребра z = π ограничена и не меняет знак.
4а. pq �= −1. Ребро z = 0 представляет собой кривую с постоянным κ �= 0 и ограниченной

kg > 0.
4б. pq = −1. Ребро z = 0 вырождается в точку (острие). Поверхность в этом случае также

является поверхностью Иоахимсталя.
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АННОТАЦИЯ. В данной работе построен аналог понятия «конциркулярное поле» для полуриманова
пространства (многообразия c вырожденной метрикой). Найден тензорный признак пространств, до-
пускающих максимальное число конциркулярных полей, либо вовсе не допускающих таких полей.
Обнаружена лакуна в распределении размерностей пространства конциркулярных полей, которая в
отличие от соответствующей лакуны для псевдоримановых многообразий, оказалась на единицу ко-
роче. Выделены и изучены специальные типы конциркулярных полей, не имеющих аналогов для
псевдоримановых многообразий. Получена каноническая формы метрики для некоторых классов по-
луримановых пространств, допускающих конциркулярные поля.
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ВВЕДЕНИЕ

В 1939 г. А. Фиалковым [12] на псевдоримановом многообразии (M, g) было введено в рассмот-
рение векторное поле Φ, удовлетворяющее условию

(∇XΦ) = ρ ·X,
где X —произвольное дифференцируемое векторное поле наM , ρ—некоторая скалярная функция,
а ∇— связность Леви-Чивиты. В последствии такое поле возникло при исследовании конциркуляр-
ных отображений (т.е. конформных отображений, сохраняющих геодезические круги) и поэтому
было названо К. Яно [16] конциркулярным полем. В литературе это поле также встречалось под
названиями геодезическое поле [10] (ввиду того, что интегральные кривые этого поля являются
геодезическими) и эквидистантное поле [4] (так как это поле градиентно и порождаемая им
нормальная конгруенция является эквидистантной). Частный случай конциркулярного поля (при
ρ = const) под названием сходящееся поле направлений еще в 1935 г. исследовал П. А. Ши-
роков [11]. Конциркулярные поля играют важную роль в теориях геодезических отображений,
проективных и конформных преобразований и в этой связи изучались многими математиками:
Н. С. Синюковым [4], Г. Фризом [15], А. В. Аминовой [1], Й. Микешем [3], А. С. Солодовнико-
вым [5], И. Г. Шандрой [6,7].

Отметим ряд интересных свойств, которыми обладают псевдориманово многообразие (M, g),
допускающее конциркулярное поле. Если ρ �= 0, то (M, g) допускает нетривиальные конформное
преобразование и нетривиальное геодезическое отображение (а следовательно, и квадратичный
интеграл геодезических). Если же на многообразии существуют несколько линейно независимых
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конциркулярных полей, то все конциркулярные поля являются специальными, т.е. удовлетворяют
условию

X(ρ) = K · g(Φ, X), K = const,
а многообразие допускает нетривиальное проективное преобразование и киллингово векторное
поле (линейный интеграл геодезических). Пространство конциркулярных полей порождает идеал
йордановой алгебры геодезических отображений [7]. Конциркулярные поля представляют также
интерес с точки зрения приложений [1,14]. Так, в модели де Ситтера траектории временеподобных
конциркулярных полей определяют мировые линии разбегающихся или сближающихся галактик,
подчиняющихся гипотезе Вейля.

В данной работе предпринята попытка построения аналога понятия конциркулярного поля для
полуриманова пространства (O(r,R)×Gl(n− r,R)-структуры). В разделе 1 приводятся предвари-
тельны сведения из теории псевдосвязностей и полуримановых пространств. Раздел 2 посвящен
исследованию пространств, допускающих максимальное число конциркулярных полей либо во-
все не допускающих таких полей. Здесь также обнаружена лакуна в распределении размерностей
пространства конциркулярных полей, которая в отличие от соответствующей лакуны для псевдо-
римановых пространств оказалась на единицу короче. В разделе 3 изучаются специальные типы
конциркулярных полей. Раздел 4 посвящен нахождению канонической формы метрики и горизон-
тального проектора для некоторых типов полуримановых пространств, на которых существуют
конциркулярные поля. Исследования ведутся локально, в классе достаточно гладких функций.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. ПустьM — гладкое n-мерное многообразие. Обозначим через f(M) кольцо гладких функций
на M , через X(M)—алгебру Ли гладких векторных полей на M , а через X,Y, Z,W —произволь-
ные гладкие векторные поля на M .

Определение 1.1. Пара операторов (h;∇), где ∇ : X(M) × X(M) −→ X(M) и h—аффинор на
M , удовлетворяющие следующим условиям [13]:

∇X(fY + Z) = f∇XY +X(f) · hY +∇XZ, (1.1a)

∇fX+Y Z = f∇XZ +∇Y Z, X, Y ∈ X(M), f ∈ f(M), (1.1b)

называется линейной псевдосвязностью на M .

Определение 1.2. Пара операторов (h;Q), где Q : X(M)×X(M)→ X(M) и h—аффинор на M ,
удовлетворяющих следующим условиям:

QX(fY + Z) = fQXY + hX(f) · Y +QXZ, (1.2a)

QfX+Y Z = fQXZ +QY Z, X, Y ∈ X(M), f ∈ f(M), (1.2b)

называется линейной квазисвязностью на M .

В случае h = id псевдосвязность (квазисвязность) является линейной связностью на M .

Определение 1.3. Тензоры

S(X,Y ) = ∇XY −∇YX − h[X,Y ], (1.3)

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XX −∇[X,Y ]Z, (1.4)

Ric(X,Y ) = trR(X,Y ) (1.5)

называются соответственно тензором кручения, тензором кривизны и тензором Риччи псевдо-
связности (h;∇).

Определение 1.4 (см. [8,9]). Линейную псевдосвязность (h;∇) будем называть почти идем-
потентной, если h2 = h. В этом случае h мы будем называть горизонтальным проектором,
а v = id−h— вертикальным. Почти идемпотентная псевдосвязность называется вполне идемпо-
тентной, если

∇XY = h∇X(hY ). (1.6)
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Многообразие, на котором задана вполне идемпотентная псевдосвязность (h;∇), rkh = r, мы
будем обозначать через Ar

n.

Если на M существует вполне идемпотентная псевдосвязность, то на нем существует также и

квазисвязность
o
Q, определяемая соотношениями [8]:

o
QXY = ∇hXY + v[hX, vY ].

Тензор кручения и тензор кривизны вполне идемпотентной псевдосвязности удовлетворяют следу-
ющим условиям:

vS(X,Y ) = 0, (1.7a)

S(vX, vY ) = −h[vX, vY ], (1.7b)

vR(X,Y )Z = R(X,Y )vZ = 0. (1.8)

Пусть ωi
j —компоненты 1-формы (h;∇) вполне идемпотентной псевдосвязности в репере {ei} на

M . Тогда условия (1.3), (1.4), (1.7), (1.8) могут быть написаны в эквивалентной форме (называемой
структурными уравнениями вполне идемпотентной псевдосвязности):

hi
tdω

t = ωt ∧ ωi
t + Ωi, (1.9)

hi
tdω

t
j = ωt

j ∧ ωi
t + Ωi

j , (1.10)

hi
tdh

t
j = ωi

j − hi
tω

t
kh

k
j + Ωi

j , (1.11)

hi
tΩ

t = Ωi, (1.12a)

hi
tΩ

t
j = Ωi

th
t
j = Ωi

j , (1.12b)

где
{
ωi
}
—двойственный базис к {ei}, Ωi = 1

2S
i
jkω

j ∧ωk —2-форма кручения, Ωi
j = 1

2R
i
jklω

k ∧ωl —
2-форма кривизны, индексы i, j, k, . . . здесь и ниже (если это не оговорено особо) принимают
значения от 1 до n.

Внешнее дифференцирование условий (1.10)–(1.12) дает уравнения

hi
tdΩ

t + ωi
t ∧ Ωt = Ωi

t ∧ ωt (1.13)

hi
sh

t
jdΩ

s
t + ωi

s ∧ Ωs
j − ωs

j ∧ Ωi
s = 0, (1.14)

называемые первым и вторым тождествами Бианки для вполне идемпотентной псевдосвязности.

Определение 1.5 (см. [8]). Тензоры

1
R(X,Y )Z = R(hX, hY )Z, (1.15a)
2
R(X,Y )Z = R(vX, vY )Z, (1.15b)
3
R(X,Y )Z = R(hX, hY )Z, (1.15c)

1
S(X,Y ) = S(hX, hY )Z, (1.16a)

2
S(X,Y ) = S(vX, vY ), (1.16b)
3
S(X,Y ) = S(hX, hY ), (1.16c)

будем называть соответственно первым, вторым, третьим тензорами кривизны и первым, вто-
рым, третьим тензорами кручения псевдосвязности (h;∇).
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Определение 1.6. Пусть g и h— тензорные поля типа (0; 2) и (1; 1) соответственно на M . Пару
(g, h) будем называть HR-структурой ранга r наM , если она удовлетворяет следующим условиям
[8,9]:

h2 = h, (1.17a)

g(hX, Y ) = g(X,Y ) = g(Y,X), (1.17b)

rkh = rk g = r � n. (1.17c)

Многообразия, на которых задана HR-структура ранга r мы будем называть полуримановыми
пространствами и обозначать через V r

n .

Для всякой HR-структуры (g;h) на M существует единственная вполне идемпотентная псевдо-
связность (h;∇), удовлетворяющая условиям [8]:

∇Xg = 0, (1.18a)

g(S(X,hY ), Z) = g(S(X,hZ), Y ). (1.18b)

Это псевдосвязность называется псевдосвязностью Леви-Чивиты и задается соотношениями [8]:

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + (hY )g(X,Z)− (hZ)g(X,Y )+

+ g([hY,X], Z) + g([hZ,X], Y )− g(X, [hZ, hY ]). (1.19)

Для тензора кручения псевдосвязности Леви-Чивиты наряду с условиями (1.7) имеют место
также условия [8]:

S(hX, hY ) = 0, (1.20)

2g(S(hX, vY ), Z) = −(vY )g(Y, Z) + g([vY, hX], Z) + g(X, [vY, hZ]). (1.21)

2. КОНЦИРКУЛЯРНЫЕ ПОЛЯ НА МНОГООБРАЗИЯХ С ВПОЛНЕ ИДЕМПОТЕНТНОЙ ПСЕВДОСВЯЗНОСТЬЮ

2.1. Пусть (h;∇)—вполне идемпотентная псевдосвязность на M .

Определение 2.1. Векторное поле Φ на M называется конциркулярным, если удовлетворяет
условиям

vΦ = 0, (2.1a)

∇XΦ = ρ · hX (2.1b)

при некотором скалярном поле ρ. Мы будем говорить, что конциркулярное поле относится к основ-
ному типу, если ρ �= 0, и к исключительному типу в противном случае.

Очевидно, что в случае h = id, мы приходим к классическому определению конциркулярного
векторного поля.

Замечание 2.1. Из определения следует, что ∇vXΦ = 0, т.е. что конциркулярное поле парал-
лельно вдоль вертикальных кривых.

Условия интегрируемости уравнений (2.1b) в силу (1.4) имеют вид:

R(X,Y )Φ = X(ρ) · hY − Y (ρ) · hX + ρ · S(X,Y ). (2.2)

Отсюда следует, что
Ric(Φ, X) = r ·X(ρ)− hX(ρ) + ρ · s(X), (2.3)

где s(Y ) = trSY , SY (X) = S(X,Y ). Полагая в этих соотношениях X := hX, получаем

Ric(Φ, X) = (r − 1)hX(ρ)− ρ · s(hX). (2.4)

Таким образом, из (2.3), (2.4) вытекает, что

X(ρ) =
1

(r − 1)
(
Ric(Φ, hX) + ρ · s(hX)

)− 1
r

(
Ric(Φ, vX) + ρ · s(vX)

)
. (2.5)
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Совокупность уравнений (2.1b), (2.5) носит замкнутый характер и, рассмотренная в локальных
координатах, представляет собой систему линейных дифференциальных уравнений в форме Ко-
ши относительно неизвестных функций Φi и ρ. Условия интегрируемости этих уравнений и их
дифференциальные продолжения, как нетрудно видеть, являются линейными однородными алге-
браическими уравнениями. Линейное пространство решений уравнений (2.1), (2.5) будем обозна-
чать через Con(Ar

n). Из выше сказанного следует, что dim Con(Ar
n) � r + 1. Выясним, для каких

пространств размерность Con(Ar
n) принимает максимальное значение.

Теорема 2.1. Пространства Ar
n, удовлетворяющие условиям

Π(X,Y ) = M(Z,X, Y ) = 0, (2.6)

и только они имеют размерность пространства конциркулярных векторных полей, равную
r + 1, где

Π(X,Y ) = S(X,Y )−
(

1
(r − 1)

s(hX)− 1
r
s(vX)

)
hY +

(
1

(r − 1)
s(hY )− 1

r
s(vY )

)
hX, (2.7)

M(Z,X, Y ) = R(X,Y )Z − 1
(r − 1)

(Ric(hZ, hX)hY − Ric(hZ, hY )hX)+

+
1
r
(Ric(hZ, vX)hY − Ric(hZ, vY )hX). (2.8)

Доказательство. Пусть dim Con(Ar
n) = r + 1, тогда система (2.1b), (2.5) вполне интегрируема.

Условия интегрируемости уравнений (2.1b) на основании (2.2) и (2.5) имеют вид

ρΠ(X,Y ) +M(Φ, X, Y ) = 0. (2.9)

Принимая во внимание, что уравнения (2.9) выполняются тождественно относительно Φ и ρ,
приходим к (2.6).

Непосредственной проверкой нетрудно установить обратное, что выполнение условий (2.6) вле-
чет за собой вполне интегрируемость уравнений.

2.2. Если теорема 2.1 устанавливает тензорный признак пространств, допускающих максималь-
ное число линейно независимых конциркулярных полей основного типа, то теорема, которую мы
докажем ниже, выделяет классы пространств, не допускающих таких полей.

Теорема 2.2. Пространства Ar
n, удовлетворяющие одному из шести нижеперечисленных

условий, не допускают конциркулярных полей основного типа:

Π(hX, hY ) �= 0, (2.10a)

M(Φ, hX, hY ) = 0; (2.10b)

Π(hX, vY ) �= 0, (2.11a)

M(Φ, hX, vY ) = 0; (2.11b)

Π(vX, vY ) �= 0, (2.12a)

M(Φ, vX, vY ) = 0; (2.12b)

Π(hX, hY ) = 0, (2.13a)

M(Φ, hX, hY ) �= 0, (2.13b)

(
o
QWM)(Z, hX, hY ) = μ(W )M(Z, hX, hY ); (2.13c)
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Π(hX, vY ) = 0, (2.14a)

M(Φ, hX, vY ) �= 0, (2.14b)

(
o
QWM)(Z, hX, vY ) = μ(W )M(Z, hX, vY ); (2.14c)

Π(vX, vY ) = 0, (2.15a)

M(Φ, vX, vY ) �= 0, (2.15b)

(
o
QWM)(Z, vX, vY ) = μ(W )M(Z, vX, vY ). (2.15c)

Доказательство. Уравнения (2.9) могут быть переписаны в равносильной форме в виде следую-
щих трех соотношений:

ρΠ(hX, hY ) +M(Φ, hX, hY ) = 0, (2.16)

ρΠ(hX, vY ) +M(Φ, hX, vY ) = 0, (2.17)

ρΠ(vX, vY ) +M(Φ, vX, vY ) = 0. (2.18)

I. Пусть в пространстве Ar
n имеют место условия (2.10). Тогда из (2.16) следует, что ρ = 0. А

это означает, что Ar
n не допускают конциркулярных полей основного типа. Аналогично доказыва-

ется на основании (2.17) (соответственно (2.18)) справедливость утверждение теоремы в случае
выполнения условий (2.11) или (2.12).

II. Пусть имеют место условия (2.13), тогда (2.16) принимают вид

M(Φ, hX, hY ) = 0. (2.19)

Дифференцируя эти соотношения ковариантно в квазисвязности
o
Q, находим

(
o
QWM)(Φ, hX, hY ) + ρM(W,hX, hY ) = 0. (2.20)

Из (2.20) вследствие (2.13c) и (2.19) получаем ρM(W,hX, hY ) = 0. Отсюда на основании (2.13b)
получаем, что ρ = 0. Подобным образом доказывается утверждение теоремы в случае выполнения
условий (2.14) или (2.15).

2.3. Пусть Φ—конциркулярное векторное поле на полуримановом пространстве V r
n , φ(X)—

сопряженное ему относительно g ковекторное поле (φ(X) = g(X,Φ)), ∇—псевдосвязность Леви-
Чивиты, соответствующая HR-структуре (g;h).

Замечание 2.2. Конциркулярное векторное поле основного типа Φ на полуримановом простран-
стве не изотропно. Действительно, пусть l = g(Φ,Φ), тогда из соотношений (2.1) вытекает, что

X(l) = ρφ(X). (2.21)

Следовательно, если l = const, то ρ = 0. А это противоречит тому, что Φ—конциркулярное
векторное поле основного типа. Однако vX(l) = 0, т.е. вдоль вертикальных кривых длина вектора
Φ постоянна (является интегралом вертикального распределения).

Соотношения (2.2) на V r
n могут быть переписаны в эквивалентной форме:

R(Z,Φ, X, Y ) = g(Y, Z)X(ρ)− g(X,Z)Y (ρ) + ρS(Z,X, Y ), (2.22)

где R(Z,W,X, Y ) = g(R(X,Y )W,Z), S(Z,X, Y ) = g(S(X,Y ), Z). Полагая в (2.22) Z = Φ и учиты-
вая косую симметрию тензора R по первым двум аргументам (в силу метричности ∇), мы находим

g(Y,Φ)X(ρ)− g(X,Φ)Y (ρ) + ρS(Φ, X, Y ) = 0. (2.23)



КОНЦИРКУЛЯРНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ НА ПОЛУРИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 59

Эти уравнения, как легко видеть, в силу (1.17b), (1.20) для конциркулярного поля основного типа
равносильны следующим трем соотношениям:

hX(ρ) · φ(Y )− hY (ρ) · φ(X) = 0, (2.24a)

ρS(Φ, hX, vY ) = vY (ρ) · φ(X), (2.24b)

S(Φ, vX, vY ) = 0. (2.24c)

Из (2.24a) вытекает, что
hX(ρ) = Kφ(X). (2.25)

2.4. Как известно, n-мерное псевдориманово пространство допускает максимальное число ли-
нейно независимых конциркулярных полей основного типа, равное n + 1, тогда и только тогда,
когда является пространством постоянной кривизны. Отличные от пространств постоянной кри-
визны римановы пространства допускают не более n − 2 линейно независимых конциркулярных
полей основного типа [3]. Естественно возникает вопрос: имеет ли место подобная лакунарность
для полуримановых пространств? Ответ на этот вопрос дают следующие утверждения.

Теорема 2.3. Число линейно независимых конциркулярных полей основного типа на полу-
римановых пространствах, отличных от пространств, удовлетворяющих условиям (2.6), не
превышает r − 1.

Докажем сперва следующее утверждение.

Лемма 2.1. Пусть Φi и T
(k)
i(j)(�= 0)—компоненты соответственно конциркулярного поля Φ

основного типа и тензора T типа (p; q + 1) такого, что

ΦiT
(k)
i(j) = 0 (2.26)

в некоторой локальной системе координат на M . Тогда среди уравнений (2.26) и их диффе-
ренциальных продолжений содержится по крайней мере два линейно независимых.

Доказательство. Действительно, так как T
(k)
i(j) �= 0, то из (2.26) следует, что хотя бы одна из

компонент Φi выражается через остальные. Дифференцируя соотношения ковариантно в квази-

связности
o
Q и учитывая (2.1), получаем

ρT
(k)
l(j) + Φi

o
QlT

(k)
i(j) = 0.

Откуда следует, что ρ линейным образом выражается через Φi. И это доказывает нашу лемму.

Перейдем теперь к доказательству теоремы 2.3.

Доказательство. Локальные выражения для соотношений (2.6) на равносильны следующей груп-
пе уравнений:

1
Rtijk +

1
r − 1

Rtp

(
hp

jgki − hp
t gji

)
= 0; (2.27)

3
Rtijk = 0, (2.28a)
2
Rtijk = 0; (2.28b)

3
Sijk − spv

p
kgji = 0, (2.29a)

2
Sijk = 0. (2.29b)

Аналогично, условия интегрируемости уравнений (2.1b) могут быть представлены в форме:

Φt(
1
Rtijk +

1
r − 1

Rtp(h
p
jgki − hp

t gji) = 0; (2.30)
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Φt(
3
Rtijk − 1

r
Rtph

p
t gji) + ρ(

3
Sijk − spv

p
kgji) = 0, (2.31a)

Φt
2
Rtijk − ρ

2
Sijk = 0. (2.31b)

Предположим, что хотя бы одно из условий (2.27)–(2.29) не выполнено. Рассмотрим несколько
случаев.

I. (
1
Rtijk + 1

r−1Rtp(h
p
jgki − hp

t gji) �= 0. В этом случае, как это следует из леммы 2.1, среди
уравнений (2.30) и их дифференциальных продолжений содержатся по крайней мере два линейно
независимых.

II.
2
Sijk �= 0. Рассматривая локальную запись уравнений (2.23), имеющую вид Φt

2
Stjk = 0, на

основании леммы 2.1 приходим к утверждению теоремы.

III.
2
Rtijk �= 0;

2
Sijk = 0. B этом случае уравнения (2.31b) принимают вид

Φt
2
Rtijk = 0.

Применяя к этим уравнениям лемму 2.1, убеждаемся в справедливости нашей теоремы.

IV.
3
Rtijk = 0;

3
Sijk �= 0. В этом случае из первого тождества Бианки нетрудно получить, что

3
Rtijk +

3
Rjtik +

3
Rijtk = 0. (2.32)

Проальтернируем (2.31a) по i и j и учитывая (1.18b), получим

Φt(
3
Rtijk −

3
Rtjik) = 0.

Отсюда в силу (2.32) вытекает, что

Φt
3
Rijtk = 0

Далее также как и в предыдущих случаях, применяя лемму 2.1, приходим к утверждению теоремы.

V. И последний случай
3
Rtijk �= 0;

2
Sijk = 0. Этот случай невозможен, так как в силу теоремы 2.2

такие пространства не допускают конциркулярных полей основного типа.

3. CПЕЦИАЛЬНЫЕ ТИПЫ КОНЦИРКУЛЯРНЫХ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ НА ПОЛУРИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

3.1. Напомним следующие определения.

Определение 3.1 (см. [2]). Векторное поле B на M называется инфинитезимальной симмет-
рией распределения D, если [B,X] ∈ D для любого X ∈ D.

Совокупность всех инфинитезимальных симметрий распределения D мы будем обозначать через
S(D). S(D) является R-алгеброй Ли относительно операции коммутирования [2].

Если B ∈ D ∩ S(D), то B называется характеристической или тривиальной инфинитези-
мальной симметрией распределения D.

Совокупность всех характеристических инфинитезимальных симметрий распределения D обо-
значают через Char(D). Char(D) образуют идеал алгебры S(D) [2].

Замечание 3.1. Векторное поле B на Ar
n является симметрией горизонтального распределения

H, т.е. удовлетворяет условию
v[B, hY ] = 0 (3.1)

тогда и только тогда, когда
vLBh = 0, (3.2)

где LB —производная Ли в направлении векторного поля B. Действительно, в справедливости
этого утверждения легко убедиться, рассмотрев выражение для производной Ли проектора h:

(LBh)(Y ) = v[B, hY ]− h[B, vY ]. (3.3)
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Аналогично, для вертикального распределения V из (3.3) следует, что векторное поле B ∈ S(V)
является симметрией, т.е. удовлетворяет условию

h[B, vY ] = 0, (3.4)

тогда и только тогда, когда
hLBh = 0. (3.5)

Определение 3.2. Мы будем говорить, что векторное поле B задает инфинитезимальное кон-
формное преобразование на пространстве V r

n , если

LBg = μ · g. (3.6)

При этом случай μ �= 0 соответствует нетривиальному инфинитезимальному конформному преоб-
разованию, а случай μ = 0—тривиальному инфинитезимальному конформному преобразованию
(инфинитезимальной изометрии).

Инфинитезимальное конформное преобразование B мы будем называть:

(i) инфинитезимальным конформным движением пространства V r
n , если

LBh = 0; (3.7)

(ii) инфинитезимальным конформным SH-движением пространства V r
n , если

vLBh = 0; (3.8)

(iii) инфинитезимальным конформным SV -движением пространства V r
n , если

hLBh = 0. (3.9)

Определение 3.3. Конциркулярное векторное поле Φ на пространстве V r
n мы будем называть:

(i) специальным, если

hX(ρ) = Kf(X), (3.10a)

hX(K) = 0; (3.10b)

(ii) горизонтально сходящимся, если

hX(ρ) = 0; (3.11)

(iii) сходящимся, если
X(ρ) = 0; (3.12)

(iv) L-конциркулярным, если

vXhY (ln |ρ|) = v[vX, hY ](ln |ρ|); (3.13)

(v) SV -конциркулярным, если
hLΦh = 0; (3.14)

(vi) SH-конциркулярным, если
vLΦh = 0; (3.15)

(vii) S-конциркулярным, если
LΦh = 0; (3.16)

(viii) P -конциркулярным, если
(∇ρ)(v[hX,Φ]) = 0. (3.17)

Замечание 3.2. Сходящиеся и специальное конциркулярные поля обобщают одноименные типы
полей, изучавшиеся на псевдоримановых пространствах соответственно П. А. Широковым [11] и
Х. Л. Фризом [15]. Остальные типы конциркулярных полей не имеют аналогов в регулярном
случае.
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Замечание 3.3. Соотношения (3.3) с учетом (1.3) и (1.6), могут быть преобразованы к виду:

(LhXh)(Y ) = v[hX, hY ] +∇vY hX + S(hX, vY ). (3.18)

Из условий (3.9) на основании мы приходим к выводу, что конциркулярное векторное поле Φ
является SV -конциркулярным тогда и только тогда, когда

S(Φ, vY ) = 0. (3.19)

Для SV -конциркулярного поля Φ основного типа эти условия в силу (2.24b) эквивалентны тому,
что

vX(ρ) = 0. (3.20)

Замечание 3.4. Производная Ли метрики g в силу (1.3) и (1.6) задается следующим выраже-
нием:

(LhXg)(Y, Z) = g(∇hXY, Z) + g(∇hXZ, Y ) + S(Z, hX, Y ) + S(Y, hX,Z). (3.21)
Из этих условий на основании (2.1a), (3.19) мы приходим к выводу, что для мы SV -
конциркулярного поля Φ справедливы соотношения

(LhXg)(Y, Z) = 2ρ · g(Y, Z),

говорящие о том, что SV -конциркулярные поля основного типа определяют на V r
n нетривиальные

конформные SV -движения, а исключительного типа— изометрические SV -движения. Нетрудно
убедиться в справедливости обратного утверждения: если конциркулярное поле определяет кон-
формное преобразование на V r

n , то оно является SV -конциркулярным.

Замечание 3.5. Соотношения (3.1), (3.20) в частности, показывают, что SH-конциркулярное и
SV -конциркулярное поля являются P -конциркулярными. Из (3.11) на основании (2.25) вытекает,
что

(∇ρ)(v[hX, hY ]) = 0. (3.22)
Это говорит о том, что сходящееся поле также является P -конциркулярным.

3.2. Известно [15], что наличие двух и более линейно независимых конциркулярных полей
на псевдоримановом пространстве приводит к тому, что любое конциркулярное поле на является
специальным. Покажем, что подобный факт имеет место и в сингулярном случае при некоторых
дополнительных ограничениях. Для этого докажем сперва несколько вспомогательных утвержде-
ний.

Лемма 3.1. Конциркулярное векторное поле Φ основного типа, отличное от горизонтально
сходящегося, является L-конциркулярным, тогда и только тогда, когда

ρ2 = Kf, (3.23)

где
vX(f) = 0. (3.24)

а K — скалярная функция, участвующая в уравнениях (2.25).

Доказательство. Действительно, дифференцируя (2.25) в направлении vY и учитывая и (3.13),
имеем

vY

(
ln
∣
∣
∣
∣
K

ρ

2
∣
∣
∣
∣

)
· φ(X) = 0.

Следовательно,

vX

(
ln
∣
∣
∣
∣
K

ρ

2
∣
∣
∣
∣

)
= 0. (3.25)

А это в свою очередь приводит нас к (3.23), (3.24). Обратно, прологарифмировав (3.23), а за-
тем продифференцировав полученное сперва в направлении vY , а потом в направлении hX, на
основании (2.25) и (3.24) получим

hXvY (ln |ρ|) = h[hX, vY ](ln |ρ|),
что, как легко видеть, равносильно (3.13).
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Лемма 3.2. Пусть Φ и Φ̄—два линейно независимых конциркулярных поля основного типа
на V r

n , тогда

K = K̄, (3.26a)

vX
(
ln |ρ|) = vX

(
ln |ρ̄|). (3.26b)

Доказательство. Полагая в соотношениях (2.21), (2.22) X = F̄ и учитывая (2.22), (2.25), полу-
чаем

(K − K̄)
(
φ(X)φ̄(Y )− φ(Y )φ̄(X)

)
, (3.27a)

(
vX(ln |ρ|)− vX(ln |ρ̄|))g(Φ, Φ̄) = 0. (3.27b)

Из (3.27a) в силу линейной независимости Φ и Φ̄ следует (3.26a). А из (3.27b) вытекает, что либо
имеет место (3.26b), либо g(Φ, Φ̄) = 0. Но последнее невозможно, так как в противном случае,
продифференцировав эти соотношения, на основании (2.1) мы получили бы, что

ρφ̄(X) + ρ̄φ(X) = 0,

а это противоречит линейной независимости Φ и Φ̄.

Непосредственно из (3.26a) и (3.26b) вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.1. Если полуриманово пространство V r
n допускает специальное конциркуляр-

ное (соответственно SV -конциркулярное, L-конциркулярное, горизонтально сходящиеся, схо-
дящиеся) векторное поле, то любое конциркулярное векторное поле на V r

n является специаль-
ным (соответственно SV -конциркулярным, L-конциркулярным, горизонтально сходящимся,
сходящимся).

Теорема 3.1. Если V r
n допускает два линейно независимых конциркулярных поля Φ и Φ̄

основного типа, тогда они оба являются L-конциркулярными.

Доказательство. Действительно, дифференцируя (3.26b) в направлении hY и учитывая (3.3),
имеем

vX

(
ln
∣
∣
∣
∣
K

ρ

2
∣
∣
∣
∣

)
· φ(Y ) = vX

(
ln
∣
∣
∣
∣
K̄

ρ̄2

∣
∣
∣
∣

)
· φ̄(Y ).

Отсюда в силу линейной независимости Φ и Φ̄ получаем

vX

(
ln
∣
∣
∣
∣
K

ρ

2
∣
∣
∣
∣

)
= 0, (3.28a)

vX

(
ln
∣
∣
∣
∣
K̄

ρ̄2

∣
∣
∣
∣

)
= 0. (3.28b)

Следовательно, на основании леммы 3.1 поля Φ и Φ̄ являются L-конциркулярными.

Теорема 3.2. Если V r
n допускает два линейно независимых P -конциркулярных поля Φ и Φ̄

основного типа, тогда они оба являются специальными.

Доказательство. Из условий интегрируемости уравнений (2.25) следует

(∇ρ)(v[hX, hY ]) = hX(K) · φ(Y )− hY (K) · φ(X). (3.29)

Полагая в этих соотношениях Y = Φ, на основании (3.4) имеем

g(Φ,Φ) · hX(K)− Φ(K) · φ(X) = 0. (3.30)

Так как Φ не изотропно, то из (3.5) следует

hX(K) = σφ(X), (3.31)

где σ =
Φ(K)
g(Φ,Φ)

. Аналогичным образом получаем

hX(K) = σ̄φ̄(X). (3.32)
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В силу линейной независимости Φ и Φ̄ условия (3.31), (3.32) дают нам σ = σ̄ = 0. Следовательно,
hX(K) = 0. А это говорит о том, что Φ и Φ̄— специальные конциркулярные поля.

Теорема 3.3. Пусть V r
n допускает m(> 1) линейно независимых P -конциркулярных полей

основного типа
1
Φ, . . . ,

m
Φ, тогда

1) для всех α, β = 1, . . . ,m имеем

hX(
α
ρ · βρ−Kg(

α
Φ,

β

Φ)) = 0; (3.33)

2) для всех α, β = 1, . . . ,m имеем

X(sign(K)

√
α
f ·

β

f − g(
α
Φ,

β

Φ)) = 0; (3.34)

3) V r
n допускает группу изометрических преобразований, порядок которой не ниже, чем
m(m− 1)/2 и группу конформных преобразований, порядок которой не ниже, чем
m(m+ 1)/2.

Доказательство. Пусть выполнены условия утверждения, тогда на основании теорем 3.1 и 3.2

поля
1
Φ, . . . ,

m
Φ являются специальными и L-конциркулярными. Следовательно,

hX(K) = 0, (3.35a)

hX(
α
ρ) =

√

K
α
f ∀α. (3.35b)

1) В справедливости (3.33) легко убедится путем прямых вычислений с учетом (2.1), (3.10).

2) Подставляя в (3.33) выражения для
α
ρ и

β
ρ и учитывая, что функции sign(K)

√
α
f ·

β

f − g(
α
Φ,

β

Φ)
в силу (2.1b), (3.24) являются интегралами вертикального распределения, мы приходим к (3.34).

3) Рассмотрим два возможных случая.
I. Все конциркулярные векторные поля на V r

n являются горизонтально сходящимися. Следова-
тельно, hX(

α
ρ) = 0 для всех α. Принимая это во внимание, из (3.26b) получаем

α
ρ =

α
Cν, (3.36)

где
α
C = const, vX(ν) = 0. На основании этих соотношений легко убедиться в том, что вектор

α
C

β

Φ−
β

C
α
Φ является ковариантно постоянным. Поэтому базис пространства Con(V r

n ) мы можем

выбрать таким образом, что
1
Φ будет горизонтально сходящимися, а

2
Φ, . . . ,

m
Φ—ковариантно посто-

янными. Тогда каждый из векторов

αβ

X = (
1
ρ)−1(g(

1
Φ,

α
Φ) ·

β

Φ− g(
1
Φ,

β

Φ) ·
α
Φ), α, β = 1, . . . ,m, α �= β, (3.37)

определяет инфинитезимальное изометрическое преобразование V r
n , а каждый из векторов

α
X = (

1
ρ)−1

α
Φ, α = 1, . . . ,m, (3.38)

определяет инфинитезимальное конформное преобразование V r
n .

II. Все конциркулярные векторные поля на V r
n отличны от горизонтально сходящихся. Из (3.10),

(3.23) вытекает, что

X(
√
|
α
f |) =

√
|K| · g(

α
Φ, X) = 0. (3.39)

Принимая это во внимания, нетрудно установить, что каждый из векторов

αβ

X =
√
|
α
f | ·

β

Φ−
√

|
β

f | ·
α
Φ, α, β = 1, . . . ,m; α �= β, (3.40)
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определяет инфинитезимальное изометрическое преобразование V r
n , а каждый из векторов

α
X =

1
√|K|

α
Φ, α = 1, . . . ,m. (3.41)

определяет инфинитезимальное конформное преобразование V r
n .

4. КАНОНИЧЕСКАЯ ФОРМА МЕТРИКИ И ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ПРОЕКТОРА ПОЛУРИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ,
ДОПУСКАЮЩИХ SH-КОНЦИРКУЛЯРНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

4.1. Пусть Φi и Φi — соответственно контравариантные и ковариантные компоненты SH-
конциркулярного поле основного типа в некоторой системе координат (xi) на V r

n . Мы будем пред-
полагать, что система координат выбрана таким образом, что

x1 = g(Φ,Φ), (4.1a)

x1 = u2, . . . , xn = un, (4.1b)

где u2, . . . , un являются функционально независимыми решениями уравнения Φi∂iu = 0. Тогда,
вследствие (1.17), (2.21) в этой системе координат компоненты SH-конциркулярного поля, метри-
ческого тензора и горизонтального проектора приведутся к виду:

Φi =
δ1i
2ρ
, (4.2a)

Φi = 2ρ · δi
1; (4.2b)

gij =
(

(4x1 · ρ2)−1 0
0 gαβ

)
; (4.3)

hi
j =

(
1 0
0 hβ

α

)
, α, β = 2, . . . , n. (4.4)

Данная система координат, как нетрудно видеть, определена с точностью до преобразований вида

x̂1 = f(x1), x̂α = fα(xβ), α, β = 2, . . . , n. (4.5)

Координатная форма уравнений (2.1b) может быть записана в следующем эквивалентном виде:

∂iΦj − Γt
ijΦt = ρ · gij , (4.6)

где, как это следует из (1.14),

2Γk
ij = gkt

(
∂igjt + hl

j∂lgit − hl
t∂lgij + gtl∂ih

l
j − gtj∂ih

l
t + gli(∂kh

l
t − ∂jh

k
t )
)
. (4.7)

Подставляя в (4.6) выражение для Φi из (4.2a), находим

−δ1i · ∂iρ

ρ2
− Γ1

ij

2ρ
= ρ · gij .

Рассматривая эти уравнения при i = 1, j = 1 и i = α > 1, j = 1, убеждаемся, что при они
выполняются тождественно в силу (4.2)–(4.4), а при i = 1, j = β > 1 и i = α > 1, j = β мы
получаем соответственно

hα
β∂αρ = 0, (4.8a)

x1∂1gαβ − gαγ∂1h
γ
β = ρ · gαβ . (4.8b)

Проальтернировав (4.8b) по α и β, находим

gαγ∂1h
γ
β − gβγ∂1h

γ
α. (4.9)

Свернув (4.9) с hα
μ по α, в силу (1.17a) имеем

gμγ∂1h
γ
β = 0. (4.10)
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Вследствие этого уравнения (4.9) принимают вид:

x1∂1gαβ = ρ · gαβ . (4.11)

Отсюда вытекает, что
gαβ = x1g̃αβ(x2, . . . , xn), α, β = 1, . . . ,m. (4.12)

Так как Φ является SH-конциркулярным полем, то из (3.1) на основании (4.2b) следует,

hα
β∂1h

β
γ = 0, α, β, γ = 1, . . . ,m. (4.13)

Эти соотношения в совокупности с (4.10) дают

∂1h
β
γ = 0, β, γ = 1, . . . ,m. (4.14)

Таким образом, (hα
β(xγ); gαβ(xγ)) можно интерпретировать как компоненты некоторой HR-

структуры полуриманова пространства V r−1
n−1 .

Обратимся теперь к уравнениям (4.7). Возможны два случая.
I. Φ является S-конциркулярным полем. Это в силу (3.20) равносильно тому, что в данной

системе координат
vj
i ∂jρ = 0. (4.15)

На основании этих условий из (4.7) вытекает, что

∂αρ = 0, α = 1, . . . ,m, (4.16)

т.е. ρ = ρ(x1).
II. Φ не является S-конциркулярным полем. Тогда наряду с ρ = x1 система (4.8a) допускает

еще k, k � n − r, функционально независимых решений
1
m, . . . ,

k
m. Так как коэффициенты при

производных в уравнениях (4.8a) не зависят от x1, эти решения могут быть выбраны так, чтобы
они не зависели от x1. Поэтому в данной системе координат, которая выбрана с точностью до
допустимых преобразований (4.5), мы можем считать, что

xn−k+1 =
1
m, . . . , xn =

k
m. (4.17)

На основании чего из (1.17b), (4.8a) и (4.12) мы получаем

ρ = ρ(x1, xn−k+1, . . . , xn), (4.18)

hi
j =

⎛

⎝
1 0 0
0 hI

J hI
μ

0 0 0

⎞

⎠ , (4.19)

gij =

⎛

⎝
(4x1 · ρ2)−1 0 0

0 x1g̃IJ x1g̃IAh
A
μ

0 x1g̃AJh
A
ν x1g̃ABh

B
ν

⎞

⎠ , (4.20)

где индексы I, J , A, B изменяются от 2 до n − k; μ, ν —от n − k + 1 до n; а g̃IJ , hI
ν , h

I
J —

произвольные функции от x2, . . . , xn такие, что

rk ‖gIJ‖ = rk ‖hI
J‖ = r − 1, (4.21)

gIJ = gJI = gIAh
A
J , (4.22)

hA
J h

I
A = hI

J , (4.23a)

hJ
Ah

A
μ = hJ

μ. (4.23b)

Обратно, непосредственными вычислениями нетрудно убедится в том, что, если в некоторой систе-
ме координат на V r

n компоненты метрического тензора gij и горизонтального проектора hi
j задаются

соотношениями (4.3), (4.4), (4.12), (4.14), (4.16) (или соответственно (4.18)–(4.23)), то вектор, опре-
деленный в данной системе координат по формуле (4.2b) (где ρ �= 0), является S-конциркулярным
(соответственно, SH-конциркулярным, отличным от S-конциркулярного) полем.
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Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 4.1. Полуриманово пространство V r
n допускает SH-конциркулярное поле основно-

го типа тогда и только тогда, когда на нем может быть выбрана система координат, в ко-
торой компоненты метрического тензора gij и горизонтального проектора hi

j удовлетворяют
соотношениям (4.3), (4.4), (4.12), (4.14), (4.16) (в случае, когда Φ является S-конциркулярным)
или соотношениям (4.18)–(4.23) (в случае, когда Φ является SH-конциркулярным, отличным
от S-конциркулярного).

Замечание 4.1. Каноническая форма метрика полуриманова пространства V r
n , допускающего

S-конциркулярное поле основного типа, может быть еще более детализирована. Действительно,в
системе координат, указанной в теореме 4.1, компонента g11 метрического тензора в силу (4.3),
(4.16) есть функция лишь только одной переменной x1. Поэтому после допустимого преобразования

x̃1 =
∫ √

|g11|dx1, x̃α = xα, α = 2, . . . n,

компоненты метрического тензора приведутся к виду

gij =
(
a 0
0 σ(x̃1)g̃αβ(x̃γ)

)
, α, β, γ = 2, . . . n, (4.24)

где s(x̃1) �= const—некоторая функция переменной x̃1, a = ±1. Нетрудно показать, что усло-
вия (4.21) в совокупности с (4.4), (4.14) являются достаточными для существования на V r

n S-
конциркулярного поля основного типа. Отметим, что к виду (4.21) приводится метрика любого
псевдориманова пространства, допускающего конциркулярное поле основного типа [4, 12].

Пример 4.1. Приведем теперь пример полуриманова пространства V r
n , допускающего ровно k

линейно независимых конциркулярных полей. Пусть основная метрическая форма и горизонталь-
ный проектор этого пространства в некоторой системе координат имеет соответственно вид

ds2 = (dx1)2 + (x1)2
(
(dx2)2 + · · ·+ (dxk)2+

+ exp(2xr+1)
(
(dxk+1)2 + · · ·+ (dxr)2

))
, 2 � k � r − 1 (4.25)

hi
j =

(
δĩ
j̃

0
0 0

)

, ĩ, j̃ = 1, . . . , r. (4.26)

Вычислив в этой системе координат по формуле (4.7) с учетом (4.25), (4.26) компоненты псевдо-
связности Леви-Чивита, получаем, что ненулевыми будут лишь блоки

Γî
ĵ1

=
δî
ĵ

x1
, Γ1

îĵ
= −x1gîĴ , Γα

βr+1 = δα
β , î, ĵ = 2, . . . , r, α, β = k + 1, . . . r. (4.27)

Рассмотрим в данной системе координат ковекторы

1
Φi = x1δi

j ,
2
Φi = x1δi

1 + δ21 , . . . ,
k
Φi = x1δi

1 + δ21 . (4.28)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что эти ковекторы горизонтальны удовлетворя-
ют соотношениям (3.19), (4.6), следовательно, являются SV -конциркулярными полями основного
типа. Очевидно, что они линейно независимы. Покажем, что данное пространство не допускает
других конциркулярных полей, линейно независимых с данными. Предположим противное. Пусть
k+1
Φi —компоненты конциркулярного поля основного типа линейно независимого с

1
Φ, . . . ,

k
Φ. Так

как
1
Φ, . . . ,

k
Φ являются SV -конциркулярными, то

k+1
Φ на основании следствия 3.1 также является

SV -конциркулярным. Следовательно, в силу (3.19) имеют место соотношения

3
St

ij

k+1
Φt = 0.
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Отсюда в силу (4.27) вытекает, что
3
Sα

βr+1

k+1
Φα = Γα

βr+1

k+1
Φα =

k+1
Φβ = 0, α, β = k + 1, . . . , r.

Следовательно,
k+1
Φ является линейной комбинацией

1
Φ, . . . ,

k
Φ, что противоречит нашему предпо-

ложению. Значит, данное пространство допускает ровно k � r − 1 линейно независимых концир-
кулярных полей основного типа. Этот факт показывает, что оценка, полученная в теореме 2.3
для dim Con(Ar

n), является точной. Данный пример особенно интересен тем,что, доказывает суще-
ствование полуримановых пространств, допускающих r−1 линейно независимых конциркулярных
полей основного типа, случае n = r, (т.е. для псевдоримановых многообразий) таких пространств
не существует [3].
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АННОТАЦИЯ. В данной работе рассматриваются пространства M римановых метрик на замкнутом мно-
гообразии M . В случае, если на многообразии M имеется симплектическая или контактная структуры,
то рассматриваются пространства AM ассоциированных метрик. Изучаются геометрические и топо-
логические вопросы этих пространств. Рассматриваются римановы функционалы на пространствах
метрик.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

В данной работе рассматриваются дифференциально-геометрические свойства пространства всех
гладких римановых метрик на компактном многообразии M без границы. Рассматриваются так-
же пространства ассоциированных метрик, т.е. метрик, согласованных с дополнительно заданной
симплектической или контактной структурой на многообразииM . Эти пространства являются бес-
конечномерными нелинейными многообразиями. Изучение бесконечномерных пространств, возни-
кающих в дифференциальной геометрии началось во второй половине прошлого века. Первыми
работами в этом направлении можно считать работы Иллса [91,92], в которых исследовались про-
странства Ck-отображений одного конечномерного многообразия M в другое—N и пространства
сечений гладкого расслоения E. Важными частными случаями таких пространств служат груп-
пы диффеоморфизмов гладких многообразий и пространства тензорных полей на многообразии. С
геометрической точки зрения наиболее интересными являются пространство M всех римановых
метрик на M и пространство A почти комплексных структур на M . Основополагающей рабо-
той, посвященной изучению пространства M римановых метрик на компактном многообразии M
является работа Д. Эбина [93].

Литература по различным аспектам пространств метрик обширна. Отметим значительный вклад
в развитие этой теории М. Берже [54, 56], Х. Омори [198, 199], А. Фишера, Дж. Марсдена и
А. Tромбы [106–115, 230, 231], Д. Блэра [57–63], Муто [186–190], Н. Коисо [161–163], Д. Фрида
и Д. Гроиссера [116]. Информация по данной тематике имеется в книге А. Бессе [5] и обзоре
Д. Блэра [63].

Несмотря на значительный объем, не все работы удалось отразить в достаточной степени. В
частности, совсем не рассмотрены группы диффеоморфизмов и пространства метрик в случае
некомпактного многообразия. Отметим только, что этому интересному направлению посвящены
работы [95–99, 124, 124, 178, 179]. Поскольку используемые методы существенно отличаются от
случая компактного многообразия, данная тема для открытых многообразий заслуживает отдель-
ного обзора.

1. РАЗЛОЖЕНИЕ БЕРЖЕ—ЭБИНА

Пусть (M, g)— гладкое (класса C∞) замкнутое ориентируемое риманово многообразие размер-
ности n с метрическим тензором g. Пусть E и F — гладкие векторные расслоения конечного ранга
над M , снабженные гладкими скалярными произведениями (·, ·)E и (·, ·)F на слоях. Символами
Γ(E) и Γ(F ) будем обозначать пространства всех гладких сечений расслоений E и F .
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Рассмотрим дифференциальный оператор D : Γ(E) → Γ(F ) порядка k. Для любого x ∈ M и
t ∈ T ∗xM символ σt(D) дифференциального оператора есть линейное отображение σt(D) : Ex →
Fx слоев расслоений E и F , определенное следующим образом. Пусть f —дифференцируемая
функция на M в окрестности точки x и такая, что f(x) = 0, df(x) = t, тогда для ξ ∈ Ex полагаем

σt(D)(ξ) =
1
k!
D(fkξ)(x).

Говорят, что дифференциальный оператор D имеет инъективный символ, если отображение
σt(D) : Ex → Fx инъективно для любого t �= 0.

Дифференциальный оператор D : Γ(E)→ Γ(F ) называется эллиптическим, если σt(D) : Ex →
Fx является изоморфизмом для любого t �= 0.

Дифференциальный оператор D∗ : Γ(F ) → Γ(E) называется (формально) сопряженным к D,
если для любого u ∈ Γ(E) и для любого v ∈ Γ(F ) имеет место равенство

∫

M

(Du, v)dμ =
∫

M

(u,D∗v)dμg, (1.1)

где μg = (det gij)1/2 dx1 ∧ · · · ∧ dxn —риманов элемент объема метрики g на M .
Как известно [19, § 4, гл. 4], для дифференциального оператора D порядка k всегда существует

единственный сопряженный оператор D∗, который также имеет порядок k и

σt(D∗) = (−1)kσt(D)∗,

где σt(D)∗— сопряженное отображение σt(D)∗ : Fx → Ex относительно скалярных произведений
в слоях Ex и Fx расслоений E и F .

Приведем два примера. Пусть ∇—ковариантная производная римановой связности метрики g.
В локальных координатах x1, . . . , xn на M пусть ∇i —ковариантная производная вдоль векторно-
го поля ∂/∂xi. Пусть TM —касательное расслоение, T ∗M —кокасательное расслоение и S2M —
расслоение симметричных 2-форм. Скалярное произведение в слоях этих расслоений определяет-
ся римановой структурой g на M . Рассмотрим соответствующие пространства сечений: Γ(TM)—
пространство всех гладких векторных полей на M , S2 = Γ(S2M)—пространство всех гладких
симметричных 2-форм на M . Эти пространства имеют естественные скалярные произведения,

(X,Y )g =
∫

M

g(X,Y )dμg, X, Y ∈ Γ(TM), (1.2)

(a, b)g =
∫

M

g(a, b)dμg =
∫

M

gikgjlaijbkldμg, a, b ∈ S2. (1.3)

Пример 1. Ковариантная дивергенция δga симметричной 2-формы a на M есть дифференциаль-
ный оператор 1-го порядка,

δg : S2 −→ Γ(TM), (δga)i = −∇ja
ij . (1.4)

Символ σt(δg) : S2,xM → TxM легко находится, σt(δg)(a) = −tjaij .

Пример 2. Дифференциальный оператор

αg : Γ(TM) −→ S2, αg(X) =
1
2
LXg, (1.5)

где LXg—производная Ли метрического тензора g вдоль векторного поля X на M , LXg = ∇iXj +
∇jXi. Символ σt(αg) : TxM → S2,xM имеет вид

σt(αg)(X) =
1
2
(t⊗X� +X� ⊗ t),

где X� — 1-форма, соответствующая вектору X относительно скалярного произведения g. Очевид-
но, что оператор αg имеет иньективный символ. Из теоремы Стокса сразу следует, что операторы
αg и δg сопряжены [5]: для любых X ∈ Γ(TM) и a ∈ S2,

(αg(X), a)g = (X, δga)g.
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Информацию о других дифференциальных операторах, используемых в геометрических иссле-
дованиях, можно найти в статье М. Берже и Д. Эбина [56], в книгах А. Бессе [4, доклад XVI]
и [5, гл. 1.I] и в книге Р. Пале [19, гл. IV, § 6].

В дальнейшем в качестве векторных расслоений E над M мы будем рассматривать расслоения
T p

q M тензоров типа (p, q). Тогда пространство сечений Γ(E) = Γ(T p
q )—это пространство всех

гладких тензорных полей типа (p, q) на M . Метрика g на M определяет скалярное произведение
на расслоениях T p

q M обычным образом. Тогда в пространстве Γ(E) тензорных полей типа (p, q)
определено скалярное произведение. Если T и U — тензорные поля типа (p, q), то

(T,U)g =
∫

M

g(x) (T (x), U(x)) dμg(x), (1.6)

где
g(x) (T (x), U(x)) = gi1k1 . . . giqkqgj1l1 . . . gjplp T

j1...jp

i1...iq
(x)U l1...lp

k1...kq
(x).

Скалярное произведение (1.6) определяет в пространстве Γ(E) достаточно слабую топологию
типа L2. Естественной топологией в пространстве Γ(E) гладких сечений является топология рав-
номерной сходимости всех производных. Определим сначала Ck-норму в пространстве Γ(E). Для
целого неотрицательного числа k и тензорного поля T типа (p, q) положим

|T |k =
k∑

i=0

sup
x∈M
‖∇(i)T (x)‖, (1.7)

где ∇(i) = ∇ ◦ · · · ◦ ∇— i-я степень ковариантной производной и ‖∇(i)T (x)‖ = (∇(i)T,∇(i)T )1/2
g —

норма тензора в точке x ∈M .
Обозначим через Ck(E) пополнение пространства Γ(E) относительно топологии, определенной

нормой |T |k. Банахово пространство Ck(E) состоит из тензорных полей класса Ck. Во многих
вопросах удобнее иметь гильбертовы пространства. С этой целью определим на пространстве Γ(E)
скалярные произведения, более сильные, чем (1.6). Пусть s—целое неотрицательное число и T и
U — тензорные поля типа (p, q). Положим

(T,U)g,s =
s∑

i=0

(∇(i)T,∇(i)U)g =
s∑

i=0

∫

M

g
(
∇(i)T,∇(i)U

)
dμg, (1.8)

где (∇(i)T,∇(i)U)g — скалярное произведение (1.6).
Обозначим через Hs(E) пополнение пространства Γ(E) относительно топологии, определенной

скалярным произведением (1.8). Пространство Hs(E) называется пространством тензорных полей
типа (p, q) соболевского класса гладкости Hs; это гильбертово пространство. Обозначим через
‖ · ‖s норму в этом пространстве. В частности, при s = 0 пространство H0(E) есть пополнение
пространства Γ(T p

q M) относительно скалярного произведения (1.6). Подробное изложение этих
конструкций содержится в гл. IX книги Р. Пале [19].

При l � s имеем, H l(E) ⊂ Hs(E) и это вложение непрерывно.
Очевидно, что Ck(E) ⊂ Hk(E). Противоположное включение устанавливает следующая терема

вложения Соболева (ее доказательство можно найти в гл. X книги Р. Пале [19]).

Теорема 1.1. Если s � n/2 + 1 + k, то Hs(E) ⊂ Ck(E) и отображение вложения Hs(E) →
Ck(E) вполне непрерывно.

Таким образом при s � n/2 + 1 + k, каждое тензорное поле T соболевского класса Hs можно
считать дифференцируемым класса Ck. Дальнейшие ограничения на s связаны именно с необхо-
димостью обеспечить соответствующий класс гладкости тензорным полям из пространства Hs(E).

В пространстве Γ(E) гладких тензорных полей типа (p, q) на M определим топологию семей-
ством норм {‖ · ‖s, s � 0}. Тогда Γ(E) является пространством Фреше. Можно показать, что
определенная таким образом топология на пространстве Γ(E) не зависит от выбора метрики g
на M .
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Теорема 1.2 (см. [203]). Пусть E и F векторные расслоения над M и f : E → F —C∞-
отображение, сохраняющее слои. Если s � n/2 + 1, то отображение φ : Hs(E) → Hs(F ),
определенное как φ(α) = f ◦ α, является отображением класса C∞.

Напомним, что векторные расслоения E и F —это тензорные расслоения над M . Поэтому глад-
кий диффеоморфизм η многообразия M определяет естественное (правое) действие η∗ на рассло-
ениях E и F . Пусть η∗ : Hs(E) → Hs(F )— соответствующее линейное отображение пространств
сечений.

Теорема 1.3 (Н. Коисо, [161]). Пусть E и F —векторные расслоения над M и r � 0—неко-
торое целое число. Пусть A ⊂ Hr(E) есть открытое множество и φ : A → Hr(F )—C∞-
отображение, коммутирующее с каждым η∗. Для s � r положим As = A ∩ Hs(E). Тогда
φ(As) ⊂ Hs(E) и отображение φ|As : As → Hs(F ) является C∞-отображением.

Вернемся опять к дифференциальным операторам. Хорошо известно, (см., например, [19]), что
дифференциальный оператор D : Γ(E)→ Γ(F ) порядка k продолжается единственным образом до
непрерывного линейного отображения

Ds : Hs(E)→ Hs−k(F ).

Имеет место следующий классический результат (см. [19, гл. XI]).

Теорема 1.4. Если дифференциальный оператор D : Γ(E)→ Γ(F ) эллиптический порядка k,
тогда справедливы утверждения:

1) если Dsu ∈ H l(E) при l > s− k, то u ∈ H l+k(E);
2) ядро KerDs оператора Ds является конечномерным замкнутым подпространством про-
странства Γ(E) гладких сечений;

3) имеет место следующее разложение в прямую сумму замкнутых ортогональных отно-
сительно скалярного произведения (1.6) подпространств:

Hs−k(F ) = ImDs ⊕KerD∗s−k; (1.9)

в гладком случае
Γ(F ) = ImD ⊕KerD∗. (1.10)

Ортогональное разложение типа (1.9) имеет место [56] и для дифференциальных операторов с
инъективным символом. Если дифференциальный оператор D : Γ(E) → Γ(F ) имеет инъективный
символ, то легко видеть, что оператор D∗D : Γ(E)→ Γ(E) является эллиптическим. Действитель-
но, символ оператора D∗D есть (−1)kσt(D)∗ ◦ σt(D), что является очевидно изоморфизмом для
любого t �= 0. Из равенства (u,DD∗u) = (D∗u,D∗u) следует, что

KerDD∗ = KerD∗, KerD∗D = KerD.

Нетрудно заметить также, что

Ds(Hs(E)) = DsD
∗
s+k(H

s+k(F )).

Ясно, что Ds(Hs(E)) ⊇ DsD
∗
s+k(H

s+k(F )). Обратно, если v = Dsu, u ∈ Hs(E), то из эллип-
тичности оператора D∗D и из u ∈ Hs(E), по теореме 1.4, следует, что u = D∗s+kDs(a) + b, где
a ∈ Hs+2k(E) и b ∈ KerD∗D = KerD. Поэтому v = Dsu = DsD

∗
s+kDs+2k(a).

Теорема 1.5 (M. Берже, Д. Эбин [56]). Если D : Γ(E) → Γ(F )—дифференциальный опера-
тор порядка k c инъективным символом, тогда для s − k � 0 имеет место разложение в
прямую сумму замкнутых ортогональных относительно скалярного произведения (1.6) под-
пространств

Hs−k(F ) = ImDs ⊕KerD∗s−k. (1.11)

Чтобы убедиться в справедливости разложения, достаточно показать только алгебраическое
разложение

Hs−k(F ) = ImDs ⊕KerD∗s−k.
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То, что это разложение будет и топологическим, следует из того, что KerD∗s−k — замкнуто в
Hs−k(F ), а Ds —непрерывен. Действительно, в этом случае отображение

D̃s : Hs(E)⊕KerD∗s−k → Hs−k(F ), D̃s(u, h) = Dsu+ h

является непрерывным сюръективным отображением банаховых пространств. Тогда из замкнуто-
сти Hs(E) в Hs(E)⊕KerD∗s−k следует, что D̃s(Hs(E)) = Ds(Hs(E)) замкнуто.

Очевидно, что пространства пересекаются только по нулю, KerD∗s−k ∩Ds(Hs(E)) = {0}. Дей-
ствительно, если D∗s−kDs(u) = 0, то (u,D∗s−kD

∗
su) = (Dsu,Dsu) = 0, следовательно, Dsu = 0.

Поскольку оператор D∗D эллиптический, то по теореме 1.4 имеем ортогональное разложение

Hs−2k(E) = D∗s−kDs(Hs(E))⊕KerDs−2k

с конечномерным ядром KerDs−2k. Оператор D∗s−k : Hs−k(F ) → Hs−2k(E) отображает простран-
ство Hs−k(F ) на D∗s−kDs(Hs(E)), причем D∗s−k : Ds(Hs(E) → D∗s−kDs(Hs(E))—изоморфизм.
Поэтому

Hs−k(F ) = (Ds−2kD
∗
s−k)

−1(Ds−2kD
∗
s−k)(H

s−k(F )) =

= (Ds−2kD
∗
s−k)

−1(Ds−2k(Hs−2k(E))) = (Ds−2kD
∗
s−k)

−1(Ds−2k(D∗s−k(Ds(Hs(E))))) =

= Ds(Hs(E)) + (Ds−2kD
∗
s−k)

−1(0) = Ds(Hs(E)) + KerD∗s−k.

Ортогональность суммы следует из (Dsu, v) = (u,D∗sv).

Следствие (см. [56]). Если D : Γ(E) → Γ(F )—дифференциальный оператор порядка k c
инъективным символом, тогда имеет место разложение в прямую сумму замкнутых ортого-
нальных относительно скалярного произведения (1.6) подпространств

Γ(F ) = ImD ⊕KerD∗. (1.12)

Замечание. Разложение (1.11) и аналогичное разложение (1.12) в гладком случае, обычно назы-
ваются разложениями Берже—Эбина. Из разложений теорем 1.4 и 1.5 следует, что если оператор
D∗ инъективен и имеет инъективный символ, то оператор D сюръективен.

В случае, когда дифференциальный оператор D : Γ(E)→ Γ(F ) имеет сюръективный символ, то
имеет место следующий результат.

Теорема 1.6 (см. [74]). Если дифференциальный оператор D имеет сюръективный и не инъ-
ективный символ, то его ядро KerD бесконечномерно.

Пример 3. Пусть αg(X) = 1
2LXg—рассмотренный ранее дифференциальный оператор и δg —

его сопряженный, (δga)i = −∇ja
ij . Как мы уже отмечали, оператор αg имеет инъективный символ

σt(αg)(X) =
1
2
(t⊗X� +X� ⊗ t),

а оператор δg — сюръективный и неинъективный символ σt(δg)(a) = −tjaij . Поэтому по теореме 1.5
имеет место разложение Берже—Эбина

S2 = S0
2 ⊕ αg(Γ(TM)), (1.13)

где S0
2 = Ker δg = {a ∈ S2; δga = 0}—пространство бездивергентных симметричных 2-форм.

Соответственно каждая 2-форма a ∈ S2 однозначно представляется в виде

a = a0 + LXg, (1.14)

где δga0 = 0. Компоненты a0 и LXg ортогональны и определены единственным образом. Векторное
поле X определено с точностью до киллингова векторного поля (т.е. такого, что LXg = 0). В
случае конечного класса гладкости получаем разложение гильбертова пространства Ss

2 = Hs(S2M)
симметричных 2-форм класса Hs, s > n

2 + 1:

Ss
2 = Ss,0

2 ⊕ αg(Γs+1(TM)), (1.15)
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По теореме 1.5 ядро S0
2 оператора δg является бесконечномерным. Оператор δgαg является эллип-

тическим. В работах [109, 172] показано, что

δg(LXg) = ΔX + (dδg(X))� − 2 Ric(g) ·X,
где знак 	 обозначает операцию поднятия или опускания индекса, ΔX = ((dδ + δd)X�)� есть
оператор Лапласа—ДеРама на векторных полях. Оператор Δ имеет выражение

ΔX = −gik∇j∇kX
i + Rici

k X
k.

2. ILH-МНОГООБРАЗИЯ

Пусть D— группа гладких диффеоморфизмов замкнутого риманова многообразия (M, g). Эта
группа естественным образом действует на пространстве тензорных полей и, в частности, на
пространстве римановых метрик. Поэтому рассмотрим подробнее некоторые вопросы, связанные с
определением D как группы Ли—Фреше.

Поскольку векторные поля порождают однопараметрические группы диффеоморфизмов, то есте-
ственно считать алгеброй Ли группы D алгебру Γ(TM) гладких векторных полей на M со скобкой
Ли векторных полей в качестве операции. Пусть ηt(X)—однопараметрическая группа диффеомор-
физмов, порожденная векторным полем X на M . Тогда групповое экспоненциальное отображение
определено формулой

η : Γ(TM) −→ D, X �→ η1(X). (2.1)

К сожалению, данное экспоненциальное отображение не является локальным гомеоморфизмом
[20,198]. Имеются сколь угодно близкие к единичному диффеоморфизмы, не лежащие ни в какой
однопараметрической подгруппе, в то время как другие лежат во многих однопараметрических
подгруппах. В работах [20, 136, 181, 198] это показано в случае простейшего многообразия, когда
M —это единичная окружность S1. Таким образом,
отображение η : Γ(TM)→ D не является ни локально взаимно однозначным на свой образ,

ни локально сюрьективным.
Несмотря на указанные проблемы, в работе Лесли [170] показано, что группа D является бес-

конечномерной группой Ли—Фреше. Как многообразие, группа D моделируется на пространстве
Γ(TM) гладких векторных полей наM . Координатные карты на D строятся следующим естествен-
ным способом. Пусть U —открытое множество в Γ(TM), состоящее из векторных полей на M ,
достаточно малых относительно C1-нормы. Карта на D в окрестности единицы e ∈ D задаётся
отображением

ξ : U → D, ξ(X)(x) = expxX(x), (2.2)

где X ∈ U , x ∈ M и expx : TxM → M —риманово экспоненциальное отображение. В окрестности
любого другого элемента η ∈ D координатная карта задаётся аналогично,

ξ : U → D, ξ(X)(x) = expη(x)X(η(x)).

где X ∈ U , x ∈M и expη(x) : Tη(x)M →M .
Использование данных карт для определения дифференцируемой структуры на D сталкивает-

ся с некоторыми трудностями. Дело в том, что в качестве моделирующего пространства берётся
пространство Фреше Γ(TM) всех гладких векторных полей на M . Как известно, [2, 3, 136], су-
ществует много способов выбора метода дифференцирования в пространстве Фреше. Даже если
выбрать какой-либо способ дифференцирования, как это сделано в работе [170], проблемы оста-
ются, т.к. для пространств Фреше основные теоремы дифференциального исчисления, такие, как
теорема об обратной функции, теорема об неявной функции, теорема Фробениуса не верны при
любом способе дифференцирования.

Омори Х. [198,199] предложил определить группу D как ILH (Inverse Limit Hilbert)-группу Ли.
Группа D рассматривается вместе с системой гильбертовых многообразий Ds, каждое из которых
является топологической группой, причём D =

⋂

s
Ds с топологией обратного предела (напомним,

что топология обратного предела есть слабейшая из топологий, в которых отображения вложения
fs : D → Ds непрерывны). Для гильбертовых многообразий основные теоремы дифференциального
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исчисления верны. Результаты устанавливаются для Ds и затем переносятся на группу Ли—Фреше
D. Приведём основные положения подхода Омори.

Определение 2.1. Топологическое векторное пространство E называется ILH-пространством,
если E есть обратный предел гильбертовых пространств {Es}, занумерованных натуральными
числами s � d � 0, причем Es+1 линейно и плотно вложено в Es.

Будем обозначать E = lim←−E
s =

⋂

s�d

Es.

Определение 2.2. Топологическое пространство X называется Ck-ILH-многообразием, модели-
руемым на E, если
(a) X есть обратный предел Ck-гладких гильбертовых многообразий {Xs}, моделируемых на
{Es}, причем если l � s, то Xl ⊂ Xs;

(b) для любой точки x ∈ X существуют открытые окрестности Us(x) точки x в Xs и гомео-
морфизмы ψs окрестностей Us(x) на открытые подмножества Vs(x) ⊂ Es, которые задают
Ck-координаты на каждом Xs в окрестности точки x, такие, что Ul(x) ⊂ Us(x) при l � s и
ψs+1(y) = ψs(y) для любой точки y ∈ Us+1(x).

Пространство X называется сильным Ck-ILH-многообразием, если дополнительно к свойствам
(a) и (b) выполняется свойство
(c) обратный предел lim←−Us(x) есть открытая окрестность точки x в X.

Пусть X —Ck-ILH-многообразие k � 1. Касательное расслоение TX к X определяется как
обратный предел касательных расслоений TXs.

Определение 2.3. Пусть X,Y —Ck-ILH-многообразия. Отображение ϕ : X −→ Y называет-
ся Ck-ILH-дифференцируемым, если ϕ есть обратный предел Ck-дифференцируемых отображе-
ний гильбертовых многообразий Xl и Ys, т.е. если для любого s существует число l(s) и Ck-
дифференцируемое отображение ϕs : Xl(s) −→ Ys, такое, что ϕs(x) = ϕs+1(x), ∀x ∈ Xl(s+1) и
ϕ = lim← ϕs.

C∞-гладкие ILH-многообразия будем называть просто ILH-многообразиями.

Определение 2.4. Если X есть Ck-ILH-многообразие для любого k � 0, то X будем называть
ILH-многообразием. Если отображение ϕ : X −→ Y Ck-ILH-дифференцируемо для любого k � 0,
то ϕ будем называть ILH-дифференцируемым, или ILH-гладким.

Обычными примерами ILH-многообразий являются пространства сечений гладких конечномер-
ных расслоений π : E →M над M .

Теорема 2.1 (см. [203]). Пусть π : E → M — гладкое конечномерное расслоение над M . То-
гда пространство Hs(E) сечений класса Hs, s > n/2 имеет структуру гильбертова много-
образия класса C∞. Касательное пространство TϕH

s(E) к Hs(E) в точке ϕ ∈ Hs(E) можно
охарактеризовать следующим образом:

TϕH
s(E) = {ξ ∈ Hs(M,TE); ξ(x) ∈ Vϕ(x) = Ker dϕ(x)π}.

Топологическая группа называется ILH-группой Ли, если она является C∞-ILH-многообразием
и групповые операции C∞-ILH-гладкие. Точнее:

Определение 2.5 (см. [199]). Топологическая группа G называется сильной ILH-группой Ли,
моделируемой на цепи {E, Es, s � d � 0}, если существует система {Gs, s � d � 0} топологиче-
ских групп Gs, которая для любого s � d удовлетворяет следующим условиям:
(G1) Группа Gs есть гладкое гильбертово многообразие, моделируемое на Es.
(G2) Gs+1 есть плотная подгруппа в Gs и вложение Gs+1 ⊂ Gs является класса C∞.
(G3) G = ∩Gs с топологией обратного предела и со структурой группы как обратного предела

групповых структур на Gs.
(G4) Групповое умножение G ×G → G, (g, h) → gh, можно продолжить до отображения Gs+l ×

Gs → Gs класса C l.
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(G5) Отображение G→ G, g → g−1, можно продолжить до отображения Gs+l → Gs класса C l.
(G6) Для каждого g ∈ Gs правый сдвиг Rg : Gs → Gs является класса C∞.
(G7) Пусть Gs —касательное пространство к Gs в единице e ∈ Gs и TGs —касательное рассло-

ение. Отображение dR : Gs+l × Gs → TGs определённое формулой dR(u, g) = dRgu есть
класса C l.

(G8) Существует открытая окрестность U нуля в Gd и C∞-диффеоморфизм U на открытую
окрестность Ũ единицы e ∈ Gd, ξ(0) = e, такой, что ограничение ξ на U ∩ Gs есть C∞-
диффеоморфизм открытого подмножества U ∩Gs из Gs на открытое подмножество Ũ ∩Gs из
Gs для любого s � d.

Замечание. Условие (G8) означает, грубо говоря, что координатная окрестность единицы в
каждой группе Gs можно выбрать не зависящую от s. Тогда, полагая G = ∩Gs с топологией
обратного предела, мы видим, что ξ : U ∩ G → Ũ ∩ G есть гомеоморфизм и он задаёт на G
структуру группы Ли-Фреше.

Пара (U, ξ) в условии (G8) называется ILH-координатами на G в окрестности единицы.

Определение 2.6. Топологическая группа G называется ILH-группой Ли, если существует си-
стема {Gs, s � d � 0}, удовлетворяющая условиям (G1)–(G7).

В работах [198,199] Х. Омори показал, что группа D гладких диффеоморфизмов многообразияM
является сильной ILH-группой Ли. Д. Эбин и Дж. Марсден в работе [94] показали, что следующие
группы являются ILH-группами Ли:

1) Группа Dμ гладких диффеоморфизмов, оставляющих инвариантным элемент объёма μ на
многообразии M .

2) Группа Dω гладких диффеоморфизмов, оставляющих инвариантной симплектическую струк-
туру ω на M .

Х. Омори показал [199], что группы Dμ и Dω являются сильными ILH-подгруппами Ли группы
D. Рассмотрим более подробно некоторые из групп диффеоморфизмов.

2.1. Группа диффеоморфизмов D. Группа D гладких диффеоморфизмов компактного многооб-
разия M является [198, 199] сильной ILH-группой Ли, моделируемой на {Γ(TM),Γs(TM); s �
dimM + 5}. Напомним, что Γ(TM)—это пространство Фреше гладких векторных полей и
Γs(TM)— гильбертово пространство векторных полей соболевского класса гладкости Hs, s ∈ Z,
s � dimM + 5.

Множество C1D, состоящее из C1-диффеоморфизмов многообразия M открыто в пространстве
C1(M,M) всех отображений класса C1 многообразия M в себя и является очевидно топологи-
ческой группой. Для s � n

2 + 1 положим Ds = Hs(M,M) ∩ C1D, где Hs(M,M) – гильбертово
многообразие всех отображений M в себя соболевского класса Hs. Структура гладкого гильбер-
това многообразия на пространстве Hs(M,M) определяется обычным образом (см. напр. [1,94]).

Множество Ds ⊂ Hs(M,M) открыто и является топологической группой. Топологическая группа
D вместе с системой {Ds; s � n+ 5} удовлетворяет [199] свойствам (G1)-(G8) и поэтому является
сильной ILH-группой Ли. Координатное отображение в окрестности единицы e ∈ Ds определяется
формулой (2.2).

ξ : U s → Ds, ξ(X)(x) = expxX(x),
где U s —окрестность нуля в пространстве Γs(TM), X ∈ U , x ∈M и expx : TxM →M —риманово
экспоненциальное отображение. Таким образом, касательное пространство TeDs в единице e ∈ Ds

состоит из всех Hs-векторных полей на M , TeDs = Γs(TM). Касательное пространство TηDs к Ds

в точке η ∈ Ds есть множество всех отображений X : M → TM класса Hs и таких, что π ◦X есть
диффеоморфизм η,

TηDs = {X : M → TM ; X класса Hs, π ◦X = η}. (2.3)

Для любого η ∈ Ds правый сдвиг Rη : Ds → Ds будет отображением класса C∞ и если η ∈ Ds+l,
то левый сдвиг Lη : Ds → Ds —класса C l. При этом для дифференциалов dRη и dLη имеем:

dRη : X → X ◦ η, dLη : X → dη ◦X, (2.4)
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где dη—дифференциал диффеоморфизма η : M → M . Правый сдвиг— гладкое отображение, по-
этому можно говорить о правоинвариантных векторных полях на Ds . Левоинвариантные поля
не могут быть определены на Ds, т.к. левый сдвиг Lη при η ∈ Ds недифференцируем. Правоин-
вариантное векторное поле в общем случае оказывается только непрерывным. В соответствии со
свойством (G7) отображение dR : TeDs+l×Ds → TDs, определённое формулой dR(X, η) = dRη(X)
будет класса C l. Поэтому, если X ∈ Γs+l(TM) = TeDs+l, то правоинвариантное векторное поле

X̃ : Ds → TDs, X̃(η) = X ◦ η, η ∈ Ds (2.5)

является класса C l, l � 0.
Пусть X,Y ∈ Γs+l(TM)—векторные поля класса Hs+l на M , l � 1, и X̃, Ỹ — соответствующие

им правоинвариантные векторные поля на Ds. Тогда легко видеть из (2.5), что скобка Ли [X̃, Ỹ ]
будет правоинвариантным векторным полем на Ds, порождённым векторным полем на M , равным
скобке Ли [X,Y ] полей X,Y на M , т.е.

[X̃, Ỹ ](η) = dRη([X,Y ]).

Из свойств G4 и G5 следует, что на группе D композиция и операция взятия обратного являются
ILH-гладкими и в этом смысле D есть ILH-группа Ли с алгеброй Ли TeD = Γ(TM) гладких
векторных полей на M . При этом, скобка Ли в TeD (скобка правоинвариантных векторных полей
на D) совпадает со скобкой Ли в пространстве Γ(TM) гладких векторных полей наM . Касательное
расслоение TD состоит из всех гладких отображений X : M → TM , таких, что композиция
π ◦X есть диффеоморфизм многообразия M . Проекция π : TD → D касательного расслоения TD
действует следующим образом: π(X) = π ◦X, где π—проекция касательного расслоения TM .

Риманова структура g на M определяет слабую риманову структуру на Ds формулой: для
Xη, Yη ∈ TηDs,

(Xη, Yη)η =
∫

M

gη(x) (Xη(x), Yη(x))η(x) dμg(x), (2.6)

где dμ—риманов элемент объёма на M . Поскольку Xη, Yη ∈ TηDs, то π ◦ X = η и π ◦ Y = η.
Поэтому для любого x ∈ M векторы Xη(x) и Yη(x) лежат в касательном пространстве Tη(x)M и
скалярное произведение (2.6) определено корректно.

Замечание. Термин "слабая"риманова структура объясняется тем, что скалярное произведение
(2.6) определяет в каждом касательном пространстве TηD более слабую топологию, чем имеющая-
ся. Именно, (2.6) определяет L2-топологию против имеющейся C∞-топологии. Эбин и Марсден [94]
показали, что для данной слабой римановой структуры (2.6) на D существует риманова связность,
экспоненциальное отображение которой ξ : TDs → Ds определено соотношением ξ(X) = exp ◦X,
где exp : TM →M —экспоненциальное отображение римановой связности ∇ на M .

Ковариантная производная ∇ слабой римановой структуры (2.6) однозначно характеризуется
следующим свойством: если X̃, Ỹ — гладкие правоинвариантные векторные поля на Ds, то

(∇
X̃
Ỹ )η = dRη

(
∇

X̃(e)
Ỹ (e)

)
, (2.7)

где X̃(e), Ỹ (e) ∈ TeDs = Γs(TM) рассматриваются как векторные поля на M , ∇ – ковариантная
производная римановой связности на M [94].

В работах [22, 23] показано, что группа D является подходящим конфигурационным простран-
ством для гидромеханики идеальной баротропной жидкости.

2.2. Группа симплектических диффеоморфизмов. Пусть (M,ω)— симплектическое многооб-
разие, т.е. ориентируемое чётномерное многообразие с заданной на нём замкнутой невырожден-
ной кососимметрической 2-формой ω. Если dimM = 2m, то ωm нигде на M не обращается в
нуль и является поэтому элементом объёма на M . Форма ω определяет изоморфизм расслоений
i : TM → T ∗M , i(V ) = −iV ω = ω(., V ).

Преобразование η : M → M называется симплектическим, если оно сохраняет симплекти-
ческую форму ω, т.е. если η∗ω = ω, где η∗—кодифференциал диффеоморфизма η. Пусть Dω –
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группа всех гладких симплектических диффеоморфизмов многообразия M . Эбин и Марсден [94]
показали, что группа Dω является ILH-группой Ли. Омори доказал [199], что Dω есть замкнутая
сильная ILH-подгруппа Ли группы D.

Алгебра Ли группы Dω состоит из всех векторных полей инфинитизимально сохраняющих фор-
му ω, т.е. из таких векторных полей X наM , что LXω = 0, где LX = iX◦d+d◦iX —производная Ли.
Такие векторные поля называются локально гамильтоновыми. Их определяющее свойство состоит
в том, что форма iXω = ω(X, .)— замкнута. Действительно, LXw = iX(dω)+d(iXω) = d(iXω) = 0.

Векторное поле X на M называется гамильтоновым, если форма −iXω точная, т.е. является
дифференциалом некоторой функции F на M , ω(·, X) = dF . Функция F называется гамильто-
нианом поля X и в этом случае векторное поле X обозначается XF . Множество гамильтоновых
векторных полей на M образует алгебру Ли относительно скобки Ли векторных полей, при этом,

[XF , XH ] = X{F,H},

где {F,H} = ω(XF , XH)— скобка Пуассона функций F и H на симплектическом многообразии
M . Пусть H—алгебра гладких гамильтоновых векторных полей на M . Омори показал [199],
что существует сильная ILH-подгруппа G группы Dω алгебра Ли которой есть H. Аналогичный
результат получен в работе [212]. Группу G будем называть группой точных гамильтоновых
преобразований многообразия M .

3. ПРОСТРАНСТВО РИМАНОВЫХ МЕТРИК

3.1. ILH-многообразиеM. ПустьM—пространство всех гладких римановых структур на мно-
гообразииM . ПространствоM является открытым выпуклым положительным конусом в простран-
стве Фреше S2 всех гладких симметричных 2-форм на M . Поэтому M является многообразием
Фреше и для любого g ∈ M, касательное пространство TgM естественно отождествляется с
пространством S2.

Определим пространство M как ILH-многообразие. Пусть Ss
2 = Hs(S2M)— гильбертово про-

странство симметричных 2-форм класса Hs, s > n
2 . Обозначим C0M—пространство непрерывных

римановых метрик. Для s > n
2 пустьMs = Hs(S2M)∩C0M. Поскольку Hs ⊆ C0(S2(M)) и вложе-

ние непрерывно, тоMs открыто в Ss
2 = Hs(S2M) и является открытым выпуклым положительным

конусом. В частности, пространствоMs является гладким гильбертовым многообразием. Система
{M,Ms} образует сильное ILH-многообразие.

Группа диффеоморфизмов D естественным образом действует справа на пространстве метрик
M,

A :M×D −→M, A(g, η) = η∗g,
η∗g(x)(X,Y ) = g(η(x)) (dη(X), dη(Y )) ,

(3.1)

для любых векторных полей X,Y на M и любого x ∈M .
В работе [198] (лемма 2.5) показано, что действие (3.1) является ILH-гладким. В частности,

оно продолжается до непрерывного отображения отображением гильбертовых многообразий A :
Ms × Ds+1 → Ms, A(g, η) = η∗g. При фиксированном η ∈ Ds+1 отображение Aη : Ms →
Ms, A(g, η) = η∗g продолжается на пространство Ss

2 как линейное непрерывное отображение. С
другой стороны, если мы зафиксируем гладкую метрику g ∈M то отображение

Ag : Ds+1 −→Ms, Ag(η) = η∗g (3.2)

является [93] гладким отображением гильбертовых многообразий. Образом отображения Ag явля-
ется орбита Os

g метрики g под действием группы диффеоморфизмов. Дифференциал отображения
Ag выражается через производную Ли LXg метрического тензора. Пусть ηt ∈ Ds+1 —однопарамет-
рическая группа диффеоморфизмов с полем скоростей X ∈ Γs+1(TM). Тогда, dAe(X) = (η∗t g)

′
t=0 =

LXg. Таким образом, касательное пространство к орбите TgO
s
g состоит из симметричных 2-форм

h вида h = LXg, где X ∈ Γs+1(TM). В работе [93] показано, что орбита является гладким
подмногообразием.
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3.2. Разложение пространстваM. Пусть V ⊂ Γ(ΛnM)—пространство гладких элементов объ-
ема на M , т.е. пространство гладких невырожденных n-форм на M , задающих ориентацию, совпа-
дающую с исходной ориентацией на M . Если зафиксирован элемент объема μ0 ∈ V, то простран-
ство V может быть отождествлено с пространством F+ положительных функций на M : для μ ∈ V
существует единственная положительная функция ρ(x), такая, что μ = ρμ0. Поэтому касательное
пространство TμV к V в точке μ отождествляется с пространством функций F . Отметим также,
что пространство V очевидным образом является ILH-многообразием. Определена естественная
проекция

vol :M−→ V, g −→ μg (3.3)

которая каждой метрике g ∈ M ставит в соответствие риманов элемент объема μg =
(det gij)

1/2 dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Слоем расслоения vol над μ ∈ V является пространство Mμ метрик
с одним и тем же элементом объема μ. Из теоремы 1.2 следует, что отображение vol : Ms → Vs

является гладким. Дифференциал dg vol : TgMs → TμgVs отображения vol :Ms → Vs имеет вид

dg vol : Ss
2 → Hs(M,R), dg vol(h) =

1
2

trH, (3.4)

где H = g−1h = gijhjk —эндоморфизм, соответствующий симметричной 2-форме h отностительно
метрики g и tr— след эндоморфизма.

Непосредственными вычислениями проверяется, что отображение vol : M → V эквивариантно
относительно действия группы D0 диффеоморфизмов, сохраняющих ориентациюM . А именно, для
любого η ∈ D0 и любой метрики g ∈M имеет место равенство

μη∗g = η∗(μg). (3.5)

Расслоение vol :M−→ V тривиально, фиксация элемента объема μ ∈ V определяет разложение
M в прямое произведение:

ιμ : V ×Mμ −→M, (ν, h)→
(
ν

μ

)2/n

h, (3.6)

ϕμ :M−→ V ×Mμ, g →
(

μg,

(
μ

μg

)2/n

g

)

, (3.7)

где положительная функция ρ = ν
μ определяется равенством ν = ρμ. Метрика g ∈ M определяет

сечение

sμ : V −→M, ν →
(
ν

μ

)2/n

g. (3.8)

Приведенные конструкции верны и в случае конечного класса гладкости.

3.3. Слабая риманова структура на M. Многообразие M обладает канонической слабой ри-
мановой структурой. Именно, если a, b ∈ TgM = S2 —две гладкие симметричные 2-формы на
M , представляющие элементы касательного пространства TgM, то их скалярное произведение
определяется формулой

(a, b)g =
∫

M

g(a, b)dμg =
∫

M

gikgjlaijbkldμg =
∫

M

tr(g−1ag−1b)dμg. (3.9)

Данная структура наM называется "слабой римановой" [93] потому, что скалярное произведение
в касательном пространстве TgM = S2 определяет топологию более слабую, чем имеющаяся C∞-
топология в пространстве S2. Мы видим, что данная структура существенно зависит от g ∈ M.
Подробное исследование многообразия M с канонической римановой структурой (3.9) проведено
в работе Д.Эбина [93].

Разложение Берже-Эбина
Tg(M) = S2 = αg(Γ(TM))⊕ S0

2
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определяет два распределения на M ортогональные относительно канонической слабой рима-
новой структуры (3.9). Первое распределение называется вертикальным и состоит из подпро-
странств αg(Γ(TM)) касательных к орбите Dg. Второе, горизонтальное, распределение S0

2 = {h ∈
S2; δg(h) = 0} ортогонально слоям проекции M → M/D. Вопрос о горизонтальных векторных
полях частично решается следующей теоремой [174] (см. также [206] для случая общей канони-
ческой структуры (3.19)).

Теорема 3.1. Горизонтальное векторное поле наM, выражение которого содержит произ-
водные метрики g порядка не выше двух может быть представлено в виде:

g → c0g +
[n/2]∑

k=1

ck

(
Rick

g −
1
2k

Scalkg ·g
)
, (3.10)

где Rick
g ∈ S2 —обобщенная кривизна Риччи,

(Rick
g)ij = δi1...i2k

jj2...j2k
Ri1i2i

j2Ri3i4
j3j4 . . . Ri2k−1i2k

j2k−1j2k , 1 � k � [n/2],

Scalkg = trg(Rick
g)—обобщенная скалярная кривизна и cl —константы.

Доказательство основано на обобщенном тождестве Бьянки [174]:

δg Rick
g = − 1

2k
d Scalkg .

Очевидно, что слабая риманова структура (3.9) определена на каждом гильбертовом многооб-
разии Ms при s > n/2. Гладкая зависимость этой структуры от g ∈ Ms по существу вытекает
из теоремы 1.2. Достаточно показать, что при фиксированных 2-формах a, b ∈ Ss

2 отображение
Ms → R, g → (a, b)g является гладким. Оно является композицией нескольких отображений. Во-
первых, отображение vol :Ms → Vs, g → μg является гладким. Аналогично, по теореме 1.2 при
фиксированных a, b ∈ Ss

2 отображение Ms → Hs(M,R), g → g(a, b)(x) = tr(g−1ag−1b)(x) явля-
ется гладким. Теперь нужно применить интегрирование

∫
M g(a, b)μg, которое является линейной

непрерывной операцией
∫

: Γ(ΛnM)→ R.
Одним из наиболее важных свойств слабой римановой структуры (3.9) является ее инвариант-

ность относительно действие группы диффеоморфизмов D. Действительно, в локальных коорди-
натах на M действие группы D выражается матричной формулой (η∗g)(x) = (dηx)t · g(η(x)) · dηx.
Тогда для подынтегрального выражения в (3.9) имеем,

(η∗g)(η∗(a), η∗(b))xdμη∗g = tr((η∗g)−1 · η∗(a) · (η∗g)−1 · η∗(b))dμη∗g =

= tr
((

(dηx)t · g · dηx

)−1 · ((dηx)t · a · dηx

) · ((dηx)t · g · dηx

)−1 · ((dηx)t · b · dηx

))
η∗(dμg) =

= tr
(
(dηx)−1 · g−1(η(x)) · a(η(x)) · g−1(η(x)) · b(η(x)) · dηx

)
η∗(dμg) =

= tr(g−1(η(x)) · a(η(x)) · g−1(η(x)) · b(η(x)))η∗(dμg) = g(a, b)η(x)η
∗(dμg) = η∗(g(a, b)xdμg).

Теперь, используя полученное выражение и формулу замены переменной в интеграле, получаем

(η∗(a), η∗(b))η∗g =
∫

M

η∗(g(a, b)xdμg) =
∫

M

g(a, b)dμg = (a, b)g.

Как известно [10], если на гильбертовом многообразии задана гладкая риманова структура, то
ей соответствует риманова связность. Ковариантная производная находится по известной шести-
членной формуле [7]. В нашем случае слабой римановой структуры на многообразииMs существо-
вание римановой связности не вытекает из общей теории. Однако можно попытаться применить
шестичленную формулу для нахождения ковариантной производной. Пусть a, b, c ∈ Ss

2 —постоян-
ные (параллельные в Ss

2) векторные поля наMs. Тогда их скобки Ли равны нулю и шестичленная
формула принимает вид:

(∇ab, c)g =
1
2
(a(b, c)g + b(c, a)g − c(a, b)g). (3.11)
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Из (3.11) пока следует, что ∇ab определена единственным образом как элемент пространства
H0(S2(M)). Дальнейшие вычисления показывают, что на самом деле ∇ab ∈ Ss

2.
Пусть A = g−1a, B = g−1b и C = g−1c—эндоморфизмы, соответствующие 2-формам a, b, c ∈ Ss

2.
Тогда из (3.9) следует

(a, b)g =
∫

M

trAB dμg. (3.12)

Пусть gt = g + tc—кривая наMs, выходящая в направлении c ∈ Ss
2. Тогда,

dcA = (g−1
t a)

′
t=0 = −g−1cg−1a = −CA и dcμg =

1
2

trC μg.

Применяя последние формулы, легко находим выражение ковариантной производной ∇ab в точке
g ∈Ms:

∇ab = −1
2
(aB + bA) +

1
4

(tr(A)b+ tr(B)a− tr(AB)) g, (3.13)

где aB = aikb
k
j .

Таким образом, ковариантная производная ∇ab принадлежит пространству ∇ab ∈ Ss
2 и она

гладко зависит от метрики g ∈ Ms. Следовательно, слабая риманова структура (3.9) определяет
гладкую риманову связность ∇ на гильбертовом многообразии g ∈ Ms. Согласно общей теории
определено экспоненциальное отображение Exp : TgMs = Ss

2 →Ms.
Геометрия пространстваMs изучалась в работе [116], см. также работу [124], которая посвящена

пространству метрик в случае некомпактного многообразия M . Иные слабые римановы структуры
наM рассмотрены в работе автора [29].

Геодезические наM найдены в работах [116,124]. В следующей теореме используется разложе-
ниеM = V ×Mμ.

Теорема 3.2 (см. [116]). 1) Геодезические, выходящие из точки (μ, g) ∈ V ×Mμ в направ-
лении (β, b) ∈ Γ(ΛnM)× ST

2 имеют вид:

gt =
(
q(t)2 + r2t2

)2/n
g exp

(
1
r

arctan
(
rt

q

)
B

)
, (3.14)

где ST
2 —пространство бесследовых симметричных 2-форм на M , B = g−1b, exp—опе-

раторная экспонента, q(t) = 1 + 1
2

β
μ t, r = 1

4

√
n tr(B2), если r = 0, то экспоненту нужно

заменить единицей. Изменение элемента объема определяется формулой

μ(gt) =
(
q(t)2 + r2t2

)
μ.

2) Тензор кривизны имеет вид:

R(a, b)c = −1
4
g [[A,B], C]− 1

16
tr(C) (tr(A)b− tr(B)a) +

n

16
(
tr(AC)bT − tr(BC)aT

)
, (3.15)

где [A,B] = AB −BA и aT = a− 1
n tr(A)g—бесследовая часть тензора a.

Замечание. Утверждения теоремы верны и для пространства Ms римановых метрик на M
соболевского класса гладкости Hs, s > n

2 + 2.

3.4. Естественные слабые римановы структуры на пространстве метрикM. В данном раз-
деле мы рассмотрим ряд других естественных слабых римановых структур на M и получим для
них формулы ковариантной производной, тензора кривизны, секционных кривизн и геодезических.
Все результаты справедливы как для пространстваM, так и дляMs при s > n/2+1. Доказатель-
ства и вычисления можно найти в работах [29,224].

3.4.1. Плоская структура. Плоская структура наM определяется формулой

(a, b)0 =
∫

M

tr(g−1
0 ag−1

0 b)dμ0, (3.16)

где g0 —фиксированная риманова метрика наM и dμ0 = dμ(g0)—риманов элемент объема.
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3.4.2. Конформно плоская структура. Конформно плоская структура наM:

〈a, b〉g =
∫

M

tr(g−1
0 ag−1

0 b)dμ(g), (3.17)

где a, b ∈ S2, g0 —фиксированная метрика на M. В отличие от предыдущего случая, элемент
объема μ(g) зависит от g ∈ M. Он отличается от μ(g0) на гладкую положительную функцию:
μ(g) = ρ(g)μ(g0). Функцию ρ(g) будем называть плотностью римановой метрики g относительно
g0.

3.4.3. Однородная структура.

(a, b)g =
∫

M

tr(AB)dμ(g0). (3.18)

где a, b ∈ TgM, g0 —фиксированная метрика на M , A = g−1a.
Слабая риманова структура (3.18) имеет следующие геометрические характеристики:

1) ковариантная производная

∇ab = dab− 1
2

(aB + bA) ;

2) тензор кривизны

R(a, b)c = −1
4
g[[A,B], C];

3) секционная кривизна Kσ в направлении площадки σ, заданной ортонормированной парой
a, b ∈ TgM:

Kσ =
1
4

∫

M

tr
(
[A,B]2

)
dμ(g0);

4) геодезические, выходящие из точки g ∈M в направлении a ∈ TgM имеют вид

gt = g etA.

Замечание 1. ПодмногообразиеMμ метрик g с одним и тем же элементом объема μ и подмного-
образие Pg метрик, поточечно конформно эквивалентных g ∈M являются вполне геодезическими
вM относительно слабой римановой структуры (3.18).

Замечание 2. Точно такие же данные получаются и для более общей слабой римановой струк-
туры

(a, b)g,α =
∫

M

tr(AB)dμ(g0) + α

∫

M

tr(A) tr(B)dμ(g0), α � −1.

Замечание 3. Слабая риманова структура (3.18) имеет простые формулы для ковариантной про-
изводной, кривизны и геодезических. ПодмногообразияMμ и Pg являются вполне геодезическими
вM. Недостатком структуры (3.18) является ее неинвариантность относительно действия группы
диффеоморфизмов D многообразия M .

3.4.4. Общая каноническая структура. Рассмотрим слабую риманову структуру, более общую,
чем каноническая,

(a, b)α
g =

∫

M

tr(AB)dμ(g) + α

∫

M

tr(A) tr(B)dμ(g). (3.19)

Она положительно определена при α � −1, невырождена если α �= −1. При α = 0—это канониче-
ская метрика Если α �= −1, то (3.19) называется метрикой Де Витта, ей посвящена работа [206].
Если α = −1, то метрика Де Витта возникает при гамильтоновом описании общей теории относи-
тельности [86]. Данная сабая риманова структура (3.19) имеет имеет геометрические характери-
стики, аналогичные тем, которые были установлены в теореме 3.2 для канонической структуры.
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1) Ковариантная производная:

∇α
a b = dab− 1

2
(aB + bA) +

1
4

(tr(A)b+ tr(B)a)− 1
4(1 + αn)

(tr(AB) + α tr(A) tr(B)) g.

2) Тензор кривизны:

Rα(a, b)c = −1
4
g[[A,B], C]− 1

16
tr(C) (tr(A)b− tr(B)a) +

n

16(1 + αn)
(
(a, c)α

xb
T − (b, c)α

xa
T
)
,

где (a, c)α
x = tr(AC) + α tr(A) tr(C), bT = b− 1

n tr(B)g—бесследовая часть тензора b.
3) Секционная кривизна Rα

σ в направлении площадки σ, заданной ортонормированной парой
a, b ∈ TgM:

Kα
σ =

1
4

∫

M

tr([A,B])2dμ(g)− n

16(1 + αn)

∫

M

(
(a, a)α

x(b, b)α
x − ((a, b)α

x)2
)
dμ(g)+

+
1
16

∫

M

(
tr(A2) tr2(B) + tr(B2) tr2(A)− 2 tr(A) tr(B) tr(AB)

)
dμ(g).

4) Геодезические наM = V ×Mμ, выходящие из точки (μ, g) ∈ V ×Mμ в направлении (β, b) ∈
Γ(ΛnM)× ST

2 имеют вид тот же самый вид (3.14).

3.4.5. Нериманова связность. Рассмотрим связность на M, которая занимает промежуточное
положение между римановой свяэностью ∇ п. 3.4.3 и канонической связностью ∇0. Она опреде-
ляется следующей ковариантной производной [29]:

∇ab = dab− 1
2
(aB + bA) +

1
8

(tr(A)b+ tr(B)a) . (3.20)

Легко видеть, что билинейная форма

Q(a, b) =
∫

M

tr(A) tr(B)dμ(g)

инвариантна относительно ∇: aQ(b, c) = Q(∇ab, c) +Q(b,∇ac).

Теорема 3.3 (см. [29]). Тензор кривизны связности ∇ выражается формулой

R(a, b)c = −1
4
g[[A,B], C]− 1

64
(tr(A)b− tr(B)a) tr(C).

Геодезические наM, выходящие из точки g ∈M в направлении A0 = 4β
n I+B, tr(B) = 0 имеют

вид:

gt =

{
(βt+ 1)4/ng exp

(
1
β ln(βt+ 1)B

)
, β �= 0,

g exp(Bt), β = 0.

Другие слабые римановы структуры рассматривались в работе [29]. В работе [192] исследовалась
геометрия подмногообразий пространства метрик относительно общей канонической структуры в
форме

(a, b)c
g =

∫

M

(tr(A0B0)dμ(g) + c tr(A) tr(B)) dμ(g),

где A0, B0 —бесследовые части. Рассмотрены подмногообразия конформно эквивалентных мет-
рик, подмногообразие Mμ метрик, имеющих одинаковый элемент объема и подмногообразие M1

метрик одного и того же полного объема. Получены выражения вторых фундаментальных форм
подмногообразий, выражения для ковариантных производных и геодезических. Найден гессиан
функционала полной скалярной кривизны, в том числе и на подмногообразиях .
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3.5. Сильная риманова структура на пространстве метрик M. Метрика g ∈ M позволяет
определить более сильное скалярное произведение на пространстве Γ(T p

q M) тензорных полей типа
(p, q). Пусть s—целое неотрицательное число и T1 и T2 — тензорные поля типа (p, q). Тогда

(T1, T2)s
g =

s∑

i=0

(
∇(i)

g T1,∇(i)
g T2

)

g
,

где ∇(i)
g = ∇g ◦ · · · ◦ ∇g — i-я степень ковариантной производной римановой метрики g и

g(∇(i)
g T1,∇(i)

g T2)— скалярное произведение тензоров, определеннное метрикой g на M (см. фор-
мулу (1.6)). В частности, для элементов a, b ∈ TgM (являющихся тензорными полями типа (0,2))
имеем

(a, b)s
g =

s∑

i=0

(∇(i)
g a,∇(i)

g b)g =
s∑

i=0

∫

M

g(∇(i)
g a,∇(i)

g b) dμg. (3.21)

При s > n/2 + 1 последняя формула определяет скалярное произведение в TgMs. Учитывая, что
пространство Ss

2 есть пополнение пространства S2 относительно топологии, определенной скаляр-
ным произведением (3.21) и то, что топология в Ss

2 не зависит от выбора метрики g на M , мы
получаем, что скалярное произведение (3.21) в TgMs соответствует топологии этого пространства.
Поэтому формула (3.21) определяет (настоящую) риманову структуру на гильбертовом многообра-
зииMs.

Точно так же, как и в случае слабой римановой структуры, показывается инвариантность силь-
ной римановой структуры (3.21) относительно действия группы Ds+1. Гладкая зависимость сильной
римановой структуры (3.21) от g ∈ Ms вытекает из теоремы Н. Коисо [163] (см. теорему 7.2 из
§ 7).

4. ТЕОРЕМА О СРЕЗЕ

4.1. Орбиты действия группы диффеоморфизмов на M. Для гладкой метрики g ∈ M отоб-
ражение

Ag : Ds+1 −→Ms, Ag(η) = η∗g (4.1)

является [93] гладким отображением гильбертовых многообразий. Образом отображения Ag явля-
ется орбита Os

g метрики g под действием группы диффеоморфизмов. Касательное пространство к
орбите TgO

s
g состоит из симметричных 2-форм h вида h = LXg, где X ∈ Γs+1(TM). Из разложения

Берже-Эбина следует, что касательное пространство к орбите TgO
s
g замкнуто в пространстве Ss

2.
Тем не менее, мы не можем сразу сделать вывод о том, что орбита является подмногообразием.
Во-первых, отображение (4.1) не взаимно однозначо— у элемента g может быть нетривиальная
группа изотропии (группа изометрий). Во-вторых, нужно доказывать также замкнутость орбиты.
Это проблемы решены в работе Д. Эбина [93].

Пусть Ig группа изометрий метрики g ∈ M. Как известно [200], C1-диффеоморфизм, который
является изометрией гладкой метрики является гладким. Поэтому Ig ⊂ D и является компактной
группой Ли. Из свойств (G4) и (G6) группы диффеоморфизмов (см. §2) следует, что Ig явля-
ется гладким подмногообразием в Ds при s > n/2 + 1. Более того, каждый класс Igη является
гладким подмногообразием в Ds. Поскольку группа Ig является компактной группой Ли, состоя-
щей из гладких диффеоморфизмов, то по свойству (G4) группы диффеоморфизмов левое действие
Ig×Ds → Ds группы Ig на гильбертовом многообразии Ds является гладким и свободным. Следова-
тельно определено фактор-пространство Ds/Ig правых классов смежности и оно является гладким
гильбертовым многообразием [93]. Пространство D/Ig есть ILH-многообразие.

Предложение 4.1 (Д. Эбин, [93]). Отображение π : Ds → Ds/Ig допускает гладкое локаль-
ное сечение в окрестности любого класса Igη.

Отображение Ag : Ds+1 →Ms, Ag(η) = η∗g определяет отображение

φg : Ds+1/Ig →Ms, φg(Igη) = η∗g. (4.2)



86 Н. К. СМОЛЕНЦЕВ

Теорема 4.2 (Д. Эбин, [93]). Пусть s > n/2 + 2. Отображение φg : Ds+1/Ig →Ms является
гладким и инъективным. Образ Os

g отображения φg является гладким замкнутым подмного-
образием, диффеоморфным Ds+1/Ig.

Доказательство следует из ряда лемм [93]. Основная трудность заключается в доказательстве
замкнутости орбиты Os

g действия A.

Лемма 1. Для любой последовательности диффеоморфизмов {ηm} ∈ Ds+1 и конечного мно-
жества точек {pi} изM существует подпоследовательность {ζn} из {ηm} и точки {qi} такие,
что что для каждого i, последовательность dζn(pi) сходится к qi.

Лемма 2. Пусть g, g′ ∈ Ms и {ηm} есть последовательность в Ds+1 такая, что η∗m(g) →
g′. Тогда для любого конечного набора векторов {Vi} из TM существуют векторы {Wi} и
подпоследовательность {ζn} из {ηm}, что для любого i, dζn(Vi) → Wi. При этом, если Vi �= 0,
то Wi �= 0.

Пусть K —максимум длин векторов Vi относительно g′, K = max{g′(Vi, Vi)1/2}. Поскольку
η∗m(g) → g′, для каждого i, то g(dηmVi, dηmVi) → g′(Vi, Vi). Поэтому для достаточно больших m,
g(dηmVi, dηmVi)1/2 � 2K. Пусть

S2K(M) = {V ∈ TM ; g(V, V )1/2 � 2K}.
Множество S2K(M) компактно и для больших m, dηmVi ∈ S2K(M). Тогда существует требуемая
сходящаяся подпоследовательность. Если Vi �= 0 и Wi = 0, тогда ζ∗k(g)(Vi, Vi)→ 0 и g′(Vi, Vi) = 0,
что невозможно.

Лемма 3. Пусть exp : TM → M —экспоненциальное отображение метрики g и expm :
TM →M —экспоненциальное отображение метрики η∗m(g). Тогда

ηm ◦ exp = expm ◦dηm.

Лемма 4. Пусть g, g′ ∈ Ms и {ηm} есть последовательность в Ds+1 такая, что η∗m(g) →
g′. Пусть exp′ : TM → M —экспоненциальное отображение метрики g′. Тогда expm → exp′
равномерно вместе с первыми производными на компактных подмножествах из TM .

Поскольку s > n/2 + 2, то η∗m(g) → g′ в C2M. Поэтому символы Кристоффеля Γk
mij метрики

η∗m(g) сходятся в C1 к символам Кристоффеля Γ
′k
mij метрики g′. Поскольку expm и exp′ есть

решения дифференциального уравнения с коэффициентами Γk
mij и Γ

′k
mij , то expm → exp′ в C1 на

компактных подмножествах TM .
Следующая лемма утверждает замкнутость орбиты Os

g вMs.

Лемма 5. Пусть g, g′ ∈ Ms и {ηm}—последовательность в Ds+1 такая, что η∗m(g) → g′.
Тогда {ηm} имеет подпоследовательность {ζk} сходящуюся в Ds+1, ζk → ζ ∈ Ds+1.

Доказательство. Поскольку M компактно, то существует число ε > 0, такое, что любой шар в
M (относительно g) радиуса меньше ε лежит в некоторой нормальной координатной окрестности
многообразия M . Аналогично, для g′ существует число ε′ > 0 с такими же свойствами.

Пусть K = maxV ∈TM{g′(V, V )/g(V, V }. Выберем конечное множество точек {pi} на M , такое,
что нормальные (относительно g) координатные окрестности с центрами в точках {pi} и радиуса
меньше, чем δ = K−1/2 min(ε, ε′), покрывают все M . В каждой точке pi выберем ортонормирован-
ный базис {V j

i } касательного пространства TpiM .
Пусть {qi} ⊂M , {W j

i } ⊂ TM и подпоследовательность {ζk} такие, что ζk(pi)→ qi и dζn(V j
i )→

W j
i для всех i, j. По лемме 2 векторы {W j

i } образуют базис TqiM .
Мы утверждаем, что существует ζ ∈ C1, такой, что ζk → ζ в C1.

Рассмотрим окрестность Ui точки pi. Если q ∈ Ui, то q = exp
(∑

j a
j
iV

j
i

)
где

∑
j(a

j
i )

2 < δ. По-

этому ζk(q) = ζk exp
(∑

j a
j
iV

j
i

)
= expk ◦dζk

(∑
j a

j
iV

j
i

)
. Поскольку dζk(V

j
i ) → W j

i , то {dζk(V j
i )}
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представляет собой ограниченное множество. По лемме 4 expm → exp′ на ограниченных множе-

ствах относительно C1-сходимости, тогда ζk(q)→ exp′
(∑

j a
j
iW

j
i

)
. Пусть ζ(q)→ exp′

(∑
j a

j
iW

j
i

)
.

Тогда ζk → ζ на Ui относительно C1-сходимости. Продолжим ζ на все многообразие M , опре-
делив его на каждом Ui. Поскольку отображения ζk определены на всем M и при q ∈ Ui ∩ Uj ,
ζk(q)→ ζ(q), то ζ определено корректно и поскольку ζk → ζ на каждой окрестности Ui, то ζk → ζ
на M .

На окрестности Ui имеем, ζ = exp′ ◦L ◦ exp−1
pi
, где exppi

: TpiM → M —экспоненциальное

отображение и L : TpiM → TqiM —линейное отображение, определенное формулой L
(∑

j a
j
iV

j
i

)
=

∑
j a

j
iW

j
i . Поскольку g′(W j

i ,W
j
i ) � K, то L ◦ exp−1

pi
(Ui) содержится в окрестности нуля радиуса

� ε′ (относительно g′). Поэтому exp′ |L ◦ exp−1
pi

(Ui) есть C1-диффеоморфизм. Следовательно, ζ|Ui

есть C1-диффеоморфизм на окрестность ζ(pi).
Для того, чтобы показать, что ζ есть C1-диффеоморфизм нам нужно проверить взаимную од-

нозначность. Поскольку ζ|Ui есть C1-диффеоморфизм, то ζ(M) открыто в M . Но M компактно,
поэтому ζ(M) также замкнуто в M . Поэтому ζ(M) совпадает с M . Покажем инъективность ζ.
Пусть ρ, ρk и ρ′—расстояния на M , соответствующие римановым метрикам g, ζ∗k(g) и g′ соот-
ветственно. Пусть l—число Лебега покрытия {Ui} относительно ρ, т.е. если ρ(p, q) < l, то такие
точки лежат в одной окрестности Ui. Мы знаем, что ζ|Ui инъективно. Теперь рассмотрим точ-
ки p, q ∈ M , для которых ρ(p, q) � l. Тогда ρk(ζk(p), ζk(q)) � l для всех k. Но ζ∗k(g) → g′ и
ζk(p)→ ζ(p), ζk(q)→ ζ(q). Поэтому ρ′(ζ(p), ζ(q)) � l и поэтому ζ(p) �= ζ(q).

Таким образом, ζ есть C1-диффеоморфизм. Поскольку ζk → ζ в C1D, то ζ∗k(g)→ ζ∗(g) в C0M,
поэтому ζ∗(g) = g′.

Доказательство оставшейся части основано на идеях Р.Пале. Мы уже показали, что если
η∗m(g) → g′ в Ms, то существует подпоследовательность {ζk} в {ηm} такая, что ζk → ζ в C1D и
ζ∗(g) = g′. Пусть εl

kij = Γl
kij − Γ

′l
ij , (см. доказательство леммы 4). Поскольку ζ∗k(g) → g′ в Ms, то

функции εl
kij → 0 в топологии Hs−1 и, следовательно, в C1. Если мы представим ζk в локальных

координатах функциями f i
k(x1, . . . , xn), а ζk —функциями f i(x1, . . . , xn), тогда

Γ
′l
kij =

(
∂f l

k

∂xt

)
Γt

rs

(
∂f i

k

∂xr

)−1
(
∂f j

k

∂xs

)−1

−
(

∂2f l
k

∂xs∂xr

) (
∂f i

k

∂xr

)−1
(
∂f j

k

∂xs

)−1

, (4.3)

где Γt
rs соответствуют метрике g, а степень −1 обозначает обратную матрицу. Первое слагаемое C0-

сходится к (∂f l/∂xt)Γt
rs(∂f

i/∂xr)−1(∂f j/∂xs)−1. Поэтому второе слагаемое сходится к выражению
(
∂f l

∂xt

)
Γt

rs

(
∂f i

∂xr

)−1 (
∂f j

∂xs

)−1

− Γ
′l
ij . (4.4)

Поэтому ∂2f l
k/∂xs∂xr сходится в C0 к (4.4), умноженному дважды на матрицу ∂f i/∂xr. Это

означает, что fk сходится в C2, тогда, в частности, ζ лежит в C2D. Тогда Γ
′l
ij удовлетворяет

формуле (4.3), где fk заменено на f .
Теперь предположим. что ζk → ζ в Dt при t � s. Тогда, поскольку εl

kij → 0 в топологии Hs−1 и
∂f i

k/∂xr → ∂f i/∂xr в Ht−1 и в C0, то из (4.3) следует, что ∂2f l
k/∂xs∂xr → ∂2f l/∂xs∂xr в Ht−1.

Поэтому fk → f в топологии в Ht+1. Тогда по индукции мы получаем, что ζk → ζ в Ds+1 и
g′ = ζ∗(g) ∈ φg(Ds+1/Ig), что означает, что замкнутость орбиты.

Для доказательства теоремы осталось показать, что Igηm → Igζ в Ds+1/Ig. Предположим обрат-
ное, тогда существует окрестность U класса Igζ и подпоследовательность {ηn} последовательно-
сти {ηm} такая, что {ηn} ∩ U = ∅. Так же, как и выше, мы можем найти подпоследовательность
{ζl} ⊆ {ηn} такую, что ζl → ζ ′ в Ds+1 и (ζ ′)∗(g) = g′. Поэтому Igζ ′ = Igζ и для больших l, Igζ

′
l ∈ U .

Это противоречие завершает доказательство.

4.2. Теорема о срезе. Инфинитизимальный вариант теремы о срезе дает разложение Берже-
Эбина

Ss
2 = αg(Γs+1(TM))⊕ S0,s

2 , (4.5)
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где S0,s
2 = Ker δg = {a ∈ Ss

2; δga = 0}, поскольку оно дает разложение пространства TgMs = Ss
2 на

подпространство αg(Γs+1(TM)) касательное к орбите Os
g и ортогональное ему подпространство.

Теорема 4.3 (О срезе. Д. Эбин, [93]). Пусть s > n
2 + 2. Для каждой метрики g ∈ M суще-

ствует гладкое подмногообразие Ss
g ⊂Ms содержащее g, такое, что

1) если η ∈ Ig, то η∗(Ss
g) = Ss

g ,
2) если η ∈ Ds+1 и η∗(Ss

g) ∩ Ss
g �= ∅, то η ∈ Ig,

3) Существует окрестность U s+1 класса смежности [e] ∈ Ds+1/Ig и локальное сечение
χ : Ds+1/Ig −→ Ds+1 определенное в окрестности U s+1 , такое, что отображение

F : U s+1 × Ss
g −→Ms, F (h, u) = (χ(u))∗h, (4.6)

есть гомеоморфизм на окрестность V s элемента g ∈Ms.

Доказательство. Пусть Ag и φg —определенные ранее отображения и Os
g —орбита элемента g.

Для Os
g определим нормальное расслоение N s = N s(Os

g) в пространствT Ms обычным образом.
Орбита Os

g является гладким подмногообразием в Ms, а Ms имеет гладкую слабую риманову
структуру, поэтому положим

N s = {A ∈ T (Ms)|Os
g | (A,B) = 0, ∀B ∈ T (Os

g)}.
Поскольку N s есть нормальное расслоение относительно слабой римановой структуры, то ав-

томатически не следует, что N s является гладким подрасслоением в T (Ms)|Os
g. Чтобы дока-

зать гладкость, мы должны построить гладкий сюръективный морфизм векторных расслоений
P : T (Ms)|Os

g → T (Os
g) ядром которого является N s.

Из разложения Берже-Эбина следует, что слой N s
g в точке g ∈Ms есть ядро дифференциального

оператора δg : Ss
2 → Γs−1(TM). Пусть αg(X) = 1

2LXg— сопряженный оператор.
Определим Pg на слое TgMs = Ss

9 в любой точке g ∈Ms как оператор

Pg = αg · (δgαg)−1 · δg,
где δgαg рассматривается как отображение из δgαg(Γs+3(TM)) ⊂ Γs+1(TM) в пространство
δgαg(Γs+1(TM)) ⊂ Γs−1(TM). Оператор δgαg является эллиптическим и самосопряженным, по-
этому он является изоморфизмом указанных пространств. Поскольку δg(Ss

2) = δgαg(Γs+1(TM)),
то композиция αg · (δgαg)−1 · δg имеет смысл.

Таким образом, мы получили морфизм

P : TMs → TMs

ядром которого в каждой точке g ∈Ms является подпространство Ker δg.
По следствиям 7.4 и 7.5 к теореме 7.2 из § 7 операторы δg и αg гладко зависят от метрики

g ∈Ms.
Операция взятия обcатного отображения на группе изоморфизмов любого банахова простран-

ства является гладкой, поэтому (δgαg)−1 также гладко зависит от метрики g. Поэтому морфизм
P является гладким. Ограничение морфизма P на гладкое подмногообразие Os

g yакже является
гладким. Поэтому и нормальное расслоение N s = N s(Os

g) является гладким.
Приступим к построению среза. Для этого рассмотрим экспоненциальное отображение exp :

T (Ms)→Ms слабой римановой структуры наMs. Тогда exp |N s есть диффеоморфизм окрестно-
сти нулевого сечения N s на окрестность Os

g вMs. Следовательно существует сколь угодно малая
окрестность U в Os

g элемента g с сечением χ : U → Ds+1 расслоения Ds+1 → Ds+1/Ig = Os
g и сколь

угодно малая окрестность V нуля в N s
g такая, что если W = {η∗h ; h ∈ V и η ∈ χ(U)} ⊆ N s, то

exp |W есть диффеоморфизм на окрестность g в Ls.
В качестве окрестности V удобно взять шаровую окрестность относительно сильного скалярное

произведение (, )g,s на Ss
2. V = N s,ε

g = {h ∈ TgMs ; h ∈ N s
g и (h, h)g,s < ε2}. Поскольку группа Ig

действует как группа ортогональных преобразований пространства Ss
9, (, )g,s, то выбранная окрест-

ность V инвариантна относительно действия Ig. Возьмем U и V достаточно малыми, так, чтобы
выполнялось exp(A) ∩Os

g = U .
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Теперь пусть ρs есть метрика, определенная на Ms сильной Hs римановой структурой. Пусть
Br

g есть шар с центром g и радиуса r относительно расстояния ρs. Тогда для некоторого положи-
тельного δ, exp(W ) ⊇ B2δ

g . Возьмем U1 ⊆ U и ε1 < ε (которое определяет V1 ⊆ V ) так что если
W5 = {η∗(h) ; h ∈ V1, η ∈ χ(U1)}, то exp(W1) ⊆ Bδ

g .
Пусть S = exp(V7). Покажем, что данное множество S обладает свойствами среза.
Доказательство (1). Пусть η ∈ Ig Тогда если a ∈ S и a = exp(h), h ∈ V1 то η∗(a) = η∗ exp(h) =

exp(η∗(h)). Элемент η∗(h) лежит в V1, поскольку η∗ : Ng → Ng и η∗ сохраняет и слабое и сильное
скалярные произведения. Поэтому η∗(a) = exp(η∗(h)) ∈ S

Доказательство (2). Предположим, что существуют η ∈ Ds+1 и g1, g2 ∈ S такие, что η∗(g1) = g2.
Поскольку ρs(g, g2) < δ и ρs(η∗g, η∗g0) = ρs(g, g2) < δ, то ρs(g, η∗g) < 2δ. Тогда η∗g ∈ exp(W ) и
η∗ ∈ U . Следовательно, если g1 = exp(h1) и g2 = exp(h2), то exp(h7) = exp(η∗h6) и h2, η

∗h1 ∈ W .
Из инъективности exp |W следует, что h2 = η∗h1. Тогда, поскольку h1, h2 ∈ N s,ε

g , то η∗g = g или
η ∈ Ug.

Доказательство (3). Пусть χ и U такие, как выше. Пусть W2 = {η∗h ; h ∈ V6, η ∈ χ(U)}. Тогда
поскольку exp |W2 есть диффеоморфизм на окрестность элемента g, то отобmажение F : U ×S →
Ms, F (u, a) = A(χ(u), a) является очевидно непрерывной биекцией на exp(W2).

Для b ∈ exp(W2),
F−1(b) =

(
π exp−1(b), A

(
(χ ◦ π ◦ exp−1(b))−1, b

))

где π : N → Os
g —проекция нормального расслоения. Следовательно, F−1 непрерывно. Это завер-

шает доказательство теоремы.
В работе [161] Коисо Н. усилил теорему о срезе. Он показал, что срез Sg и соответствующее

отображение F являются C∞-ILH-гладкими.

Теорема 4.4 (О срезе. Д. Эбин, [93], Н. Коисо, [161]). Пусть M— ILH-многообразие глад-
ких римановых метрик на M и D— ILH-группа Ли диффеоморфизмов многообразия M . Для
каждого g ∈M существует ILH-подмногообразие Sg ⊂M обладающее свойствами:

1) если η ∈ Ig, то η∗(Sg) = Sg,
2) если η ∈ D и η∗(Sg) ∩ Sg �= ∅, то η ∈ Ig,
3) Существует окрестность U класса смежности [e] ∈ D/Ig и локальное сечение χ :
D/Ig −→ D определенное в окрестности U , такое, что отображение

F : U × Sg −→M, F (u, h) = (χ(u))∗h,

есть ILH-диффеоморфизм на окрестность V элемента g ∈M.

Отметим, что в данной теореме о срезе для любого s � 2n+ 5 выполняется [161, 162]:

Ss
g = S2n+5

g ∩Ms, U s+1 = U2n+1 ∩ (
I(g) \ Ds+1

)
,

V s = V 2n+5 ∩Ms, χs+1 = χ2n+6|U s+1

и для любого k � 0 отображения

F s+k : U s+1+k × Ss+k
g −→ V s,

ps+k × qs+k : V s+k −→ U s+1 × Ss
g

Ck-дифференцируемы.
Приведем несколько следствий теоремы о срезе [93].

Теорема 4.5. Для любой метрики g ∈ M и любой окрестности W единицы e ∈ D суще-
ствует окрестность V элемента g такая, что если a ∈ V , то существует η ∈ W такой,
что

ηIaη
−1 ⊆ Ig.

Во-первых заметим, что из свойства 2 теоремы о срезе следует, что для любого b ∈ Sg, Ib ⊆ Ig.
В обозначениях теоремы 3 пусть U ′ = U ∩ π(W ), где π : D → D/Ig. Положим V = F (D′,S). Тогда
если a = F (u′, b), то b = (χ(u′)−1)∗(a) ∈ S. Поэтому Ib ⊂ Ig. Следовательно если η = χ(u′), то
a = η∗(b). Поэтому ηIaη−1 = Ib ⊆ Ig. Но π(η) = u′ ∈ U ′, поэтому η ∈W .
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Следствие 4.6. МножествоM0 метрик с тривиальной группой изометрий открыто в про-
странствеM всех метрик.

Теорема 4.7. Если dimM > 1, то множествоM0 метрик с тривиальной группой изометрий
есть плотное подмножество пространстваM oсех метрик.

Утверждение теоремы достаточно очевидно, поскольку любую метрику g можно малыми дефор-
мациями сделать "бугристой"так, что она потеряет все свойства симметричности. Идея доказа-
тельства в работе [93] заключается в следующем. Строится функция на многообразии, которая
достаточно хорошо отражает деформации метрики. Тогда ее точки экстремума будут неподвижны-
ми точками группы изометрий. Если метрика будет иметь достаточное количество неподвижных
точек, ее группа изометрий будет тривиальной.

Maxim-Rǎileanu L. в работе [175] распространила теорему о срезе на случай многообразия
с границей. Рассмотрено также пространство метрик, которые совпадают на границе и группа
диффеоморфизмов, действующих тождественно на границе. В следующей работе [176] она распро-
странила теорему о срезе на случай пространства M× C∞(M,N), на котором действует группа
D×Ig′ , где D— группа диффеоморфизмов многообразия M , Ig′ — группа изометрий риманова мно-
гообразия (N, g′) и C∞(M,N)—пространство отображений M → N . В работе [209] O. Pekonen
доказал теорему о срезе для действия группы диффеоморфизмов на пространстве почти комплекс-
ных структур. Общие вопросы существования среза в случае градуированных пространств Фреше
и ручных (tame) отображений рассматривались в диссертации T.N. Subramanian [225] и в рабо-
те [226].

В работе [227] изучался вопрос о существовании среза для действия группы диффеоморфизмов
на пространстве Z замкнутых 2-форм на симплектическом многообразии (M,ω). Оказывается,
существование среза зависит от размерности второй группы когомологий H2(M).

Теорема 4.8. Срез действия группы диффеоморфизмов D на пространстве Z замкнутых
2-форм на симплектическом многообразии (M,ω) для элемента ω ∈ Z существует тогда и
только тогда, когда H2(M) = R.

Если H2(M) = R, то срез Sω определяется открытым лучом {tω}t>0. Например, срез существует
в каждой симплектической форме на CPn, но не существует на T 2n.

5. КОНФОРМНО ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ МЕТРИКИ

5.1. Поточечно конформные преобразования. Пусть P —мультипликативная группа положи-
тельных гладких функций на многообразии M . Рассмотрим действие

B : P ×M −→M. B(p, g) = pg. (5.1)

Очевидно, оно является свободным и из теоремы 1.2 сразу следует его ILH-гладкость. Данному
действию соответствует следующее (поточечное) ортогональное разложение пространства TgM =
S2:

S2 = Fg ⊕ ST
2 , (5.2)

где ST
2 = {h ∈ S2; trh = 0}—пространство бесследовых симметричных 2-форм и Fg = {h ∈

S2; h = fg, f ∈ C∞(M,R)}. Соответственно, каждая 2-форма h однозначно представляется в
виде:

h =
1
n

(trh)g +
(
h− 1

n
(trh)g

)
. (5.3)

Более тонкое ортогональное разложение пространства TgM = S2:

S2 = Rg ⊕F0g ⊕ ST
2 , (5.4)

где F0 = {f ∈ F :
∫
M fdμg = 0}—пространство функций с нулевым средним значением.

Обратимся к многообразиям Ps и Ms функций и метрик соболевского класса гладкости Hs,
s > n/2. Легко видеть, что Ps является гильбертовой группой Ли. Поэтому для исследования
действия B : Ps ×Ms →Ms можно использовать общие факты о действиях гильбертовых групп
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Ли. Пусть G — гильбертовa группa Ли и H— гладкое гильбертово многообразие с гладким правым
действием A : H× G → H. Действие A называется собственным, если отображение

Ã : H× G → H×H, Ã(x, a) = (x,A(x, a))

является собственным, т.е. прообраз компакта является компактом.

Теорема 5.1 (см. [36]). Пусть G— гильбертовa группa Ли и H— гладкое гильбертово мно-
гообразие с гладким правым действием A : H× G → H.
Для x ∈ H пусть Gx —орбита точки x. Предположим, что действие A является свободным

и собственным. Тогда орбиты Gx являются гладкими замкнутыми подмногообразиями в H,
диффеоморфными G.
Пространство орбит H/G имеет единственную структуру гладкого гильбертова многооб-

разия, такую, что проекция π : H → H/G является C∞-субмерсией.
Для [x] ∈ H/G касательное пространство T[x]H/G � Cx, где Cx ⊂ TxH есть ортогональное

дополнение к касательному пространству TxGx к орбите точки x.
Расслоение π : H → H/G является гладким главным G-расслоением.
В нашем случае легко показать [111], что отображение

C : Ps ×Ms −→Ms ×Ms, C(p, g) = (pg, g) (5.5)

является собственным. Поэтому фактор-пространствоMs/Ps является многообразием.

Теорема 5.2 (см. [111]). Орбита Psg метрики g ∈ Ms относительно Ps есть гладкое
замкнутое подмногообразие в Ms с касательным пространством Fsg = {h ∈ S2; h =
fg, f ∈ Hs(M,R)}. Фактор-пространство Ms/Ps является гладким многообразием и про-
екция π :Ms →Ms/Ps является субмерсией.

Пространство M/P называется конформным суперпространством. Функционалы на этом
пространстве являются конформными инвариантами. Для построения конформных инвариантов
обычно используется тензор Вейля [5]. Например, в работе [159] изучался следующий функци-
онал ν(g) = (2/n)

∫
M |W |n/2dμg, где W — тензор Вейля. Подробнее об этом функционале см. в

§ 8. Другим примером является конформный функционал Чженя—Саймонса [80] на трехмер-
ном многообразии Φ(θ) = 1

2

∫
M TP1(θ) mod Z, где θ—форма связности Леви-Чивита метрики g и

TP1(θ) = tr(2θ3/3 + θdθ)/4π2. В работе О. Пеконена [207] показано, что критические точки этого
функционала являются конформно плоскими 3-многообразиями.

ПространствоMs/Ps может быть отождествлено с пространством тензорных плотностейю

Ws = {g ⊗ μ−2/n
g ; g ∈Ms}. (5.6)

Теорема 5.3 (см. [111]). (a) Имеют место диффеоморфизмы многообразий:

Ms →Ms/Ps × Vs ←Ws × Vs,

g → (Psg, μg)← (g ⊗ μ−2/n
g , μg).

(b) TgMs = Tg(Ps
g ) ⊕ TgMs

μg
и любая орбита Psg′ пересекает подмногообразие Ms

μ(g′′) в
единственной точке.

Напомним, чтоMs
μ есть многообразие метрик с одним и тем же римановым элементом объема,

равным μ. Следующее локальное разложение пространства M в прямое произведение получено
Н. Коисо.

Теорема 5.4 (см. [163]). Пусть C ⊂ M—множество всех метрик, имеющих постоянную
скалярную кривизну s(g) и таких, что s(g)

n−1 не является собственным числом оператора Ла-
пласа Δg. Пространство C является ILH-подмногообразиемM и отображение

χ : P × C →M, χ(f, g) = fg

есть локальный ILH-диффеоморфизм наM.
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Следствие 5.5 (см. [163]). Пусть g = fg где f ∈ P, g ∈ C. Если gt есть деформация, опреде-
ленная для достаточно малых t, то существует 1-параметрическое семейство положитель-
ных функций ft, существует 1-параметрическое семейство диффеоморфизмов ηt и деформация
gt в пространстве C такие, что f0 = f , δgg′0 = 0 и

gt = ftη
∗
t gt. (5.7)

Действительно, по теореме 4.5 имеем gt = ftg̃t, где g̃t —деформация в C. По теореме о срезе
g̃t = η∗t gt, где gt —деформация, лежащая в срезе Sg, она, как известно, обладает свойством δgg

′
0 =

0.

5.2. Действие группы конформизмов. Полупрямое произведение C = D × P групп D и P с
операцией (η1, p1) ·(η2, p2) = (η1 ◦η2, p2 ·(p1 ◦η2)) называется группой конформных преобразований
многообразия M или группой конформизмов. Действие группы C на пространстве метрик M
определяется следующим образом:

Ã : C ×M→M, ((η, p), g)→ p · η∗g. (5.8)

Для метрики g ∈M пусть Cg ⊂ C— группа изотропии,

Cg = {(η, p) ∈ C; p · η∗g = g}. (5.9)

Группа Cg изоморфна группе конформных преобразований {η ∈ D; η∗g = pg для некоторого

p ∈ P} ⊂ D. Если dimM � 3, то Cg является [9] группой Ли размерности � (n+1)(n+2)
2 с алгеброй

Ли
Kg = {(X, f) ∈ Γ(TM)×F ; LXg + fg = 0}. (5.10)

Отметим, что алгебра Kg изоморфна алгебре Ли {X ∈ Γ(TM); LXg = 2
n div(X)g} конформной

группы, т.е. пространству конформно киллинговых векторных полей.
Пусть Cg = {p · η∗g; (η, p) ∈ C} – орбита действия C, т.е. множество метрик, конформно эк-

вивалентных g. В случае конечного класса гладкости s > n/2 + 1 мы рассматриваем группу
Cs = Ds+1 × Ps. Если g ∈Ms+r, то орбитное отображение

Ãg : Cs →Ms, Ãg(η, p) = pη∗g

дифференцируемо класса Cr.
Так же, как и в работе [93] доказывается, что если pnη

∗
ng → γ в пространстве Ms, то у

последовательности {(ηn, pn)} существует сходящаяся подпоследовательность в Cs. Аналогично
доказывается теорема о срезе.

Теорема 5.6 (см. [111]). Пусть dimM � 3, g ∈ Ms+r и Csg – орбита действия группы Cs =
Ds+1 × Ps на пространствеMs. Тогда Csg ⊂Ms есть замкнутое подмногообразие класса Cr

с касательным пространством

Tg(Csg) = {LXg + fg; X ∈ Γs+1(TM), f ∈ Hs(M,R)}.
Теорема 5.7 (см. [111]). Пусть dimM � 3 и g ∈ Ms+r, r � 1. Тогда действие Cs на Ms

допускает срез S̃s
g , т.е S̃s

g есть замкнутое подмногообразие, содержащее g и такое, что
1) если (η, p) ∈ Cs

g , то Ã((η, p), S̃s
g) = S̃s

g ,
2) если (η, p) ∈ Cs и Ã((η, p), S̃s

g) ∩ S̃s
g �= ∅, то (η, p) ∈ Cs

g ,
3) Существует локальное сечение χ : Cs/Cs

g −→ Cs, определенное в окрестности U s единич-
ного элемента факторпространства, такое, что отображение

F̃ : U s × S̃s
g −→Ms, F ([η, p], g1) = Ã(χ[η, p], g1)

есть гомеоморфизм на окрестность V s элемента g ∈Ms.

В работе [111] изучается также действие группы конформизмов C на кокасательном расслоении
T ∗M.

Дифференциал в единице орбитного отображения Ãg : Cs →Ms, Ãg(η, p) = pη∗g имеет вид:

d(e,1)Ãg = τg : Γs+1(TM)×Hs(M,R)→ Ss
2, τ(X, f) = LXg + fg. (5.11)



ПРОСТРАНСТВА РИМАНОВЫХ МЕТРИК 93

Сопряженный оператор к τg есть [111]:

τ∗g : S2 → Γ(TM)×F , h→ (2δgh, trg h). (5.12)

Ядро Ker τ∗g оператора τ∗g состоит из бездивергентных и бесследовых симметричных 2-форм h:

Ker τ∗g = STT
2 = {h ∈ S2; δgh = 0, trg h = 0}. (5.13)

Символ оператора τg есть σt(τg)(X,u) = ug + t⊗X� +X� ⊗ t, где X� — 1-форма, соответствующая
вектору X относительно скалярного произведения g. Легко видеть, что при dimM � 2 символ
оператора τg иньективен. Поэтому имеет место разложение Берже-Эбина S2 = Im τg ⊕ Ker τ∗g .
Комбинируя это разложение с ортогональным поточечным разложением (5.2), S2 = Fg ⊕ ST

2 , мы
получаем более тонкое разложение

S2 = STT
2 ⊕Fg ⊕ (ST

2 ∩ Im τg), (5.14)

h = hTT +
1
n

(trg h)g +
(
LXg − 2

n
div(X)g

)
, (5.15)

которое называется разложением Йорка. Следующее предложение выясняет смысл последнего
слагаемого ST

2 ∩ Im τg в разложении (5.14).

Предложение 5.8 (см. [111, 247]). Пусть g ∈ Ms+r. Тогда Csg ∩Ms
μ(g) является подмногооб-

разие класса Cr вMs с касательным пространством

Tg(Csg ∩Ms
μ(g)) = ST,s

2 ∩ Im τg = {h = LXg − 2
n

div(X)g; X ∈ Γs+1(TM)}.
Кроме того имеет место разложение

Tg(Cg) = Tg(Pg)⊕ Tg(Cg ∩Mμ(g)). (5.16)

Таким образом слагаемое ST
2 ∩ Im τg представляет инфинитизимальные деформации метрики g,

которые сохраняют конформный класс и элемент объема.

5.3. Случай двумерного многообразия. В работе [112] изложенные выше идеи применяются
для изучения пространства римановых метрик на компактной римановой поверхности M рода
больше единицы. Дано описание пространства Тейхмюллера T как факторпространства M/C0,
где C0 = D0 × P и D0 — связная компонента единицы группы диффеоморфизмов. Предложенные
конструкции является геометрически естественными и позволяют, в частности, дать простое до-
казательство кэлеровости пространства Тейхмюллера (см. также [208]).

Отметим особенности двумерного случая. Во-первых, пространство конформных структурM/P
естественно отождествляется с пространством почти комплексных структур A на M . Далее, каж-
дая почти комплексная структура на M является на самом деле комплексной [9]. Кроме того, если
род поверхности M больше единицы, то группа изометрий Ig является дискретной.

Определение 5.1. Почти комплексной структурой (п.к.с.) на многообразии M называется эн-
доморфизм касательного расслоения J : TM → TM , удовлетворяющий условию: J2 = −I, где I —
тождественный автоморфизм.

Пусть A—пространство всех гладких почти комплексных структур, задающих ту же ориента-
цию на M , что и заданная. Для s > n/2 пусть As —пространство почти комплексных структур
соболевского класса гладкости Hs. Поскольку пространство As является пространством сечений
конечномерного гладкого расслоения, то As является гладким гильбертовым подмногообразием
гильбертова пространства Hs(T 1

1M). Касательное пространство TJAs состоит из всех эндомор-
физмов I ∈ Hs(T 1

1M), антикоммутирующих с J : IJ = −JI.
Для двумерного многообразия M пространство Тейхмюллера T определяется как фактор-

пространство A/D0, где D0 — связная компонента единицы группы диффеоморфизмов. Изучению
пространства почти комплексных структур A и пространства Тейхмюллера T = A/D0 посвящены
работы: [90, 113, 114, 208, 230]. Удобно с почти комплексной структурой J ∈ A связать риманову



94 Н. К. СМОЛЕНЦЕВ

метрику g постоянной отрицательной кривизны. Это позволяет ввести ковариантное дифференци-
рование и использовать развитые методы римановой геометрии. Данному, более геометрическому,
подходу посвящены работы [112, 115,231]. Рассмотрим его подробнее.

Теорема 5.9 (см. [112]). Пусть dimM = 2, s > n/2 = 1. Тогда многообразие Ms/Ps диф-
феоморфно As. Таким образом, пространство Hs-конформных структур диффеоморфно про-
странству положительно ориентированных почти комплексных структур на M .

В основе доказательства лежит следующее отображение, связывающее с метрикой g п.к.с. J :

Φ :Ms → Hs(T 1
1M), g → −g−1μg, (5.17)

где μg —риманов элемент объема, g−1μg —операция поднятия первого индекса у кососимметриче-
ской 2-формы μg.

Другая модель для пространстваMs/Ps конформных структур связана с метриками постоянной
отрицательно кривизны. Пусть dimM = 2 и род d > 1. Для метрики g ∈Ms, s > n/2+1 = 2, пусть
s(g) ∈ Hs−2(M,R)— скалярная кривизна метрики g. Обозначим Ms−1 = {g ∈ Ms; s(g) = −1}
пространство Hs-римановых метрик постоянной скалярной кривизны, равной -1. Поскольку род
поверхности M больше единицы,Ms−1 непусто.

Теорема 5.10 (см. [112]). Пусть dimM = 2, s > n/2 + 1 = 2 и род d > 1. Тогда Ms−1 есть
непустое замкнутое C∞-подмногообразие в Ms с касательным пространством TgMs−1, рав-
ным Ker dgs(g) ядру дифференциала отображения скалярной кривизны.

Напомним, что dgs(g)(h) = Δ(trh) + δgδgh + (trg h)/2. Отметим, что если s(g) = −1, то для
любого диффеоморфизма η, s(η∗g) = −1. Поэтому пространство M−1 инвариантно относитель-
но действия группы диффеоморфизмов D. Если род поверхности M больше единицы, то группа
изометрий Ig является дискретной. Отсюда следует, что связная компонента единицы D0 груп-
пы диффеоморфизмов не содержит изометрий, отличных от тождественного. Поэтому действие
D0 ×M−1 →M−1 является свободным.

Теорема 5.11 (см. [112]). Пусть g ∈ Ms+2
−1 . Тогда TgMs−1 раскладывается в L2-

ортогональную прямую сумму

TgMs
−1 = (Ss

2)
TT ⊕ Im αg, (5.18)

где (Ss
2)

TT (g) = {h ∈ Ss
2; δgh = 0, trg h = 0}. Другими словами, каждый элемент h ∈ TgMs−1

можно представить в виде

h = hTT + LXg

для некоторого (единственного) векторного поля X ∈ Γs+1(TM). Разложение имеет место и
в случае s =∞.
Теорема 5.12 (см. [112]). Пусть dimM = 2, d > 1, 2 < s � ∞ и g ∈ Ms. Тогда существует

единственная функция p ∈ Ps такая, что

s(pg) = −1. (5.19)

Другими словами, каждая метрика g ∈Ms поточечно конформно эквивалентна единственной
метрике постоянной скалярной кривизны, равной -1 и конформный сомножитель единствен-
ный.
Кроме того, для g ∈Ms единственное решение p(g) уравнения (5.19) гладко зависит от g.

Из этой теоремы сразу вытекает следующий результат.

Теорема 5.13 (см. [112]). Пусть dimM = 2, d > 1, s > 2. C∞-многообразия Ms/Ps и Ms−1

C∞-диффеоморфны. Диффеоморфизм π : Ms−1 → Ms/Ps является эквивариантным относи-
тельно действия группы диффеоморфизмов Ds+1 на пространствахMs−1 иMs/Ps.
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Поскольку диффеоморфизм Φ :Ms/Ps → As также Ds+1-эквивариантен, то мы получаем Ds+1-
эквивариантный диффеоморфизм многоообразийMs−1 и As:

Ms
−1 →Ms/Ps → As.

Следовательно, T = A/D0 =M−1/D0. Пространство метрикM−1 более удобно для исследования
нашими методами. Можно показать, что орбита Os

g есть замкнутое подмногообразие в Ms−1 и
доказать теорему о срезе для действия группы диффеоморфизмовMs−1×Ds+1

0 →Ms−1, (g, η)→
η∗g, s > 2 [112]. Из теоремы 5.11 следует, что касательным пространством к срезу будет простран-
ство (Ss

2)
TT . Поэтому сначала дадим его описание.

Теорема 5.14 (см. [112]). Пусть dimM = 2, g ∈Ms+1, s � 2. Тогда

(Ss
2)

TT (g) = {h ∈ Ss
2; δgh = 0, trg h = 0}

является конечномерным линейным пространством. Если g ∈M—гладкая риманова метрика,
то (Ss

2)
TT (g) = STT

2 (g)—пространство бездивергентных бесследовых гладких симметричных
2-форм на M .

Симметричную 2-форму на M в теории римановых поверхностей принято называть квадратич-
ным дифференциалом. Как уже упоминалось, почти комплексная структура J наM является ком-
плексной. Пусть Q(J)—пространство квадратичным дифференциалов, голоморфных относительно
комплексной структуры J . Элементы пространства Q(J) локально в комплексном параметре имеют
вид f(z)dz2, где функция f(z) голоморфна.

Теорема 5.15 (см. [112]). Пусть dimM = 2 и род d > 1. Предположим, что g ∈ M и
J = −g−1μg —положительно ориентированная комплексная структура, ассоциированная с
g. Тогда STT

2 (g) канонически изоморфно пространству Q(J) голоморфных квадратичных диф-
ференциалов. Соответствие между элементами hTT и голоморфными дифференциалами в
конформной системе координат z = x+ iy на M имеет вид

hTT = u dx2 − 2v dxdy − u dy2 = Re{(u+ iv)(dx+ idy)2}. (5.20)

Доказательство основано на том, что на двумерном многообразии M бесследовая симметричная
2-форма h может быть записана локально в конформной системе координат z = x + iy в виде
h = u dx2 − 2v dxdy − u dy2. Далее, уравнение δgh = 0 эквивалентно условиям Коши-Римана
для функции f = u + iv. Поэтому квадратичный дифференциал (u + iv)(dx + idy)2 является
голоморфным.

Теорема 5.16 (см. [112]). Пусть dimM = 2 и род d > 1. Тогда фактор-пространство T =
M−1/D0 является гладким конечномерным многообразием размерности 6d − 6, для которого
касательное пространство T[g]M−1/D0 изоморфно STT

2 (g).

Следствие 5.17 (см. также [115]). Пространство T =M−1/D0 является стягиваемым.

Предложенный подход к определению пространства Тейхмюллера с точки зрения римановой
геометрии позволяет получить основные результаты теории пространства Тейхмюллера. В част-
ности, в работе [115] дано непосредственное доказательство того, что пространство Тейхмюллера
диффеоморфно R

6d−6. В работе [230] показано, что пространство Тейхмюллера имеет отрица-
тельную секционную кривизну и получены известные оценки кривизны. В работах [113, 114, 208]
доказана известная теорема Альфорса о том, что пространство Тейхмюллера является кэлеровым
относительно метрики Вейля—Петерсона. В работе [231] показано, что метрика Вейля—Петерсона
является второй вариацией функционала энергии Дирихле, этой же теме посвящена работа [105].
В работе [132] показано, что базис голоморфных дифференциалов и точки Вейерштрасса на рима-
новой поверхности (M,J) непрерывно зависят от комплексной структуры J . В работе Айхорна [98]
геметрический подход к определению пространства Тейхмюллера распространен на случай откры-
той поверхности.

Чтобы определить риманову и комплексную структуры на пространстве Тейхмюллера, обра-
тимся к пространству A почти комплексных структур на многообразии M . Как уже отмечалось,
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касательное пространство TJA состоит из всех эндоморфизмов I ∈ Γ(T 1
1M), антикоммутирующих

с J : IJ = −JI. Пусть g(J)— единственная метрика постоянной отрицательной кривизны, равной
-1, соответствующая J . Определим на пространстве A естественные почти комплексную структуру
и слабую риманову структуру следующим образом [113, 114]: если I, I1, I2 ∈ TJA, то

J : TJA → TJA, J(I) = J · I, (5.21)

(I1, I2)J =
∫

M

tr(I1 · I2)dμg(J). (5.22)

Легко видеть, что слабая риманова структура (5.22) является эрмитовой относительно почти
комплексной структуры (5.21). Обе они инвариантны относительно действия группы диффеомор-
физмов D и поэтому определяют риманову и почти комплексную структуры на пространстве Тей-
хмюллера T = A/D0.

Теорема 5.18 (см. [113]). Естественная почти комплексная структура J на пространстве
A индуцирует на пространстве Тейхмюллера T = A/D0 интегрируемую почти комплексную
(и, следовательно, комплексную) структуру.

Теорема 5.19 (см. [114]). Слабая риманова структура (5.22) на пространстве A индуцирует
на пространстве Тейхмюллера T = A/D0 гладкую риманову структуру. Данная риманова
структура эрмитова относительно естественной комплексной структуры на T , кэлерова и
является метрикой Вейля—Петерсона на T .

Подход к определению пространства Тейхмюллера с точки зрения римановой геометрии от-
крывает новые возможности для обобщений пространства Тейхмюллера на случай многомерных
многообразий. Наиболее естественный путь обобщений связан с пространствами модулей кэлеро-
вых многообразий. Это направление развивалось в работах [35, 117, 119, 120, 215–219]. Статья [35]
(на русском языке) является обзором данного направления. Она содержит изложение основных
идей, результатов и конструкций классической теории пространства Тейхмюллера, а также новых
достижений и обобщений на основе геометрического подхода. Другое направление обобщений бы-
ло предложено и развивалось в серии работ Д. Блэра [57–60,64,65]. Оно основывается на изучении
пространства ассоциированных метрик на симплектическом многообразии, этому направлению по-
священы также работы [24–30,224].

6. ПРОСТРАНСТВО РИМАНОВЫХ ГЕОМЕТРИЙ

Две метрики g1 и g2 называются изометричными, если существует диффеоморфизм η многообра-
зияM такой, что g2 = η∗g1. Поэтому фактор-пространствоM/D состоит из классов изометричных
метрик. Каждый класс определяет одну геометрию многообразия M , поэтомуM/D называют про-
странством римановых геометрий, или суперпространством. Пространство G =M/D интересно
с математической и с физической точек зрения и исследовалось в работах [73, 93, 106–108]. К
сожалению, данное пространство многообразием не является. Дело в том, что группа диффеомор-
физмов D действует не свободно. Элементы g ∈ M имеют группы изотропии Ig, которые зависят
от g ∈ M. В работе [106] показано, что G = M/D стратифицировано многообразиями, причем
каждый страт может быть отмечен классом сопряженности группы изометрий в D. Развитию этих
идей посвящена работа [73].

Пусть G—компактная группа Ли преобразований многообразия M и пусть MG —множество
метрик g, у которых группа изометрий есть в точности G. Если η—диффеоморфизм многообразия,
то группа изометрий метрики η∗g есть сопряженная группа η−1Gη. Поэтому под действием группы
диффеоморфизмов D на пространстве метрик M из множества MG получается множество M(G)

метрик, у которых группа изометрий сопряжена к G в группе диффеоморфизмов. В качестве стра-
та, соответствующего классу групп, сопряженных G, берется множество R(G) = M(G)/D. Пока
не очевидно, что R(G) является ILH-многообразием. Доказательство этого факта основывается на
том, что R(G) = MG/NG, где NG есть нормализатор группы G в группе диффеоморфизмов D.
Легко видеть, что нормализатор NG состоит из диффеоморфизмов, которые оставляют на месте
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пространство MG: если η ∈ NG и g ∈ MG, то η∗g ∈ MG. Действительно, для ϕ ∈ G имеем
ϕ∗(η∗g) = η∗g—это следует из того, что ηϕη−1 ∈ G. Достаточно легко понять, что пространство
MG является многообразием. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим линейный непрерывный опера-
тор PG : Ss → S2, который симметричной 2-форме h ∈ S2 ставит в соответствие G-инвариантную
форму, усредненную по группе G, h → h̃ =

∫
G ϕ
∗(h)dμG(ϕ). Тогда Ker(PG − Id) является век-

торным подпространством в S2, аMG является открытым подмножеством в замкнутом выпуклом
положительном конусеM∩Ker(PG−Id). Основываясь на этих фактах в работе [73] показано, что
R(G) =MG/NG является ILH-многообразием. При этом проекцияMG → R(G) является главным
G \ NG-расслоением. Многообразие M/D стратифицировано ILH-многообразиями R(G), когда G
пробегает все классы сопряженных в D подгрупп изометрий.

Известны два подхода к разрешению особенностей пространства G. Первый подход предложен
в работах [73,93,106] и связан с фиксацией точки x на многообразии M . Для x ∈M рассмотрива-
ется ILH-подгруппа диффеоморфизмов Dx = {η ∈ D; η(x) = x, dxη = Idx}. Поскольку изометрия,
оставляющая неподвижной точку и имеющая в ней тождественный дифференциал, является тож-
дественным преобразованием, то действиеM×Dx →M свободное и Gx =M/Dx —многообразие.

В работе А. Фишера [108] предложен другой способ разрешения особенностей пространства G
основанный на использовании расслоения реперов. Для пространства с особенностями G строится
многообразие GFM такое, что существует проекция π : GFM → G непрерывная и открытая и
такая, что для любого класса [g] ∈ G прообраз π−1([g]) является замкнутым подмногообразием
в GFM . Тогда пара (GFM , π) называется разрешением особенностей пространства G, а GFM —
пространством разрешения. Слой π−1([g]) служит мерой особенности.

Пусть F (M)—расслоение реперов многообразия M . Рассмотрим пространство M× F (M) и
следующее действие на нем группы диффеоморфизмов

Φ : (M× F (M))×D →M× F (M), ((g, u), η)→ (η∗g, η∗u) , (6.1)

где u—репер, η∗u = η̂−1u и η̂ : F (M) → F (M)— естественное действие диффеоморфизма на
расслоении реперов. Данное действие Φ свободное. Действительно, пусть (η∗g, η∗u) = (g, u). То-
гда η ∈ Ig и поскольку η оставляет на месте репер u, то η = Id—это следует из классического
результата: изометрия, оставляющая на месте репер, является тождественным преобразованием.
В работе [108] показано, что GFM = (M× F (M))/D является ILH-многообразием, которое есте-
ственно проектируется на G, π : GFM → G, [(g, u)]→ [g]. Кроме того, слой π−1([g]) диффеоморфен
(n2 + n − k)-мерному многообразию орбит π−1([g]) ≈ Ig \ F (M) левого действия группы Ig на
расслоении реперов F (M), (η, g)→ η̂u, k = dim Ig.

Если выбран репер u ∈ F (M), то существует диффеоморфизм GFM → Gx, основанный на
том факте, что D/Dx ≈ F (M). Хотя пространства разрешения (не канонически) диффеоморфны,
конструкция GFM более естественна, чем Gx, поскольку не требует фиксации точки и ограничения
группы диффеоморфизмов до подгруппы Dx.

Рассмотрим основные идеи и результаты работы [108]. Сначала приведем некоторые факты
геометрии расслоения реперов.

Пусть g—риманова метрика на M и ω— gl(n)-значная форма на F (M) связности Леви-Чивита.
Пусть γ : gl(n)× gl(n)→ R, γ(C,D) = tr(Ct ·D) =

∑n
i,j=1C

i
jD

i
j . Метрика g, форма ω и скалярное

произведение γ определяют естественную риманову метрику ĝ на F (M):

ĝ = (πFM )∗g + γ · (ω ⊗ ω). (6.2)

Таким образом, если u ∈ F (M) и Z1, Z2 ∈ TuF (M), то

ĝu(Z1, Z2) = g (duπFM (Z1), duπFM (Z2)) + γ(ω(Z1), ω(Z2)). (6.3)

Проекция πFM : F (M)→M является римановой субмерсией относительно ĝ и g.
Пусть Ig — группа изометрий метрики g и

Ig = Te(Ig) = {X ∈ Γ(TM); LXg = 0}
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– алгебра Ли полных Киллинговых векторных полей на M . Действие Ig×M →M поднимается до
левого действия на расслоении реперов Ig×F (M)→ F (M), (η, u)→ η̂u. Следовательно определен
гомоморфизм алгебр Ли Ig → Γ(T (FM)), X → X̂.

Если u ∈ F (M), то пусть χu : Ig → F (M), η → η̂u—орбитное отображение и Îg(u)— соответ-
ствующая орбита. Отображение χu гладкое и его производная в единице есть

deχu : Ig → TuF (M), X → X̂(u).

Пусть Îg(u) = deχu(Ig) ⊂ TuF (M)—образ алгебры Ли Ig в касательном пространстве TuF (M).

Теорема 6.1 (см. [108]). Действие Ig × F (M)→ F (M), (η, u)→ η̂u гладкое, свободное и соб-
ственное. Для u ∈ F (M) орбита Îg(u) ⊆ F (M) есть замкнутое подмногообразие и касательное
пространство в точке u1 = η̂u может быть задано так:

Îg(u1) = {X̂(u1); X ∈ Ig} = duη̂(Îg(u)).
Орбитное отображение χu : Ig → Îg(u) ⊂ F (M) является диффеоморфизмом на свой образ.
Относительно метрики ĝ = (πFM )∗g + γ · (ω ⊗ ω) группа Ig действует на F (M) как группа
изометрий.

Для свободного действия группы Ig на F (M) в каждой точке существует срез Cu, который
инвариантен относительно группы Ig.

Теорема 6.2 (см. [108]). Для действия Ig × F (M) → F (M) пространство орбит Ig \ F (M),
имеет структуру гладкого многообразия и проекция π : F (M) → Ig \ F (M) является субмер-
сией. Кроме того, для u ∈ F (M),

Ker duπ = Tu(Îg(u)) = Îg(u), Im duπ = T[u](Ig \ F (M)) ≈ Î⊥g (u).

Субмерсия π является гладким (левым) главным Ig-расслоением.

Действие

Φ : (M× F (M))×D →M× F (M), ((g, u), η)→ (η∗g, η∗u) ,

где η∗u = η̂−1u является [93] ILH-гладким. Пусть O(g,u) = Φ(g,u)(D)—орбита элемента (g, u).
Дифференциал орбитного отображения Φ(g,u) : D →M× F (M) легко находится:

deΦ(g,u) : Γ(TM)→ S2 ⊕ TuFM, X → LXg − X̂(u). (6.4)

На многообразииM×F (M) введем следующую слабую L2-метрику G. Если (g, u) ∈M×F (M),
h1, h2 ∈ S2 и Z1, Z2 ∈ TuFM , тогда

G(g,u)((h1, Z1), (h2, Z2)) =
∫

M

g(h1, h2)dμg + ĝ(u)(Z1, Z2). (6.5)

Теорема 6.3 (см. [108]). Действие Φ : (M× F (M))×D →M×F (M), ((g, u), η)→ (η∗g, η∗u)
является ILH-гладким, свободным и собственным. Группа диффеоморфизмов D сохраняет
скалярное произведение (6.5).

Используя следующие ортогональные разложения касательных пространств:

TgM = S2 = S0
2 ⊕ αg (Γ(TM)) , TuFM = Îg(u)⊕ Î⊥g (u)

можно получить разложение касательного пространства T(g,u)(M× F (M)) = S2 ⊕ TuFM . Напо-
мним, что первое— это разложение Берже-Эбина, где S0

2 = {h ∈ S2; δgh = 0} и αg(X) = LXg.

Теорема 6.4 (см. [108]). Для (g, u) ∈M× F (M) пусть

α(g,u) = deΦ(g,u) : Γ(TM)→ S2 ⊕ TuFM, X → X∗(g, u) = LX − X̂(u)
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—производная орбитного отображения Φ(g,u). Тогда α(g,u) имеет замкнутый образ и про-
странство S0

2⊕Î⊥g (u) есть замкнутое дополнение к образу Im α(g,u) в пространстве S2⊕TuFM .
Таким образом имеет место разложение

S2 ⊕ TuFM = S2 ⊕ Î⊥g (u)⊕ Im α(g,u). (6.6)

В соответствии с (6.6) элемент h+ Zu ∈ S2 ⊕ TuFM имеет следующее разложение

h+ Zu = h0 +W⊥u + α(g,u)(X + Y ) = h0 +W⊥u + LXg − (X̂(u) + Ŷ (u)),

где h = h0 + LXg—разложение Берже-Эбина, Wu = Zu + X̂(u), Wu = W⊥u + Ŷ (u)—разложение
в пространстве TuFM и Y — единственное Киллингово векторное поле, соответствующее
компоненте Ŷ (u). Разложение (6.5) эквивариантно относительно действия D. см.

Отметим, что разложение (6.5) не ортогонально относительно G.

Теорема 6.5 (см. [108]). Орбита O(g,u) элемента (g, u) ∈ M × F (M) является замкнутым
подмногообразием вM× F (M) с касательным пространством T(g,u)O(g,u) = Im α(g,u). Орбит-
ное отображение Φ(g,u) : D → O(g,u) является ILH-гладким диффеоморфизмом.

В работе [108] доказана также теорема о срезе для действия группы D на пространстве M×
F (M). При этом, если Sg есть срез действия D на пространствеM и Cu(g)— срез действия группы
изометрий Ig на пространстве F (M), то Sg × Cu(g) есть требуемый срез действия группы D на
пространствеM× F (M).

Теорема 6.6 (см. [108]). Для действия Φ : (M× F (M)) × D → M × F (M) пусть GFM =
(M× F (M))/D и π :M× F (M) → GFM , π(g, u) = [(g, u)]. Тогда пространство GFM является
ILH-многообразием, проекция π есть субмерсия и

Ker d(g,u)π = T(g,u)O(g,u) = Im α(g,u),

Im d(g,u)π = T[g,u]GFM ≈ S0
2 ⊕ Î⊥g (u).

Кроме того, π является главным D-расслоением. Это расслоение имеет естественную связ-
ность, задаваемую разложением

S2 × TuFM = H(g,u) ⊕ V(g,u) =
(
S0

2 ⊕ Î⊥g (u)
)
⊕ Im α(g,u).

В работе C. Свифта [228] теория разрешения особенностей была развита с использованием
расслоения ортонормированных реперов.

Рассматривая вместоM специальные классы метрик, изучают различные пространства модулей.
Пространствам модулей эйнштейновых метрик посвящена глава 12 книги А. Бессе [5]. Cтрукту-
ра пространства модулей эйнштейновых метрик четырехмерного многообразия рассматривалась
в работе М.Т. Андерсона [44]. Пространства модулей риччи-плоских метрик на четырехмерном
многообразии изучались Ито [144]. Пространствам модулей кэлеровых многообразий посвящена
работа Г. Шумахера [35] (на русском языке).

7. ТЕНЗОР РИЧЧИ И СКАЛЯРНАЯ КРИВИЗНА КАК ФУНКЦИИ МЕТРИКИ

Пусть g ∈ M—риманова метрика на многообразии M и ∇—ковариантная производная
связности Леви-Чивита. Символы Кристоффеля в локальных координатах имеют вид: Γk

ij =
1
2g

kl (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij). Тензор кривизны R = R(g) определим в соответствии с [9] формулой
R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z−∇Y∇XZ−∇[X,Y ]Z. Тогда компоненты Rl

kij тензора кривизны, определяемые
равенством R(∂i, ∂j)∂k = Rl

kij∂l выражаются через Γk
ij по формуле Rl

kij = ∂iΓl
jk−∂jΓl

ik +Γl
imΓm

jk−
Γl

jmΓm
ik. При опускании индекса верхний индекс l попадает на первую позицию, Rmkij = gmlR

l
kij .

Для тензора кривизны имеют место следующие два тождества Бьянки

Rijkl +Riklj +Riljk = 0, Rijkl,t +Rijtk,l +Rijlt,k = 0.
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Одним из важнейших свойств тензора кривизны является его эквивариантность относительно
действия группы диффеоморфизмов. А именно, для любого диффеоморфизма η многообразия M
имеет место равенство

η∗(R(g)) = R(η∗(g)). (7.1)

В работе Дж. Каждана [152] показано, что оба тождества Бьянки есть следствия данной ин-
вариантности. Чтобы в этом убедиться достаточно продифференцировать равенство η∗t (R(g)) =
R(η∗t (g)) при t = 0 и использовать произвольность векторного поля X = (ηt)

′
t=0. Эта же идея

инвариантности использовалась в работе Ф. Делоне [85] для доказательства тождеств Бьянки для
связности с кручением. Кроме того, в [85] дано еще одно доказательство основанное на тождестве
d2 = 0 для внешнего дифференциала. В частности, второе тождество Бьянки следует из d2θ = 0
для 1-формы θ(U) = θ(∇V Z), где Z —фиксированное векторное поле.

Тензор Риччи определяется как свертка по двум индексам, Ricij = Rl
ilj = Rkiljg

kl. В беско-
ординатной форме имеем: Ric(X,Y ) =

∑n
i=1 g(R(ei, X)Y, ei), для ортонормированного базиса {ei}

пространства TxM , X,Y ∈ TxM . Скалярная кривизна есть s(g) след тензора Риччи, s(g) = gijRij .
Тензор Риччи и скалярная кривизна также эквивариантны относительнго действия группы диф-
феоморфизмов. Для любого диффеоморфизма η многообразия M имеют место равенства

η∗(Ric(g)) = Ric(η∗(g)), η∗(s(g)) = s(η∗(g)). (7.2)

Сверткой дифференциального тождества Бьянки получаем следующее свойство,

δg Ric(g) = −1
2
d(s(g)). (7.3)

Учитывая определение тензора Риччи Ricij = Rikjlg
kl, введем следующий оператор [56, 172]:

L : S2 → S2, L(h)ij = Rikjlh
kl. (7.4)

Отметим, что L(g) = Ric(g). Введем еще один оператор K : S2 → S2:

K(h)ij = Ricik hk
j + Ricjk hk

i − 2Rikjl h
kl. (7.5)

Легко видеть, что K(g) = 0 и tr ◦K = 0.

Замечание. В книге Бессе [5] тензор кривизны определен формулой

R(∇i,∇j)∂k = −[∇i,∇j ]∂k = Rl
ijk∂l,

верхний индекс опускается на четвертое место, тензор Риччи имеет вид Ricij = Rl
ilj = Rikjlg

kl,
поэтому оператор L определен той же формулой (7.4).

Напомним, что ST
2 —пространство бесследовых симметричных 2-форм. Оператор K связан с

секционной кривизной многообразия (M, g) следующим образом.

Предложение 7.1 (см. [56]). Оператор K положительно определен на ST
2 если (M, g) имеет

строго положительную секционную кривизну.

Гладкая зависимость тензора кривизны R(g), тензора Риччи Ric(g) и скалярной кривизны s(g)
от метрики g ∈M вытекает из следующей теоремы Н. Коисо.

Теорема 7.2 (см. [163]). Если s > n/2, то отображение

D :Ms+1 ×Hs+1(T p
q M)→ Hs(T p

q+1M),

определенное формулой D(g, ξ) = ∇gξ является класса C∞.

Доказательство использует теорему 1.2. Пусть g0 —некоторая фиксированная C∞-метрика на
M . Для Hs-метрики g на M определим тензорное поле T (g) на M формулой

T (g)(X,Y ) = (∇g)XY − (∇g0)XY.
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Тогда мы имеем

T (g)k
ij =

1
2
gkl ((∇g0)iglj + (∇g0)jgli − (∇g0)lgij) ,

D(g, ξ)i1...ip
j0...jq

−D(g0, ξ)
i1...ip
j0...jq

= −
q∑

a=1

T (g)t
j0ja

ξ
i1...ip
j1...ja−1tja+1...jq

+
p∑

b=1

T (g)ib
j0kξ

i1...ib−1kib+1...ip
j1...jq

.

По определению Hs-топологии, отображение g → (∇g0)g является C
∞-отображением пространства

Ms+1 в Hs(T 0
3 (M)). Тогда по теореме 1.2 отображение g → T (g) изMs+1 в Hs(T 1

2 (M)) является
класса C∞. Аналогично отображение Hs(T 1

2 )×Hs+1(T p
q )→ Hs(T p

q+1), (T (g), ξ)→ D(g, ξ)−D(g0, ξ)
является класса C∞. Но отображение ξ → D(g0, ξ) есть линейное непрерывное отображение из
Hs+1(T p

q ) в Hs(T p
q+1), следовательно, отображение (T (g), ξ) → D(g, ξ) является класса C∞. В

итоге мы получаем отображение D как композицию C∞-отображений.

Следствие 7.3 (см. также [198]). Если s > n/2, то отображение (g, f) → Δgf есть C∞-
отображение изMs+1 ×Hs+2(M,R) в Hs(M,R).

Пусть (δgh)i = −∇jh
ij —оператор ковариантной дивергенции и αg(X) = 1

2(∇iXj +∇jXi).

Следствие 7.4. Если s > n/2, то отображение (g, h)→ δgh есть C∞-отображение изMs+1×
Ss+1

2 в Γs(TM).

Следствие 7.5. Если s > n/2, то отображение (g,X) → αg(X) есть C∞-отображение из
Ms+1 × Γs+1(TM) в Ss

2.

Следствие 7.6. Если s > n/2, то отображения g → R(g), Ric(g), s(g) есть C∞-отображения
изMs+2 в Hs(T 1

3M), Hs(S2M), Hs(M,R) соответственно.

Достаточно доказать гладкость g → R(g). Из предыдущих формул получаем,

R(g)l
ijk −R(g0)l

ijk = (∇g0)i(T (g))l
jk − (∇g0)j(T (g))l

ik + T (g)l
imT (g)m

jk − T (g)l
jmT (g)m

ik.

Применяя теорему 1.2, получаем гладкость отображения g → R(g).
Дифференциал отображения Ric :M→ S2 хорошо известен [5, 172]:

dg Ric(h) =
1
2
(ΔLh− 2δ∗gδgh−Hess(trh)), (7.6)

где
ΔLh = Δh+ Ricik hk

j + Ricjk hk
i − 2Rikjl h

kl

– лапласиан Лихнеровича, а Δh— грубый лапласиан, Δh = δgΔh = −∇l∇lhij . Таким образом,
ΔL = Δ + K. Напомним, что гессиан Hess(f) определяется как ковариантный дифференциал 1-
формы df , Hess(f) = ∇(df). Тогда из определения гессиана вытекают равенства Hess(f)(X,Y ) =
∇(df)(X,Y ) = 〈∇Xdf, Y 〉 = X(Y (f))− (∇XY )f и его симметричность.

Из свойства η∗(Ric(g)) = Ric(η∗(g)) сразу следует, что для любого векторного поля X на M
имеет место равенство LX(Ric(g)) = dg Ric(LXg).

Сопряженный оператор для dg Ric имеет вид [5]:

dg Ric∗(h) =
1
2

(
ΔLh− 2δ∗gδgh− δg(δg(h))g

)
. (7.7)

Рассмотрим отображение скалярной кривизны s : M → C∞(M,R), g → s(g) следуя работам
А. Фишера и Дж. Марсдена [109,110]. Как показано выше, это отображение является ILH-гладким
(следствие 7.6). Из свойства η∗(s(g)) = s(η∗(g)) сразу следует, что для любого векторного поля X
на M имеет место равенство LX(s(g)) = dgs(LXg). Если s > n/2, то отображение s продолжается
до C∞-отображения Ms+2 → Hs(M,R). Дифференциал отображения s также хорошо известен
[5, 172]:

dgs(h) = γg(h) = Δg(trh) + δgδgh− g(h,Ric(g)), (7.8)

где Δgf = δgdf = −∇i(dif)—лапласиан. Сопряженный оператор для γg имеет вид [5]:

γ∗g (f) = gΔg(f) + Hessg f − f Ric(g). (7.9)
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Оператор γ∗g имеет инъективный символ, σt(γ∗g )(u) = (−g‖t‖2 + t ⊗ t)u при n � 2. Поэтому для
пространства S2 получаем разложение Берже-Эбина:

S2 = Ker γg ⊕ Im γ∗g , (7.10)

h = h̃+ (gΔg(f) + Hessg f − f Ric(g)),

где Δg(tr h̃) + δgδgh̃ − g(h̃,Ric(g)) = 0. Разложим компоненту h̃ по классическому разложению
Берже-Эбина, h̃ = h̃0 + LXg, тогда:

h = h̃0 + LXg + gΔg(f) + Hessg f − f Ric(g), (7.11)

где
δg(h̃0) = 0, Δg tr h̃0 − h̃Ric(g) = 0.

Поскольку оператор γ∗g имеет инъективный символ, то оператор γgγ
∗
g является эллиптическим.

Следовательно, его ядро конечномерно и Ker γgγ
∗
g = Ker γ∗g . Поэтому имеет место следующее

ортогональное разложение пространства функций:

C∞(M,R) = Im γg ⊕Ker γ∗g . (7.12)

Определение 7.1. Метрику g назовем сингулярной, если отображение dgs = γg не сюръективно.

Из разложения (7.12) следует, что для сингулярной метрики Ker γ∗g �= 0, т.е. существует нетри-
виальное решение уравнения

Hessg f = f Ric(g)−Δg(f)g. (7.13)
Легко видеть, что если (M, g)—риччи плоское, Ric(g) = 0, то константы являются решениями
уравнения (7.13), тогда Ker γ∗g �= 0 и поэтому отображение dgs = γg не сюръективно. В работе
[109] показано, что отображение dgs = γg не сюръективно также в случае, когда M является
стандартной сферой. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

Пусть f —решение уравнения (7.13). Если возьмем след в (7.13), то учитывая, что tr Hessg f =
∇i(dif) = −Δgf , получаем,

(n− 1)Δg(f) = s(g)f. (7.14)
Поэтому, если скалярная кривизна постоянна, решение f является собственной функцией опера-
тора Лапласа с собственным значением s(g)/(n − 1). В частности, если s(g) = 0, то Δg(f) = 0,
f = const. Тогда в случае Ric(g) �= 0 из (7.13) следует, что f = 0. В этом случае оператор dgs = γg

сюръективен.
В работах [73, 109] показано, что если Ric(g) �= 0 и если существует нетривиальное (не равное

нулю тождественно) решение f уравнения (7.13), то s(g) является положительной константой.
Таким образом мы получаем следующий результат, показывающий, что отображение скалярной
кривизны s :Ms → Hs−2(M,R) локально почти всегда сюръективно.

Теорема 7.7 (см. [73, 109]). Пусть g ∈Ms, s > n/2 + 1 и предположим, что
1) s(g) не является положительной константой и
2) если s(g) = 0, то Ric(g)—не равен тождественно нулю.

Тогда s :Ms → Hs−2(M,R) отображает окрестность элемента g на окрестность s(g).

Следствие 7.8. Пусть (M, g)—замкнутое многообразие, допускающее нетривиальное реше-
ние уравнения (7.13). Тогда (M, g) либо риччи-плоское и Ker γ∗g = R, либо s(g) есть положи-
тельная константа и s(g)/(n− 1) есть собственное значение оператора Лапласа.

В случае стандартной сферы M = Sn радиуса r0 с метрикой g0 имеем:

Ric(g0) =
n− 1
r20

g0, s(g0) =
n(n− 1)

r20
.

Тогда f ∈ Ker γ∗g , если и только если [109]

Hess f =
(

Ric(g0)− 1
n− 1

s(g0)g0

)
f = − f

r20
g0 .



ПРОСТРАНСТВА РИМАНОВЫХ МЕТРИК 103

Но собственные функции лапласиана с первым ненулевым собственным значением n/r20 также
удовлетворяют уравнению Hess f = −(f/r20)g0. Следовательно оператор dgs = γg не сюръективен и
Ker γ∗g = {f ∈ Hs(M,R); Δf = (n/r20)f}. Обратно, по теореме Обаты [197], риманово многообразие
(M, g), допускающее нетривиальное решение уравнения Hess f = −c2fg, изометрично стандартной
сфере радиуса 1/c.

Если s(g) = const > 0 и γg не сюръективно, то существует [109] нетривиальное решение f
уравнения

Hess f =
(
Ric(g)− (n− 1)−1s(g)g

)
f . (7.15)

Это уравнение аналогично уравнению Обаты и естественно предположить, что из существования
нетривиального решения последнего уравнения следует, что многообразие есть стандартная сфера.
На основе этого А. Фишер и Дж. Марсден высказали гипотезу [109]:

Гипотеза 1. Если уравнение Hess f = (Ric(g)− s(g)g/(n− 1))f допускает нетривиальное реше-
ние, то (M, g) либо риччи-плоское, либо является стандартной сферой.

Поскольку недоказанной осталась вторая альтернатива, то данная гипотеза может быть сфор-
мулирована так:

Гипотеза 2. Если g— сингулярная метрика положительной скалярной кривизны, то многообра-
зие (M, g) есть стандартная сфера.

Контрпримеры к гипотезе Фишера—Марсдена приведены в работах [158,165]. Во всех контрпри-
мерах многообразие (M, g) содержало вполне геодезическую (n− 1)-сферу. То, что это есть общее
явление, установлено пока только для трехмерных многообразий [221].

Теорема 7.9. Если g— сингулярная метрика на трехмерном замкнутом многообразии M
положительной скалярной кривизны s(g), то (M, g) содержит вполне геодезическую 2-сферу.

Для гладкой функции ρ(x) на многообразии M и для s > n/2 + 1 рассмотрим пространства
метрик предписанной скалярной кривизны ρ(x):

Ms
ρ = {g ∈Ms; s(g) = ρ}, Mρ = {g ∈M; s(g) = ρ}.

Из теоремы 7.7 можно получить условия на ρ, при которыхMs
ρ является подмногообразием вMs.

Теорема 7.10 (см. [109]). Пусть ρ— гладкая функция на M и s > n/2 + 1. Если либо:
(a) dimM = 2, либо
(b) dimM � 3 и ρ не является константой � 0,

тоMs
ρ (соответственно,Mρ) является C∞-подмногообразием вMs (соответственно, вM).

Если dimM � 3, ρ = 0, g ∈Ms
0 (соответственно, g ∈M0) и Ric(g) �= 0 (или, если dimM = 3,

g—неплоская), тогда Ms
0 (соответственно, M0) является C∞-подмногообразием в окрест-

ности элемента g.

А. Лихнерович показал [173], что для спинорного многообразия с ненулевым Â-родом простран-
ство Mρ пустое в случае ρ � 0, ρ �= 0. Вопрос о том, какие функции могут служить скалярной
кривизной метрики исследован в работах Каждана и Уорнера [148–151].

Теорема 7.11. Компактные многообразия M и n � 3 делятся на три класса:
(a) любая C∞-функция на M является скалярной кривизной некоторой C∞-метрики;
(b) функция наM является скалярной кривизной некоторой метрики тогда и только тогда,

когда она тождественно равна нулю или отрицательна в некоторой точке (при этом
любая метрика нулевой скалярной кривизны является риччи-плоской);

(c) функция наM является скалярной кривизной некоторой метрики тогда и только тогда,
когда она отрицательна в некоторой точке.

Рассмотрим многообразиеMs
0 = {g ∈Ms; s(g) = 0} метрик нулевой скалярной кривизны. Этот

случай особый, поскольку отображение скалярной кривизны не будет субмерсией в тех точках g
изMs

0, в которых Ric(g) = 0. ТогдаMs
0 может не быть многообразием в этих точках.
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Для λ ∈ R, s > n/2 + 1, пусть Es
λ = {g ∈ Ms; Ric(g) = λg} есть пространство эйнштейновых

метрик кривизны Риччи, равной λ. Тогда множество Es
0 = {g ∈ Ms; Ric(g) = 0} риччи-плоских

метрик есть часть сингулярного множества для отображения s(g). Тогда из теоремы 7.10 следует,
чтоMs

0 \ Es
0 есть гладкое подмногообразие вMs.

Пусть FMs —множество плоских Hs-римановых метрик и Hs−1 —множество плоских римано-
вых связностей. Группа диффеоморфизмов Ds+1 естественным образом действует на пространстве
Hs−1.

Теорема 7.12 (см. [109]). Пусть Γ ∈ Hs−1, s > n/2 + 1. Тогда существует диффеоморфизм
η ∈ Ds+1 такой, η∗Γ ∈ H, т.е. η∗Γ есть гладкая риманова связность. Аналогично, если gF ∈
FMs, то существует диффеоморфизм η ∈ Ds+1 такой, η∗gF ∈ FM, пространству плоских
C∞-римановых метрик.

Теорема 7.13 (см. [109]). Если M допускает плоскую Hs-риманову метрику gF ∈ FMs, s >
n/2 + 1, тогда каждая метрика g ∈Ms нулевой кривизны Риччи является плоской.

Тогда если FMs �= ∅, то Es
0 = FMs, так что Ms

0 − Es
0 = Ms

0 − FMs есть гладкое под-
многообразие в Ms. Пространство FMs имеет интересную структуру. Для Γ ∈ Hs−1 пусть
Is+1
Γ = {η ∈ Ds+1; η∗Γ = Γ}— группа аффинных преобразований связности Γ.
Пусть FMs

Γ = {g ∈ FMs; Γ(g) = Γ}—множество плоских римановых метрик, у которых
связность Леви-Чивита есть Γ. Как известно, если g ∈ Ms и η ∈ Ds+1, то для связности Γ(g)
имеем свойство: Γ(η∗g) = η∗Γ(g). Тогда если η ∈ Is+1

Γ и g ∈ FMs
Γ, то Γ(η∗g) = η∗Γ(g) = η∗Γ = Γ.

Поэтому η∗ ∈ FMs
Γ. Получаем, что группа Is+1

Γ действует на FMs
Γ, A : Is+1

Γ × FMs
Γ → FMs

Γ и
это действие непрерывно.

Для g ∈ Ms пусть Is+1
g = {η ∈ Ds+1; η∗g = g}— группа изометрий метрики g и пусть Is+1

0g —
связная компонента единицы. Поскольку M компактно, то Is+1

0g = Is+1
0Γ(g). Тогда Is+1

0Γ является
общей нормальной группой изотропии для всех g ∈ FMs

Γ. Действие A не эффективно, но если мы
возьмем группу D = Is+1

Γ /Is+1
0Γ , то получим эффективное действие Ã : D ×FMs

Γ → FMs
Γ группы

D.
Заметим, что если g ∈ FMs

Γ, η ∈ Is+1
Γ и η /∈ Is+1

g , тогда η∗g ∈ FMs
Γ, но η

∗g �= g. Получаем, что
η∗g и g—различные изометричные метрики в FMs

Γ. Тогда FMs
Γ пересекает орбиту Og только в

одном классе из Is+1
Γ /Is+1

g .

Теорема 7.14. Пусть Γ ∈ Hs−1, s > n/2 + 1. Тогда пространство Hs−1 плоских римановых
Hs−1-связностей гомеоморфно однородному пространству Ds+1/Is+1

Γ . Для определенного выше
действия Ã ассоциированное однородное расслоение есть

π : FMs → Hs−1 ≈ Ds+1/Is+1
Γ ,

где проекция есть π(g) = Γ(g) и слои π−1(Γ) = FMs
Γ являются конечномерными многообра-

зиями. Таким образом, FMs есть пространство обнородного расслоения и, кроме того, FMs

есть гладкое замкнутое подмногообразиеMs.

Замечание (см. [109]). Имеют место следующие взаимно однозначные соответствия

FMs/Ds+1 = FMs
Γ/I

s+1
Γ = FMs

Γ/D.

Хотя FMs
Γ конечномерное многообразие, пространство FMs

Γ/D не является многообразием, по-
скольку действие Ã : D × FMs

Γ → FMs
Γ не является свободным. В [242] Вольф явно описал

множество FMs
Γ/D в виде двойного фактора. Например, если Γ—плоская риманова связность на

торе Tn, то

FMΓ = O(n) \GL(n,R), IΓ = Tn ·GL(n,R),

D = IΓ/I0Γ = GL(n,Z), FMΓ/D = O(n) \GL(n,R)/GL(n,Z).

В работе [109] найдены касательные пространства к многообразиям FMs и FMs
Γ.
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Теорема 7.15. Для g ∈ FMs, s > n/2 + 1 пусть Γ(g) = Γ— связность Леви-Чивита g. Тогда
TgFMs

Γ = {h ∈ Ss
2; ∇h = 0} = S

‖s
2 – пространство параллельных симметрических 2-форм и

TgFMs = S
‖s
2 ⊕ αg(Γs+1(TM)).

Теорема 7.16 (см. [109]). Пусть gF ∈ FMs, s > n/2 + 1. Тогда существует окрестность
UgF ⊂Ms такая, что если g ∈ UgF и s(g) � 0, тогда g также является плоской.

Теорема 7.17 (см. [109]). Пусть s > n/2 + 1, dimM � 3, и если M � 4, предположим что
FMs �= ∅. ТогдаMs

0 = (Ms
0−FMs)∪FMs есть дизьюнктное объединение замкнутых гладких

подмногообразийMs
0 −FMs и FMs.

Замечание. Если dimM = 2, тоMs
0 = FMs также является гладким подмногообразием.

8. РИМАНОВЫ ФУНКЦИОНАЛЫ

Функционалы на пространстве римановых метрик изучаются давно. Еще Д. Гильберт показал
[139], что уравнения общей теории относительности можно получить исходя из действия g →
A(g) =

∫
M s(g)dμ(g), где s(g)— скалярная кривизна. Римановым функционалам посвящена глава

4 книги Бессе [5]. Кроме того, имеется замечательный обзор Д. Блэра [63], в котором эта тема
занимает достойное место. Поэтому в данной работе рассмотрим только основы этой теории.

Определение 8.1. Вещественная функция F на пространствеM называется римановым функ-
ционалом, если F (η∗g) = F (g) для любого диффеоморфизма η ∈ D и метрики g ∈M.

Таким образом, риманов функционал определен на фактор-пространстве M/D классов изомет-
ричных метрик.

Определение 8.2. Риманов функционал F называется дифференцируемым, если он имеет диф-
ференцируемое продолжение F :Ms → R при любом s � r для некоторого целого r � 0.

Относительно слабого скалярного произведения (3.9) дифференциалу dgF соответствует по те-
ореме Рисса вектор grad F , лежащий вообще говоря в пространстве H0(S2(M)) 2-форм класса
L2. Нас будут интересовать те функционалы, для которых вектор grad F будет класса C∞.
Определение 8.3. Риманов функционал F обладает градиентом в точке g, если существует

элемент grad F ∈ S2, такой, что для любого h ∈ S2 выполняется равенство

dgF (h) = (grad F, h)g.

Если F обладает градиентом в каждой точке, то отображение g → grad Fg задает векторное
поле на M. Риманов функционал принимает постоянное значение на каждой орбите Og, поэтому
его градиент ортогонален орбитам. Тогда из разложения Берже-Эбина следует

Теорема 8.1. Если риманов функционал F обладает градиентом точке g, то

δg(grad Fg) = 0.

Функционал F на пространствеM называется полностью инвариантным, если F (η∗g) = F (g)
для любого диффеоморфизма η ∈ D и метрики g ∈ M и F (λg) = F (g) для любого λ ∈ R

+

и метрики g ∈ M. Риманово многообразие (M, g) называется критическим, если grad Fg = 0
для любого гладкого полностью инвариантного функционала F : M → R. В работе Д. Бликера
[68] показано, что многообразие (M, g) является критическим тогда и только тогда, когда оно
однородное изотропно неприводимое риманово многообразие.

Простейшим римановым функционалом является полный объем Vol(M, g) риманова многообра-
зия (M, g). В настоящее время известно достаточно много интересных римановых функционалов.
Следуя Берже [54], определим следующие функционалы:

A(g) =
∫

M

s(g)dμ(g), B(g) =
∫

M

s(g)2dμ(g),

C(g) =
∫

M

|Ric(g)|2dμ(g), D(g) =
∫

M

|R(g)|2dμ(g),
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где dμ(g)—риманов элемент объема. Уравнения для критических метрик этих функционалов на
пространствеM1 метрик единичного полного объема получены Берже [54]. Они имеют вид:

Aij = cAgij , Bij = cBgij , Cij = cCgij , Dij = cDgij ,

где cA, cB, cC , cD —подходящие константы, а тензоры Aij , Bij , Cij , Dij задаются формулами

Aij = −Ric(g)ij +
1
2
sgij ,

Bij = 2∇i∇js− 2∇t∇ts gij − 2sRicij +
1
2
s2gij ,

Cij = ∇i∇js−∇t∇t Ricij −1
2
∇t∇ts gij − 2Ritsj Ricts +

1
2

Ricts Ricts gij ,

Dij = 2∇i∇js− 4∇t∇t Ricij +4 Ricit Rict
j −4Ritsj Ricts−2RtsriR

tsr
j +

1
2
RtsrqR

tsrqgij .

В этих формулах компоненты тензора кривизны считаются определенными равенством Rijk
l∂l =

[∇i,∇j ]∂k. Константы принимают вполне определенные значения, например cA = n−2
2n s, а константа

cD в уравнении Dij = cDgij критических точек функционала D имеет вид

cD = − 2
n
∇t∇ts+

(
1
2
− 2
n

)
RijklR

ijkl.

Критические метрики, указанных выше функционалов рассматривались в работах [190,245] для
многообразий римановой субмерсии и для многообразий Сасаки.

8.1. Функционал полной скалярной кривизны A(g) =
∫
M s(g)dμ(g). Поскольку интеграл яв-

ляется линейным отображением, то для нахождения дифференциала функционала A(g) нуж-
но продифференцировать подынтегральное выражение. Используя уже найденные выражения,
dgs(h) = γg(h) = Δg(trh) + δgδgh − g(h,Ric(g)), dg vol(h) = 1

2 trHμ(g) = 1
2(h, g) и учитывая

дивергентный вид первых слагаемых в dgs(h), получаем для любого h ∈ S2:

dgA(h) =
∫

M

g

(
−Ric(g) +

1
2
g, h

)
dμ(g). (8.1)

Поэтому риманов функционал A(g) обладает градиентом и grad A(g) = −Ric(g) + 1
2g.

Функционал A(g) является однородным степени n/2− 1. Тогда функционал

Sc(g) =
A(g)

Vol(M, g)(n−2)/n

является однородным степени 0, или полностью инвариантным.
Обычно функционал A(g) рассматривают на пространстве M1 метрик одного полного объема,

равного единице. Касательное пространство TgM1 к многообразию M1 состоит из всех гладких
симметричных 2-форм h с нулевым средним следом:

∫
M trg(h) dμg = 0, L2-ортогональное допол-

нение к TgM1 в пространстве S2 состоит из 2-форм, пропорциональных g, h = cg, c ∈ R. Поэтому
имеет место

Теорема 8.2. Пусть M — замкнутое ориентируемое гладкое многообразие и M1 —про-
странство метрик одного полного объема, равного единице. Тогда метрика g ∈M1 является
критической для функционала A(g) наM1 тогда и только тогда, когда g—эйнштейнова.

Эйнштейновым метрикам посвящено энциклопедическое издание А. Бессе [5].
Вопрос о существовании критических точек функционала A(g) достаточно трудный. В размерно-

сти 4 имеется (см. напр. [5]) топологическое препятствие к существованию эйнштейновых метрик:
|σ(M)| � 2

3χ(M), где σ и χ— сигнатура и эйлерова характеристика соответственно. Вопрос о
том, является ли эйншейнова метрика точкой минимума функционала A(g) решается отрицатель-
но. Берже установил [54], что существуют такие эйншейновы метрики g, что функционалы A(g)
и −A(g) имеют положительный индекс. Под индексом критической метрики понимается размер-
ность пространства, на котором второй дифференциал d2A(g) отрицательно определен. Индекс
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считается положительным, если существует положительное число независимых направлений, на
которых d2A(g) < 0. Муто [185] доказал, что что функционалы A(g) и −A(g) имеют положи-
тельный индекс в каждой критической точке. Известно, что infg A(g) = −∞ при n = dimM � 3.
Поэтому не существует минимизирующей последовательности. Однако можно использовать ми-
нимаксную последовательность. А именно, минимизировать A(g) в конформном классе, а затем
максимизировать среди конформных классов. Более подробно об этом см. [45,246]. При изучении
проблемы Ямабе существования метрики постоянной скалярной кривизны в конформном классе, в
работах [5, 101,213] установлены следующие факты.

Теорема 8.3. Риманова метрика g является критической точкой функционала A(g) на кон-
формном классе Pg тогда и только тогда, когда g имеет постоянную скалярную кривизну.

Теорема 8.4 (см. [213]). Для данного риманова многообразия (M, g) функционал

Sc(g) = A(g)/Vol(M, g)(n−2)/n (8.2)

достигает минимума в конформном классе Pg.
Из теорем 8.3 и 5.4 следует [5]

Теорема 8.5. Пусть g—риманова метрика постоянной скалярной кривизны c и такая, что
s(g)/(n − 1) не является собственным значением оператора Лапласа. Если g является кри-
тической точкой функционала A(g) на пространстве M1,c метрик постоянной скалярной
кривизны c и объема 1, то g—эйнштейнова.

8.2. Функционал B(g) =
∫
M s(g)2dμ(g). Данный функционал успешно использовался Кала-

би [77–79] при изучении экстремальных кэлеровых метрик. Пусть ω—кэлерова форма и [ω] ∈
H1,1(M,R)— ее класс когомологий ДеРама. Рассмотрим множество M[ω] кэлеровых метрик, у
которых фундаментальная 2-форма принадлежит классу [ω]. Калаби определил экстремальные
кэлеровы метрики как критические для функционала B(g) на пространстве M[ω]. Использование
данного функционала мотивируется тем, что для класса метрик M[ω] полный объем Vol(M, g) и
полная скалярная кривизна A(g) являются постоянными. Пдробнее об экстремальных кэлеровых
метриках см. §10 и книгу Бессе [5].

Для функционала B(g) на пространстве M1 Ким [156] показал, что если M = B ×f F —ком-
пактное скрещенное произведение и g—критическая метрика, тогда либо многообразие является
римановым произведением, либо слой F имеет постоянную скалярную кривизну.

8.3. Функционал D(g). Он определяется как интеграл от квадрата нормы тензора кривизны
R(g),

D :M→ R, D(g) =
∫

M

|R(g)|2dμ(g). (8.3)

Функционал D(g) рассматривался в работах Muto [186–190] и в работе Андерсона [45]. В раз-
мерности 4 эйнштейновы метрики и конформно плоские метрики с нулевой скалярной кривизной
являются критическими для D(g). Из работы [52] (см. также Бессе [5]) вытекает топологическое
препятствие для существования таких метрик.

Теорема 8.6. Пусть M —компактное ориентируемое четырехмерное многообразие. Эйн-
штейновы метрики дают абсолютный максимум функционала D(g) и этот максимум есть
8π2χ(M). Конформно плоские метрики с нулевой скалярной кривизной дают абсолютный ми-
нимум функционала D(g) и этот минимум есть −8π2χ(M).

В обратном направлении получен следующий результат [166].

Теорема 8.7. Пусть (M, g)—компактное ориентируемое четырехмерное риманово многооб-
разие. Если g является критической для функционала D(g) и имеет неположительную секци-
онную кривизну, то g—эйнштейнова.
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В работе [187] Муто показал, что если (M, g, J)– компактное кэлерово многообразие постоянной
положительной голоморфной секционной кривизны, то g является критической для функционала
D(g). В этой же работе показано, что каноническая инвариантная метрика на компактной полупро-
стой группе Ли является критической для функционала D(g). Для многообразий, диффеоморфных
сфере получен [186, 189] следующий результат.

Теорема 8.8. Пусть M —многообразие, диффеоморфное сфере Sn. Тогда функционал D(g)
имеет локальный минимум в метриках постоянной положительной кривизны.

Для прямого произведения многообразий (M, g) = (M1 ×M2, g1 × g2) Muto [188] показал, что g
является критической для функционала D(g) наM тогда и только тогда, когда g1 и g2 гомотетичны
метрикам, которые являются критическими для функционала D(g) на M1 и M2 и поточечные нор-
мы тезоров кривизны удовлетворяют соотношению |R1|2/n1 = |R2|2/n2, где n1 и n2 —размерности
многообразий M1 и M2.

В работе [189] Муто отмечает следующий факт. Пусть M диффеоморфно произведению сфер
Sn × Sm. Рассмотрим риманову метрику g12 ∈ M1 такую, что (M, g12) = (Sn, g1) × (Sm, g2), где
g1 и g2 —метрики постоянной положительной скалярной кривизны, равной s1 и s2 соответственно.
Тогда метрика g12 является критической метрикой функционала D(g) тогда и только тогда, когда
s21/n

2(n − 1) = s22/m
2(m − 1). Однако эта метрика g12 не дает локальнуй минимум функционала

D(g) если n > 2 и m > 2.
В работах [188, 189] Муто приводит интересное замечание относительно нижней границы зна-

чений функционала D(g). Пусть M есть произведение сферы Sn, n � 2 и тора Tm, m � 1
с метрикой g1 постоянной кривизны на сфере Sn и плоской метрикой g2 на торе Tm. Ес-
ли (M, g) = (Sn, α2g1) × (Tm, β2g2) и если αnβm = 1, тогда g ∈ M1. Муто показал, что
D(g) = α−4D(g1 × g2). Из этого выражения следует, поскольку α может принимать произвольные
значения, что infD(g) = 0, хотя Sn × Tm не допускает плоской метрики.

8.4. Функционал DW (g). Он определяется как интеграл от квадрата нормы тензора Вейля
W (g),

DW :M→ R, C(g) =
∫

M

|W (g)|2dμ(g). (8.4)

Напомним, что на четырехмерном римановом многообразии оператор Ходжа ∗ действует на 2-
формах как инволюция. Соответствующее разложение Λ2(M) на ±1-собственные подпространства
индуцирует разложение тензора кривизны Вейля W на две компоненты W = W+ +W−. Метрика
является конформно полуплоской, если W+ или W− есть нуль. Критическими точками функци-
онала DW (g) являются метрики, конформные эйнштейновым метрикам и конформно полуплоские
метрики (при условии, что M ориентируемо). При этом, конформно полуплоские метрики реализу-
ют абсолютный минимум функционала DW (g), равный 12π2|τ |, где τ – сигнатура четырехмерного
многообразия M . Дополнительную информацию о свойствах этого функционала можно найти в
книге А. Бессе [5] (глава 4).

В работе [159] О. Кобаяси изучал следующий функционал

ν(g) = (2/n)
∫

M

|W |n/2dμg, (8.5)

инвариантный также относительно конформных преобразований. Если dimM � 3, то ν(g) = 0. В
размерности 4 имеем, ν(g) = DW (g)/2. Если dimM = n � 4, то supg ν(g) = +∞. В четырехмерном
случае найдены первая и вторая вариации функционала ν(g). О. Кобаяси [159] получил оценки
снизу для ν(g) через первое число Понтрягина p1[M ], сигнатуру τ и эйлерову характеристику χ
многообразия M .

Теорема 8.9. Если dimM = 4, то |p1[M ]| � ν(g)/8π2 для всех g ∈ M. Если, дополнительно,
M ориентировано, то |τ | � ν(g)/24π2 для всех g ∈ M. Равенства имеют место только в том
случае, когда g является конформно полуплоской.
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Теорема 8.10. Если dimM = 4 и g ∈ M есть кэлерова метрика. Тогда ν(g) � 24π2|τ | +
16
3 π

2 min{2χ − 6τ, 2χ + 3τ}. Равенства имеют место только в том случае, когда g является
кэлеровой эйнштейновой метрикой.

В работе [159] рассматривался также вопрос о стабильности критических точек функционала
ν(g) на произведении сфер S2 × S2.

Функционал ν(g) позволяет определить следующий инвариант римановых многообразий:

ν(M) := inf{ν(g); g ∈M}. (8.6)

В работе [159] показано, что если на M свободно действует S1, то ν(M) = 0. Если M1 и M2 —
многообразия одной размерности, ν(M1	M2) � ν(M1) + ν(M2).

Если многообразиеM допускает конформно плоскую метрику, то очевидно, ν(M) = 0. Обратное
не верно. Действительно, многообразие M = Sn × Tm допускает свободное действие S1, поэтому
ν(M) = 0. В то же время известно, что это многообразие не имеет конформно плоских метрик
[164]. В работе [159] установлен следующий результат

Теорема 8.11. Пусть M —компактное четырехмерное многообразие.
(i) Если M допускает эйнштейнову метрику, то ν(M) � 16π2χ.
(ii) Если M допускает эйнштейнову метрику неотрицательной секционной кривизны, то

ν(M) � (64/5)π2χ.

8.5. Другие римановы функционалы. Достаточно широкий класс образуют римановы функ-
ционалы вида

I(g) =
∫

M

f(g)dμg, (8.7)

где f есть скалярное поле на M , которое локально выражается в виде гладкой функции от компо-
нент gij метрического тензора g и производных от gij некоторого конечного порядка. В работе [187]
Муто установил общий признак для критических метрик функционала (8.6). Он нашел тензор T ,
такой, что условие критичности метрики g выражается в пропорциональности тензора T метрике
g. В работе Патерсона Е. [204] получены явные выражения для тензора T в случае, когда f(g)
является подынтегральным выражением в формуле Гаусса-Бонне. Напомним, что теорема Гаусса-
Бонне [9] утверждает, что

∫

M

Gmdμg =
(−1)m22mπmm!

(2m)!
χ(M), (8.8)

где n = 2m—размерность многообразия, χ(M)—эйлерова характеристика и подынтегральное
выражение локально имеет вид

Gm = δj1j2...j2m
i1i2...i2m

Ri1i2
j1j2 . . . R

i2m−1i2m
j2m−1j2m , (8.9)

где δj1j2...j2m
i1i2...i2m

= det(δjβ

iα
)—обобщенный символ Кронекера. В частности, G1 = −2s(g), G2 = 4(s2 −

4|Ric |2 + |R|2).
Определим тензорное поле Gm не только для m = n/2, но и для любого m � n/2 формулой

(8.9) (Gm = 0 для m > n/2). В этом случае

I(g) =
∫

M

φ(Gm)dμg, (8.10)

где φ – гладкая функция, является римановым функционалом. Такие функционалы рассматрива-
лись в работах [54, 174,204].

Положим

Sjk
hi = δjkj3...j2m

hii3...i2m
Ri3i4

j3j4 . . . R
i2m−1i2m

j2m−1j2m , m > 1, Sjk
hi = δjk

hi , m = 1, (8.11)

Ej
i = δjj1...j2m

ii1...i2m
Ri1i2

j1j2 . . . R
i2m−1i2m

j2m−1j2m , Sjk
hi = δjk

hi , (8.12)
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Теорема 8.12 (см. [204]). Метрика g является критической для функционала I(g) =∫
M φ(Gm)dμg тогда и только тогда, когда

1
2
φ(Gm)gij +

1
2
φ′(Gm)(Eij −Gmgij) + 2m(∇b∇dφ

′(Gm))Scd
ib gcj = cgij

для некоторой константы c.

Теорема 8.13 (см. [204]). Метрика g является критической для функционала I(g) =∫
M Gmdμg тогда и только тогда, когда Eij = cgij для некоторой константы c. Кроме то-
го, если m < n/2, то Gm является константой на M .

В работе [204] рассмотрены также более общие подынтегральные выражения и предложено
понятие обобщенной метрики Эйнштейна.

В работе [49] рассмотрен функционал, который равен сумме функционалов полной скалярной
кривизны и полной средней кривизны для компактного многообразия с границей,

F (g) =
n− 1

4(n− 1)

∫

M

s(g)dμg +
n− 2

2

∫

∂M

hdσ. (8.13)

Такой функционал рассматривался в работах [102–104] в связи с обобщениями проблемы Ямабе
для многообразий с границей. В работе [49] изучались критические точки функционала (8.12) на
множестве метрикMa,b = {g : aVol(M, g) + bArea(∂M, g) = 1}.
Теорема 8.14 (см. [49]). Метрика g является критической для функционала F (g) на про-

странстве Ma,b тогда и только тогда, когда g является эйнштейновой с омбилической гра-
ницей постоянной средней кривизны, при этом скалярная кривизна s и средняя кривизна h
удовлетворяют соотношению bs = 2nah.

Пусть Δg(u) = div(grad(u))—оператор Лапласа—Бельтрами. Положим

Lgu = −4(n− 1)
n− 2

Δgu+ s(g)u. (8.14)

Пусть λ1(g)—первое собственное значение оператора Lg, g ∈ M. Свойства функционала λ1(g)
исследовались в работах Каждана и Уорнера [148, 150]. В частности, в работе [150] получены
следующие результаты.

Теорема 8.15. Пусть M —компактное связное многообразие размерности n � 3. Тогда

1) Критические точки функционала λ1(g) на пространствеM1 являются метриками Эйн-
штейна.

2) Знак λ1(g) является конформным инвариантом.
3) НаM можно ввести метрику с положительной (соответственно с нулевой, отрицатель-
ной) скалярной кривизной, поточечно конформную метрике g, тогда и только тогда,
когда λ1(g) > 0 (соответственно λ1(g) = 0, λ1(g) < 0).

4) Для введения на M метрики с λ1(g) > 0 и λ1(g) = 0 существуют топологические пре-
пятствия.

5) На любом многообразии M можно ввести метрику g с λ1(g) < 0.
6) Если M допускает метрику g+ с λ1(g+) > 0, то оно допускает метрику g с λ1(g) = 0.

Другие собственные числа оператора Лапласа также являются римановыми функционалами.
Спектр оператора Лапласа Δg определяет многие геометрические свойства риманова многооб-
разия (M, g). Однако существуют изоспектральные, но не изометричные многообразия. В рабо-
те [180] Милнор построил два неизометричных тора размерности 16 с одним и тем же спек-
тром (относительно примера Милнора см. также [177] и [33, с. 171]). По теме спектральной
геометрии имеется обширная литература. Отметим некоторые из работ данного направления:
[53,55, 127, 130, 177, 180, 182].
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9. ПРОСТРАНСТВА АССОЦИИРОВАННЫХ РИМАНОВЫХ МЕТРИК

9.1. Пространства ассоциированных метрик и почти комплексных структур. Если на много-
образии M задана почти комплексная структура J , то метрику на M естественно взять эрмитовой.
Хорошо известно [9], что J-эрмитовы метрики существуют, но определяются не единственным об-
разом. Задача состоит в том, чтобы с каждой п.к.с. J связать одну и единственную эрмитову
метрику. В случае римановых поверхностей комплексная структура определяет класс конформно
эквивалентных метрик, выбор метрики в этом классе проводится требованием постоянства кри-
визны. В случае симплектического многообразия любой размерности имеется способ однозначного
выбора эрмитовой метрики g для почти комлексной структуры J .

Пусть (M2n, ω)— симплектическое многообразие.

Определение 9.1. Почти комплексная структура J на M называется положительной ассоции-
рованной с симплектической формой ω, если для любых векторных полей X,Y наM выполняются
условия:

1) ω(JX, JY ) = ω(X,Y ),
2) ω(X, JX) > 0, если X �= 0.

Каждая положительная ассоциированная п.к.с. J определяет риманову метрику g на M равен-
ством

g(X,Y ) = ω(X, JY ), (9.1)
которая также называется ассоциированной. Отметим очевидные свойства такой метрики,
g(JX, JY ) = g(X,Y ), g(JX, Y ) = ω(X,Y ).

Замечание. Иногда ассоциированную почти комплексную структуру J называют калибрующей
2-форму ω ( an exterior 2-form ω on X is called J-calibrated if ω(JX, JY ) = ω(X,Y ) and ω(X, JX) >
0 for X �= 0 [133]). Почти комплексную структуру J , удовлетворяющую условию положительности,
ω(X, JX) > 0, если X �= 0, называют также подчиненной форме ω (we say that an exterior 2-form
ω on M tames an almost-complex structure J if ω(X, JX) > 0 for X �= 0 [133]). Наша терминология
является более традиционной. Она также соответствует терминологии, используемой в случае
контактных многообразий [57,64].

В этом параграфе мы будем рассматривать следующие пространства:
A—пространство всех гладких почти комплексных структур на M ;
Aω —пространство всех гладких положительных ассоциированных почти комплексных структур

на симплектическом многообразии (M,ω);
AM—пространство всех гладких ассоциированных метрик на симплектическом многообразии

(M,ω). Ясно, что AM является пространством всех гладких почти келеровых метрик на симплек-
тическом многообразии, фундаментальная форма которых совпадает с ω.

Данные пространства A, Aω и AM являются пространствами гладких сечений расслоений над
M . Поэтому [1,203] они являются бесконечномерными гладкими ILH-многообразиями.

Пусть J ∈ A—почти комплексная структура на M . Касательное пространство TJA состоит из
гладких (полей) эндоморфизмов K : TM → TM , антикоммутирующих с J :

TJA = EndJ(TM) = {K : TM → TM ; JK +KJ = 0}.
Касательное пространство TJAω состоит из симметрических эндоморфизмов P , антикоммутирую-
щих с J

TJAω = EndSJ(TM) = {P ∈ End(TM); PJ = −JP, g(PX, Y ) = g(X,PY )}. (9.2)

Касательное пространство TgAM к многообразию AM в точке g состоит из антиэрмитовых сим-
метричных 2-форм на M ,

TgAM = {h ∈ S2; h(JX, JY ) = −h(X,Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TM)}. (9.3)

Обозначим символами S2A и S2H пространства антиэрмитовых и, соответственно, эрмитовых сим-
метричных 2-форм на M . Имеет место естественное (поточечное) разложение

S2 = S2A ⊕ S2H , , (9.4)
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ортогональное относительно L2-скалярного произведения в S2. Тогда, TgAM = S2A.
Соответствие (9.1) между положительными ассоциированными почти комплексными структура-

ми и ассоциированными метриками определяет диффеоморфизм

G : Aω → AM, J → G(J) = g, g(X,Y ) = ω(X, JY ); (9.5)

В координатах,
gij = (G(J))ij = ωikJ

k
j .

Обратное соотношение:
g → J, J i

j = ωikgkj .

Легко видеть, что отображение G эквивариантно относительно действия группы Dω симплектиче-
ских диффеоморфизмов. Дифференциал диффеоморфизма G имеет вид:

dJG : TJAω → TgAM, P → h = ωP,

h(X,Y ) = ω(X,PY ) = g(X,PJY ).
(9.6)

9.2. Параметризация пространств Aω и AM. Как уже отмечалось, пространства A, Aω и
AM являются гладкими ILH-многообразиями. Поэтому на них можно ввести локальные карты
обычным образом [1]. Данные пространства допускают более естественную параметризацию с
использованием операторной экспоненты и преобразования Кэли.

Пусть J0 —некоторая фиксированная почти комплексная структура. Как показано выше, ка-
сательное пространство TJ0A состоит из эндоморфизмов K : TM → TM , антикоммутирующих
с п.к.с. J0, KJ0 = −J0K. Поэтому для операторной экспоненты eK имеем J0e

K = e−KJ0. От-
сюда сразу следует, что оператор J = J0e

K является почти комплексной структурой. Получаем
следующую параметризацию пространства A в окрестности элемента J0 эндоморфизмами K, ан-
тикоммутирующими с J0:

E : EndJ0(TM) −→ A, K �→ J = J0e
K .

В теории матриц вместо трансцендентной зависимости w = eiz иногда принято использовать
рациональную: w = 1+iz

1−iz , z = i1−w
1+w . Применим это преобразование к оператору K, обладающему

свойством KJ0 = −J0K, получим

J = J0(1 +K)(1−K)−1 = (1−K)(1 +K)−1J0. (9.7)

Очевидно, что J является почти комплексной структурой. В указанном выражении необходимо
предполагать невырожденность оператора 1−K. Ясно, что множество таких полей эндоморфизмов
является открытым множеством в пространстве EndJ0(TM) всех эндоморфизмов K : TM → TM ,
антикоммутирующих с J0. Обозначим это множество символом V(J0),

V(J0) = {K ∈ End(TM); KJ0 = −J0K, 1−K —изоморфизм }.
Предложение 9.1 (см. [27]). Соотношения

J = J0(1 +K)(1−K)−1, K = (1− JJ0)−1(1 + JJ0), (9.8)

устанавливают взаимно однозначное соответствие между множеством полей эндоморфизмов
K : TM → TM , антикоммутирующих с п.к.с. J0 и таких, что 1 −K является обратимым и
множеством почти комплексных структур J наM для которых эндоморфизм 1−JJ0 является
изоморфизмом.

Множество
U(J0) = {J ∈ A; 1− JJ0 − изоморфизм TM} (9.9)

является открытым множеством в пространстве A. Поэтому отображение

Φ : U(J0) −→ V(J0), J �→ K = (1− JJ0)−1(1 + JJ0), (9.10)

задает локальную карту в окрестности элемента J0. Если K = Φ(J), то очевидно J = J0(1+K)(1−
K)−1.

Параметризация пространства Aω положительных ассоциированных почти комплексных струк-
тур определяется аналогично. Элемент J ∈ Aω обладает двумя свойствами: ω(JX, JY ) = ω(X,Y ),
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и ω(X, JX) > 0, если X �= 0. Первое свойство обеспечивает симметричность касательного элемен-
та K ∈ TJAω, а второе свойство положительности выделяет открытое множество в пространстве
A всех почти комплексных структур. Введем для этого множества обозначение:

U = {J ∈ A; ω(X, JX) > 0, если X �= 0}. (9.11)

Несложный анализ показывает, что если J и J0 — положительные почти комплексные структуры,
то обе они принадлежат введенной ранее координатной окрестности U(J0) = {J ∈ A; 1 − JJ0 −
изоморфизм TM}.
Элементы пространства Aω характеризуются следующим образом.

Предложение 9.2 (см. [27]). Пусть J0 —положительная ассоциированная почти комплекс-
ная структура и g0 —соответствующая J0 ассоциированная метрика. Почти комплексная
структура J является положительной ассоциированной тогда и только тогда, когда она
представляется в виде J = J0(1 + P )(1 − P )−1, где эндоморфизм P : TM → TM обладает
свойствами:

1) PJ0 = −J0P ,
2) P симметричен относительно g0,
3) 1− P 2 положителен относительно g0.

Условие положительности 1−P 2 > 0 выделяет в пространстве EndSJ0(TM) открытое множество
PJ0 :

PJ0 = {P ∈ EndSJ0(TM) : 1− P 2 > 0}. (9.12)

Из предложения 9.2 следует, что отображение

Ψ : PJ0 −→ Aω, P �→ J = J0(1 + P )(1− P )−1 (9.13)

задает глобальную параметризацию пространства Aω положительных ассоциированных почти ком-
плексных структур. Еще одну параметризацию пространства Aω задает отображение

ES : EndSJ0(TM) −→ Aω, P �→ J = J0e
P . (9.14)

Подмногообразие, трансверсальное к Aω определяется отображением

EA : EndAJ0(TM) −→ A, L �→ J = J0e
L,

где эндоморфизм L кососимметричен и антикоммутирует с J0. Ясно, что eL является ортогональ-
ным преобразованием, антикоммутирующим с J0. Поэтому, подмногообразие, трансверсальное к
Aω в окрестности элемента J0 образуют почти комплексные структуры J вида J = J0O, где O—
ортогональное преобразование, антикоммутирующее с J0.

Параметризация пространства ассоциированных метрик получается из естественного диффео-
морфизма G : Aω → AM, Поскольку J = J0(1 + P )(1 − P )−1, то g(X,Y ) = ω(X, JY ) =
g0(X, (1 + P )(1− P )−1Y ). Тогда глобальная параметризация пространства AM имеет вид:

ΨAM : PJ0 −→ AM, P → g = g0(1 + P )(1− P )−1,

g(X,Y ) = g0(X, (1 + P )(1− P )−1Y ).
(9.15)

Другую параметризацию пространства AM задает отображение

EAM : EndSJ0(TM) −→ AM, P �→ g = g0e
P . (9.16)

Поскольку PJ0 —область в пространстве EndSJ0(TM), то TPPJ0 = EndSJ0(TM). Поэтому диффе-
ренциал dP ΨAM в точке P является отображением dP ΨAM : EndSJ0(TM)→ TgAM и выражается
формулой

dP ΨAM (A) = hA = g0
(
A(1− P )−1 + (1 + P )(1− P )−1A(1− P )−1

)
. (9.17)

Из последнего выражения получаем также

hA = 2g(1− P )(1− P 2)−1A(1− P )−1. (9.18)
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В случае почти комплексной структуры Jt = J0(1+Pt)(1−Pt)−1 аналогично получаем для оператора
KA = (Jt)

′
t=0:

KA = 2J(1− P )(1− P 2)−1A(1− P )−1. (9.19)

9.3. Комплексная структура пространства AM. Касательное пространство TgAM в точ-
ке g ∈ AM состоит из всех симметричных J-антиэрмитовых 2-форм h на M , где J —по-
чти комплексная структура, соответствующая метрике g. Поскольку форма h антиэрмитова, т.е.
h(JX, JY ) = −h(X,Y ), то 2-форма hJ , определенная равенством (hJ)(X,Y ) = h(X, JY ), также
является симметричной и антиэрмитовой. Поэтому на каждом касательном пространстве TgAM
действует оператор

Jg : TgAM −→ TgAM, Jg(h) = hJ. (9.20)

Очевидно, что J2
g = −1. Следовательно, на многообразии AM определена почти комплексная

структура J. С другой стороны, модельное пространство EndSJ0(TM) глобальной параметризации
ΨAM имеет комплексную структуру: EndSJ0(TM) → EndSJ0(TM), A �→ AJ0. Поэтому простран-
ство AM является бесконечномерным комплексным многообразием.

Теорема 9.3. Почти комплексная структура J на многообразии AM интегрируема. Со-
ответствующая комплексная структура и совпадает с комплексной структурой на AM,
получаемой при параметризации ΨAM : PJ0 −→ AM.

Действительно,

dP ΨAM (A) = hA = 2g(1− P )(1− P 2)−1A(1− P )−1,

A �→ hA �→ hAJ = 2g(1− P )(1− P 2)−1A(1− P )−1(1− P )J0(1− P )−1 =

= 2g(1− P )(1− P 2)−1AJ0(1− P )−1 �→ AJ0.

Слабая риманова структура (a, b)g на AM является эрмитовой относительно комплексной струк-
туры J. Фундаментальная форма эрмитовой слабой римановой структуры

Ωg (a, b) = (aJ, b)g =
∫

M

tr(AJB)dμ. (9.21)

является замкнутой [224] невырожденной кососимметрической 2-формой на AM. Поэтому много-
образие AM вляется кэлеровым.

9.4. Локальные выражения. Уравнение Бельтрами. Пусть J0 —положительная ассоциирован-
ная почти комплексная структура и g0 — соответствующая ассоциированная метрика. Почти ком-
плексная структура J0 определяет разложение TMC = T 10(J0)⊕T 01(J0) комплексификации TMC

касательного расслоения TM , на подрасслоения T 10(J0) и T 01(J0), на которых комплексифициро-
ванный оператор J0 действует как умножение на i и −i соответственно.

Пусть ∂1, . . . , ∂n —локальный базис сечений расслоения T 10(J0), dz1, . . . , dzn —дуальный базис
расслоения T ∗10(J0) и ∂1, . . . , ∂n —комплексно сопряженный базис сечений расслоения T 01(J0),
dz1, . . . , dzn —дуальный базис T ∗01(J0).

Из J0-эрмитовости метрики g0 следует, что

gαβ = g0(∂α, ∂β) = 0, gαβ = g0(∂α, ∂β) = 0, α, β = 1, . . . , n.

Остальные компоненты метрического тензора,

gαβ = g0(∂α, ∂β), gαβ = g0(∂α, ∂β), α, β = 1, . . . , n,

обладают свойствами
gαβ = gβα, gαβ = gβα,

которые вытекают из симметричности и эрмитовости метрики g0. Тогда g0 = 2gαβ dz
αdzβ .

Пусть теперь J —другая положительная ассоциированная почти комплексная структура. Тогда
J = J0(1 + P )(1 − P )−1, где P : TM → TM симметричный эндоморфизм, антикоммутирующий с
J0, удовлетворяющий условию положительности 1− P 2 > 0.
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Поскольку J0(P (∂α)) = −PJ0(∂α) = −P (i∂α) = −iP (∂α), то P (∂α) является локальным сечени-

ем расслоения T 01(J0), поэтому P (∂α) = P β
α ∂β , α, β = 1, . . . , n, где P β

α – матрица комплексно-
значных функций. Таким образом, оператор P в комплексном базисе локально задается матрицей
вида:

P =

(
0 P β

α

P β
α 0

)

, P β
α = P β

α . (9.22)

Условие симметричности оператора P выражается соотношением Pαβ = Pβα, где Pαβ = gαγ P γ
β .

Инвариантная запись оператора P :

P = P β
α ∂β ⊗ dzα + P β

α ∂β ⊗ dzα. (9.23)

В классическом уравнении Бельтрами [90] ∂f
∂z − μ∂f

∂z = 0 коэффициент μ имеет геометрический
смысл тензорного поля на римановой поверхности M вида: μ = μ ∂

∂z ⊗ dz. Инвариантная запись
(9.23) оператора P имеет точно такой же смысл. Поэтому многомерное обобщение уравнения
Бельтрами имеет следующий вид:

∂α(J)(f) =
∂f

∂zα − P β
α

∂f

∂zβ
= 0, α = 1, . . . , n, (9.24)

где f —функция на M .
Положительнвая ассоциированная почти комплексная структура J = J0(1 + P )(1 − P )−1 опре-

деляет другое разложение комплексификации TMC , TMC = T 10(J)⊕ T 01(J). Зависимость этого
разложения от J становится ясной, если использовать оператор P .

Предложение 9.4. Если J = J0(1 + P )(1− P )−1, то

T 10(J) = (1− P )(T 10(J0)), T 01(J) = (1− P )(T 01(J0)). (9.25)

Векторные поля
∂α(J) = ∂α − P β

α ∂β , ∂α(J) = ∂α − P β
α ∂β (9.26)

образуют локальные базисы сечений расслоений T 10(J) и T 01(J) соответственно.

Следствие 9.5. Дуальные базисы форм dz1(J), . . . , dzn(J) и dz1(J), . . . , dzn(J) для базисов
векторных полей ∂1(J), . . . , ∂n(J) и ∂1(J), . . . , ∂n(J) имеют следующие выражения:

dzα(J) = Dα
γ

(
dzγ + Pα

β
dzβ

)
, dzα(J) = Dα

γ

(
dzγ + Pα

β dzβ
)
, (9.27)

где Dα
γ —матрица оператора D = (1− P 2)−1 : T 10(J0) −→ T 01(J0).

Предположим, для простоты что п.к.с. J0 интегрируема и z1, . . . , zn — соответствующие ком-
плексные локальные координаты на M . Пусть в этих координатах эрмитова форма, соответству-
ющая римановой структуре g0 имеет вид g0 = 2gαβdz

αdzβ . Тогда из (9.27) получаем следующее
локальное выражение для эрмитовой формы ассоциированной метрики g:

g = 2gαβ D
β
γ

(
dzα + Pα

σ dzσ
) (
dzγ + P γ

ν dzν
)
. (9.28)

9.5. Кривизна пространства ассоциированных метрик. Многообразие AM, является гладким
ILH-подмногообразием в M [93] и наследует слабую риманову структуру. Если a, b ∈ TgAM—
две гладкие симметричные 2-формы на M , представляющие элементы касательного пространства
TgAM, то

(a, b)g =
∫

M

trAB dμ, (9.29)

где A = g−1a = gikakj .Поскольку в (9.29) элемент объема не зависит от g, μg = 1
n!ω

n = μ, то будет
удобнее использовать на всем пространствеM другую слабую риманову структуру, определенную
формулой (3.18) из § 3. В этом случае подмногообразие AM ⊂M является вполне геодезическим
в M, при этом геодезические на AM имеют вид gt = getA. Отсюда следует, в частности, что
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отображение EAM : EndSJ0(TM) −→ AM, P �→ g = g0e
P , g(X,Y ) = g0(X, ePY ) задает нор-

мальные координаты на пространстве AM в окрестности элемента g0. Из вполне геодезичности
и из свойств структуры (3.18) мы получаем, что ковариантная производная и тензор кривизны
пространства AM имеют вид:

∇ab = dab− 1
2

(aB + bA) , R(a, b)c = −1
4
g [[A,B], C]. (9.30)

Последняя формула обеспечивает простое выражение для секционных кривизн многообра-
зия AM. В частности, голоморфная секционная кривизна определяется формулой K(a,Ja) =
− 1

4‖a‖2
∫
M tr(A4)dμ.

Представляет интерес также выражение метрики и кривизны пространства AM в глобальной
параметризации ΨAM : PJ0 −→ AM, P → g = g0(1 + P )(1− P )−1 найденое в работе [224].

Теорема 9.6. Пространство AM имеет следующие геометрические характеристики.
1) Скалярное произведение задается формулой:

(A,B)P = 4
∫

M

tr
(
(1− P 2)−1A(1− P 2)−1B

)
dμ, (9.31)

где A,B ∈ TPPJ0 = EndSJ0(TM).
2) Ковариантная производная векторных полей, заданных (постоянными) операторами A
и B:

∇AB = AP (1− P 2)−1B +BP (1− P 2)−1A. (9.32)
3) Тензор кривизны имеет вид:

R(A,B)C = −(1− P 2)
[[

(1− P 2)−1A, (1− P 2)−1B
]
, (1− P 2)−1C

]
, (9.33)

где A,B,C ∈ TPPJ0 = EndSJ0(TM).
4) Секционная кривизна Kσ в направлении площадки σ, заданной ортонормированной парой

A,B находится по формуле:

Kσ =
∫

M

tr
([

(1− P 2)−1A, (1− P 2)−1A
]2

)
dμ. (9.34)

В частности, голоморфная секционная кривизна имеет вид:

K(A,AJ0) = −
∫

M

tr
((

(1− P 2)−1A
)4

)
dμ. (9.35)

5) Геодезические, выходящие из точки g0 в направлениях A ∈ EndSJ0(TM) представляют
собой кривые P (t) на области PJ0 вида:

P (t) = tanh(tA) =
(
etA + e−tA

)−1 (
etA − e−tA

)
. (9.36)

В работах [32,224] найдены секционные кривизны пространства AM ассоциированных метрик
на сфере и на двумерном торе. Показано, в частности, что голоморфная секционная кривизна
ограничена сверху отрицательной константой, K(a,Ja) � − 1

8π —в случае сферы и K(a,Ja) �
− 1

8π2 —для тора.

9.6. Разложение пространства ассоциированных метрик. В параграфе 3 определена проек-
ция vol : M → V, g �−→ μg, которая метрике g ∈ M ставит в соответствие риманов элемент
объема μg. Слоем расслоения vol над μ ∈ V является пространствоMμ метрик с одним и тем же
римановым элементом объема μ. Фиксация элемента объема μ определяет разложение простран-
стваM в прямое произведение ϕμ :M→ V×Mμ, g �−→ (μg, ρ

− 2
m g), где ρ—плотность элемента

объема μg относительно μ, т.е. функция на M , определяемая из равенства μg = ρμ. При таком
разложении пространство V элементов объема соответствует пространству метрик Pg, конформно
эквивалентных фиксированной метрике g ∈ Mμ, V × {g} → Pg, ν �−→ ρ

2
m g. Таким образом,

пространство всех римановых метрик на многообразии M раскладывается в прямое произведение
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пространства метрик с фиксированным римановым элементом объема и пространства поточечно
конформно эквивалентных метрик. Аналогичная конструкция возможна в случае симплектическо-
го и контактного многообразий.

Симплектическая форма ω на многообразии M определяет следующую известную проекцию
пространства M на AMω. Пусть g′ ∈ M—любая метрика. Существует единственный кососим-
метрический автоморфизм A касательного расслоения TM , такой, что:

ω(X,Y ) = g′(AX,Y ), AT = −A.
К эндоморфизму A применяем полярное разложение A = JH, где J – ортогональный и H —
положительный симметрический операторы. Эндоморфизм −A2 = ATA = AAT является по-
ложительно определенным и симметрическим относительно g′. Тогда H = (−A2)

1
2 —положи-

тельный квадратный корень из −A2. Как известно, он коммутирует с операторами A и J .
Полагаем J = A(−A2)−

1
2 . Легко проверяется, что J является почти комплексной структурой,

J2 = A(−A2)−
1
2A(−A2)−

1
2 = A2(−A2)−1 = −I. Формула g(X,Y ) = ω(X, JY ) определяет риманову

метрику на M . Действительно,

g(X,Y ) = ω(X, JY ) = g′(AX, JY ) = g′(AX,A(−A2)−
1
2Y ) =

= g′(X, (−A2)(−A2)−
1
2Y ) = g′(X, (−A2)

1
2Y ).

Поскольку оператор (−A2)
1
2 положительный и симметрический, то g является римановой метрикой.

Отсюда также следует положительность почти комплексной структуры J : ω(X, JX) = g(X,X) > 0.
Метрика g является J-эрмитовой:

g(JX, JY ) = ω(JX,−Y ) = −g′(AJX, Y ) = −g′(AA(−A2)−
1
2X,Y ) =

= g′((−A2)
1
2X,Y ) = g′(X, (−A2)

1
2Y ) = g(X,Y ).

Симплектическая форма ω также J-инвариантна: ω(JX, JY ) = g(JX, Y ) = −g(X, JY ) =
−ω(X, J2Y ) = ω(X,Y ). Следовательно, J является положительной ассоциированной почти ком-
плексной структурой, а метрика g(X,Y ) = ω(X, JY )—ассоциированной метрикой, соответствую-
щей структуре J .

Мы получили искомую проекцию

pω :M−→ AMω, g′ �→ g, g(X,Y ) = g′(X, (−A2)
1
2Y ). (9.37)

Поскольку оператор J по построению является ортогональным относительно g′, то метрика g′
также является эрмитовой относительно п.к.с. J . Можно показать, что слой p−1

ω (g) есть множество
MJ всех J-эрмитовых метрик.

Лемма 9.7 (см. [31]). Для любой ассоциированной метрики g ∈ AMω и соответствующей
п.к.с. J , прообраз элемента g при проекции pω совпадает с множествомMJ всех J-эрмитовых
римановых метрик на M :

p−1
ω (g) =MJ .

Пусть g0 ∈ AMω —некоторая фиксированная ассоциированная метрика и J0 — соответствую-
щая ей почти комплексная структура. Любая другая ассоциированная метрика g, J может быть
представлена в виде g(X,Y ) = g0(X, (1+P )(1−P )−1Y ), J = J0(1+P )(1−P )−1, где оператор P
антикоммутирует с п.к.с. J0, симметричен относительно g0 и 1−P 2 положителен относительно g0.
Возникает естественный вопрос: связаны ли аналогичными соотношениями другие метрики слоев
MJ0 иMJ? Ответ дает следующая

Лемма 9.8 (см. [31]). Пусть g′0 ∈ MJ0 —произвольная J0-эрмитова метрика и J = J0(1 +
P )(1− P )−1. Тогда g′, определенная равенством:

g′(X,Y ) =
1
2

(
g′0

(
(1 + P )(1− P )−1X,Y

)
+ g′0

(
X, (1 + P )(1− P )−1Y

))
(9.38)
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является J-эрмитовой метрикой. Фундаментальная форма ω′(X,Y ) = g′(JX, Y ) метрики g′
выражается через ω следующим образом:

ω′(X,Y ) =
1
2

(
ω(X,Y ) + ω

(
(1 + P )(1− P )−1X, (1 + P )(1− P )−1Y

))
. (9.39)

Из данной леммы следует, что для ассоциированных метрик g0, J0 и g, J слои MJ0 и MJ

естественно диффеоморфны. Действительно, формулы

g0(X,Y ) = g(X, (1− P )(1 + P )−1Y ), J0 = J(1− P )(1 + P )−1,

позволяют определить обратное отображение слоевMJ →MJ0 :

g′0(X,Y ) =
1
2

(
g′

(
(1− P )(1 + P )−1X,Y

)
+ g′

(
X, (1− P )(1 + P )−1Y

))
. (9.40)

Теорема 9.9 (см. [31]). Пространство M является гладким тривиальным расслоением над
AMω. Слоем над элементом (g, J) ∈ AMω служит пространство MJ всех J-эрмитовых ри-
мановых метрик на M .

В качестве искомой тривиализации можно взять ILH-гладкое отображение (9.38):

ΨM : PJ0 ×MJ0 −→M, (P, g′0) −→ g′,

где метрика g′ определяется равенством (9.38). Из леммы 9.8 следует, что MJ0 диффеоморфно
отображается на весь слой MJ расслоения pω над точкой g(X,Y ) = g0((1 + P )X, (1 − P )−1Y ).
Обратное отображение для ΨM определяется соответствием (9.40), MJ →MJ0 , g

′ −→ g′0 вместе
с проекцией pω :M−→ AMω.

Таким образом, пространство всех римановых метрик на имплектическом многообразии M рас-
кладывается в прямое произведение пространства ассоциированных метрик и пространства J-
конформно эквивалентных метрик.

9.7. Действие группы симплектических диффеоморфизмов на пространства ассоциирован-
ных метрик. Как уже упоминалось, на пространстве AM действует группа Dω гладких сим-
плектических диффеоморфизмов многообразия M , т.е. таких диффеоморфизмов η : M → M ,
которые сохраняют симплектическую форму η∗ω = ω. Группа Dω действует также на про-
странстве Aω положительных ассоциированных почти комплексных структур: если η ∈ Dω и
J ∈ Aω, то η∗J = (dη)−1 ◦ (J ◦ η) ◦ dη. Легко проверяется Dω-эквивариантность диффеоморфизма
G : Aω −→ AM.

Установим ортогональные разложения типа Берже-Эбина пространств S2 и S2A, связанные с
действием группы Dω. Группа Dω является ILH-группой Ли с алгеброй Ли TeDω, состоящей из
гладких локально гамильтоновых векторных полей X на M . Рассмотрим также ILH-группу Ли
G точных симплектических диффеоморфизмов. Ее алгеброй Ли служит алгебра H гамильтоновых
векторных полей XF на M [199, 212]. Произвольное гамильтоново векторное поле XF можно
представить в виде XF = J gradF , где F —некоторая функция на M , называемая гамильтонианом
поля XF и J —почти комплексная структура, соответствующая метрике g. Поэтому ортогональное
дополнение H⊥ к H в пространстве Γ(TM) всех векторных полей состоит из векторных полей V
на M , удовлетворяющих условию div JV = 0.

Зафиксируем риманову метрику g ∈ AMs и рассмотрим ее орбиту gG. Касательное пространство
Tg(gG) состоит из 2-форм вида h = LXF

g. Рассмотрим дифференциальный оператор, действующий
на функциях:

Dg : Hs+2(M,R) −→ Ss
2, Dg(F ) = LXF

g.

Для функции F ∈ Hs+1(M,R) имеем J(gradF ) = XF . Поэтому оператор Dg является композицией
трех операторов, Dg = 2αg ◦ J ◦ grad. Операторы grad и αg имеют иньективные символы [56], а
следовательно, и Dg имеет иньективный символ. Сопряженный имеет вид D∗g = 2 div ◦J ◦ δg.
Поэтому h∗ ∈ KerD∗g удовлетворяет условию div (Jδgh∗) = 0. По теореме 1.5 получаем следующее
разложение.
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Теорема 9.10. Пространство Ss
2 раскладывается в прямую сумму ортогональных подпро-

странств
Ss

2 = KerD∗g ⊕ Im Dg. (9.41)

В соответствии с этим каждая симметричная 2-форма h класса Hs однозначно представля-
ется в виде

h = h∗ + LXg, (9.42)

где X = XF — гамильтоново векторное поле класса Hs+1, а h∗ удовлетворяет условию
div(Jδh∗) = 0.

Пространство 2-форм h∗ класса Hs, удовлетворяющих условию div (Jδgh∗) = 0, будем обозна-
чать символом S∗s2 . Разложение (9.41) будем также записывать в виде Ss

2 = S∗s2 ⊕ αg(Hs+1), где
Hs+1 —пространство гамильтоновых векторных полей на M класса Hs+1.

Следствие 9.11. Пространство Ss
2A симметричных антиэрмитовых 2-форм раскладывается

в ортогональную прямую сумму

Ss
2A = S∗s2A ⊕ αg(Hs+1), h = h∗ + LXg, (9.43)

где X = XF — гамильтоново векторное поле класса Hs+1, а h∗—антиэрмитова и удовлетво-
ряет условию div(Jδh∗) = 0.

Теорема 9.12 (см. [25]). Пространство Ss
2 раскладывается в прямую сумму ортогональных

подпространств
Ss

2 = S0s
2 ⊕Bs ⊕ αg(Hs+1). (9.44)

В соответствии с этим каждая симметричная 2-форма h класса Hs однозначно представля-
ется в виде

h = h0 + LY g + LXg, (9.45)

где X = XF — гамильтоново векторное поле класса Hs+1, h0 обладает свойством δg(h0) = 0,
а векторное поле Y класса Hs —тем свойством, что div JδgLY g = 0.

Замечание. Для векторного поля δgLY g имеется следующее выражение из [109]:

δgLY g = ΔY − grad(div Y )− 2 Ric(g)Y,

где (ΔY )� = (dd∗+d∗d)(Y�) и Y� — 1-форма, полученная из векторного поля Y опусканием индекса.

Сформулируем вариант последнего разложения, когда вместо пространства H гамильтоновых
векторных полей на M берется пространство TeDω локально гамильтоновых векторных полей.
Известно, что TeDs+1

ω /Hs+1 изоморфно первой группе когомологий H1(M,R) многообразия M .
Можно считать, что H1(M,R) представлено векторными полями класса C∞ и TeDs+1

ω = Hs+1 ⊕
H1(M,R)—прямая сумма. Тогда αg(TeDs+1

ω ) = Im Dg ⊕ αg(H1(M,R)).

Теорема 9.13 (см. [25]). Пространство Ss
2 раскладывается в ортогональную прямую сумму

Ss
2 = S0s

2 ⊕ B̃s ⊕ αg(TeDs+1
ω ). (9.46)

В соответствии с этим каждое тензорное поле h ∈ Ss
2 однозначно представимо в виде

h = h0 + LY g + LXg, (9.47)

где X —локально гамильтоново векторное поле класса Hs, h0 обладает свойством
δg(h0) = 0, а векторное поле Y класса Hs —тем свойством, что 1-форма γ(Y ) =
(J(ΔY − grad div Y − 2 Ric(g)Y )� является d

∗-точной.

В разложении (9.47) векторные поля X и Y определяются по h с точностью до киллингова
векторного поля. Рассмотрим разложение антиэрмитовых 2-форм.

Лемма 9.14 (см. [25]). Если h ∈ Ss
2A, то в разложении (9.47) вторая компонента LY g одно-

значно определяется по h0.
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Рассмотрим эрмитову часть (h0)H бездивергентной компоненты h0 формы h ∈ Ss
2A. Определим

отображение
J : Γ(T 0

2M) −→ Γ(T 0
2M),

которое 2-форме a(X,Y ) на M ставит в соответствие 2-форму J(a)(X,Y ) = a(X, JY ). Отображе-
ние J коммутирует с оператором взятия эрмитовой части aH формы a, J(aH) = (Ja)H . Отметим
очевидный изоморфизм

J : Ss
2H ⊕ Ss

2A −→ Hs(Λ2
H(M))⊕ Ss

2A,

где Λ2
H(M)—расслоение эрмитовых кососимметрических 2-форм наM . Если ϕ ∈ Λ2

H(M), то легко
видеть, что Jϕ(X,Y ) = ϕ(X, JY ) является эрмитовой симметричной 2-формой.

Теорема 9.15 (см. [25]). Пространство Ss
2A изоморфно прямой сумме ортогональных под-

пространств
Ss

2A
∼= AS0s

2 ⊕ αg(TeDs+1
ω ). (9.48)

Пространство AS0s
2 состоит из симметричных 2-форм h0 ∈ S0s

2 , обладающих свойством
(h0)H = J(dβ)H , где β— 1-форма на M . Каждое тензорное поле h ∈ Ss

2A однозначно пред-
ставимо в виде

h = h0 + LY g + LXg, (9.49)

где X —локально гамильтоново векторное поле класса Hs, компонента LY g однозначно опре-
деляется по h0, векторное поле Y и 2-форма h0 обладают свойствами:

1) δgh0 = 0,
2) (h0)H = −J((LY ω)H),
3) γ(Y ) = (J(ΔY − grad div Y − 2 Ric(g)Y ))� — d∗-точная 1-форма.

Мы получили также, что для любого векторного поля Y на M имеют место равенства:

LY ω = −J(LY g)− gLY J, J(LY ω)H = (LY g)H .

В случае сферы и двумерного тора найден [32] явный вид уравнения div(Jδh) = 0, определя-
ющего существенные инфинитизимальные деформации ассоциированной метрики в разложении
S2A = S∗2A⊕αg(H). Рассмотрим единичную сферу S2 в R

3. В качестве одной из координат возьмем
сферическую координату ϕ ∈ (0, 2π), вторую координату ζ определим соотношением z = tanh(ζ).
Тогда каноническая метрика g0 на S2 имеет вид: g0 = 1

cosh2 ζ
(dζ2 + dϕ2). В данных координа-

тах антиэрмитова симметричная форма h ∈ Tg0AM(S2) имеет вид h = udζ2 − 2vdζdϕ − udϕ2 =
1/2(u + iv)dw2 + 1/2(u − iv)dw2, где w = ζ + iϕ. Поэтому форму h можно отождествить с ком-
плексной функцией h ≡ 1/2(u+ iv). Уравнение div(Jδh) = 0 имеет вид:

div J δgh = − cosh4(ζ)
(
∂2v

∂ζ2
+ 2

∂2u

∂ζ∂ϕ
− ∂2v

∂ϕ2
+ 2 tanh(ζ)

(
∂v

∂ζ
+
∂u

∂ϕ

))
= 0.

В комплексной форме имеем, div J δgh = −2 cosh4(ζ) Im
(

∂2h
∂w2 + 2 tanh(ζ) ∂h

∂w

)
= 0. В работе найде-

ны [32] частные решения полученного уравнения. В случае тора уравнение div(Jδh) = 0 выглядит
аналогично

div J δgh = −2 Im
(
∂2h

∂w2

)
=
∂2v

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
− ∂2v

∂y2
= 0.

Частные решения можно получить через тригонометрические функции.
В работе [30] показано, что для действия группы G точных симплектических диффеоморфизмов

на пространстве AM имеет место терема о срезе. Пусть Iω,g = Ig ∩ G — группа точных симплек-
тических изометрий метрики g ∈ AM.

Теорема 9.16 (о срезе). Пусть g ∈ AM. Если s � 2n + 5, то существует подмногообразие
Ss

ω,g в AMs и локальное сечение χs+1 : Iω,g \ Gs+1 → Gs+1 определенное на открытой окрест-
ности U s+1 класса смежности [Iω,g] обладающее свойствами:

1) Если γ ∈ Iω,g, то γ∗(Ss
ω,g) = Ss

ω,g.
2) Пусть γ ∈ Gs+1. Если γ∗(Ss

ω,g) ∩ Ss
ω,g �= ∅, то γ ∈ Iω,g.
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3) Отображение F : Ss
ω,g × U s+1 → AMs, F s(g1, u) = χs+1(u)∗g1, есть гомеоморфизм на

открытую окрестность V s элемента g из AMs.

Общая схема [93] построения среза для действия всей группы диффеоморфизмов D на простран-
стве всех метрик M применима и к данному случаю. Пусть S∗s2A —пространство антиэрмитовых
симметричных 2-форм h наM класса Hs, удовлетворяющих условию div J δgh = 0. Как и в общем
случае [93], срез Ss

ω,g есть образ окрестности нуля W s ⊂ S∗s2A при экспоненциальном отображе-
нии. Для пространства ассоциированных метрик экспоненциальное отображение задается обычной
операторной экспонентой:

Expg : S∗s2A −→ AMs, Expg(h) = g eH , (9.50)

где H = g−1h. Поскольку отображение Expg является вещественно аналитическим, то срез Ss
ω,g

есть вещественно аналитическое подмногообразие в AMs. Отметим также, что отображение F :
Sω,g × U → AM теоремы о срезе является ILH-гладким.

Фактор-пространство Ss
ω,g/Iω,g описывает локальную структуру фактор-пространства AMs/Gs+1

в окрестности класса [g].

9.8. Пространство контактных ассоциированных метрик. Контактый случай рассматривает-
ся совершенно аналогично. Многообразия контактных ассоциированных метрик изучались в ра-
ботах Д. Блэра [57–63], Д. Блэра и Дж. Леджера [65], Д. Блэра и Д. Перрона [66] и в работах
автора [24,26,26]. Укаже основные конструкции.

Пусть M — (2k+ 1)-мерное гладкое компактное ориентируемое многообразие без границы. Кон-
тактная структура на M заданется гладкой 1-формой θ, такой, что θ ∧ (dθ)k невырожденная в
каждой точке M . Тогда последняя форма определяет ориентацию на M . Пусть ξ—характеристи-
ческое векторное поле контактной структуры θ и E = Ker θ—контактное распределение. Ясно, что
Rξ ⊕ E = TM .

Напомним, что риманова структура g на M называется ассоциированной [57], если существует
тензорное поле ϕ типа (1.1) на M такое, что для любых векторных полей X,Y на M :

1) g(X, ξ) = θ(X),
2) ϕ2 = −I + ξ ⊗ θ,
3) dθ(X,Y ) = g(X,ϕY ),

где ϕ рассматривается как морфизм ϕ : TM → TM , I — тождественный морфизм. Отметим еще
ряд очевидных свойств ассоциированной римановой метрики g:

(a) g(ξ, ξ) = 1,
(b) распределение E ортогонально полю ξ,
(c) ϕ(ξ) = 0, ϕ(E) = E, ϕ кососимметрично и (ϕ|E)2 = −IE ,
(d) форма

(−1)k

k!
θ ∧ (dθ)k = μg

является римановым элементом объема на M ,
(e) имеют место соотношения

dθ(ϕX,ϕY ) = dθ(X,Y ), g(X,Y ) = θ(X)θ(Y ) + dθ(ϕX, Y ).

Обозначим символом Mθ множество гладких ассоциированных метрик на контактном мно-
гообразии (M, θ). Тензорное поле ϕ задает в подрасслоении E ⊂ TM структуру комплексного
расслоения. Ориентация на M и векторное поле ξ определяют ориентацию в распределении E.

Определение 9.2. Положительной комплексной структурой в подрасслоении E ⊂ TM будем
называть тензорное поле ϕ типа (1.1) на M , обладающее свойствами 2,3 и задающее положитель-
ную ориентацию E.

Множество всех гладких положительных комплексных структур в расслоениии E обозначим
символом Aθ. Пространства Aθ и Mθ являются множествами гладких сечений конечномерных
расслоений, поэтому они являются ILH-многообразиями [36].
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Пусть Dθ = {η ∈ D, η∗θ = θ}— группа точных контактных диффеоморфизмов многообразия M
и Dθ,0 — связная компонента, содержащая единицу. Группа Dθ действует как на пространствеMθ,
так и на Aθ. При этом, если метрике g соответствует тензорное поле ϕ = Ψ(g), то метрике η∗g
соответствует тензорное поле η∗ϕ, где η ∈ Dθ.

Ассоциированная метрика g на M называется K-контактной, если ξ является киллинговым
векторным полем, т.е. если Lξg = 0, где Lξ —производная Ли. Пусть K—множество гладких K-
контактных римановых меторик на M . Поскольку контактные преобразования η ∈ Dθ сохраняют
характеристическое векторное поле ξ, то Lξ(η∗g) = η∗(Lξg) = 0 для g ∈ K. Таким образом, группа
Dθ действует на пространстве K K-контактных римановых метрик. В работе [24] показано, что
пространство K является замкнутым ILH-подмногообразием многообразия Mθ ассоциированных
метрик.

Пусть g—ассоциированная метрика и ϕ = Ψ(g). Известно [57], что g является K-контактной
тогда и только тогда, когда Lξϕ = 0. Поэтому пространству K соответствует пространство
Aθ(ξ) = {ϕ ∈ Aθ; Lξϕ = 0} положительных комплексных структур в расслоениии E, инвари-
антных относительно действия ξ.

Пусть теперь контактное многообразие (M, θ) регулярно. Тогда векторное поле ξ порождает
свободное действие на M одномерной группы, изоморфной окружности S1. Поэтому M/S1 = N –
гладкое 2k-мерное многообразие. Пусть π : M → N —проекция. На многообразии N определена
замкнутая невырожденная 2-форма ω такая, что π∗(ω) = dθ. Это вытекает из того, что Lξdθ = 0.

Группа Dθ точных контактных преобразований многообразия M сохраняет векторное поле ξ.
Поэтому η ∈ Dθ определяет диффеоморфизм η многообразия N такой, что π ◦ η = η ◦ η. Поскольку
η∗(dθ) = dθ, то η∗(ω) = ω. Поэтому η ∈ Dω(N), где Dω(N) – группа диффеоморфизмов много-
образия N , сохраняющих 2-форму ω. Таким образом, определено отображение F : Dθ → Dω(N),
P (η) = η.

Пусть Dθ0 и Dω0(N)— связные компоненты, содержащие единицу групп Dθ и Dω(N). Извест-
но [199, 212], что группа Dω0(N) содержит замкнутую связную ILH-подгруппу G, алгеброй Ли
которой является алгебра H(N) глобально гамильтоновых векторных полей на симплектическом
многообразии (N,ω). Последовательность гомоморфизмов ILH-групп

1 −→ S1 −→ Dθ0 −→ G −→ 1

является точной [212].
Рассмотрим теперь контактное распределение E на M . Поскольку Lξθ = 0, то E инвариант-

но относительно действия S1. Ясно, что E/S1 = TN —касательное расслоение многообразия N .
Пусть Aω(N)—пространство всех гладких положительных ассоциированных почти комплексных
структур на N . Поскольку E/S1 = TN , то пространство Aω(N) отождествляется с пространством
Aθ(ξ) положительных комплексных структур в E, инвариантных относительно S1. Отождествле-
ние Q : Aω(N) −→ Aθ(ξ) задается формулой

Q(J) = (dπE)∗J,

где J ∈ Aω(N), dπE = dπ|E—ограничение на E ⊂ TM проекции dπ : TM → TN . Для Y ∈ Ex,
x ∈ M , y = π(x) имеем Q(J)(x)(Y ) = (dπE(x))−1 (J(y)(dπE(x)Y )) . То, что Q—диффеоморфизм,
следует стандартным образом из ω-леммы [1]. Поэтому пространство K/Dθ,0 гомеоморфно про-
странству Aω(N)/G.

Обозначим через Kc пространство всех гладких K-контактных метрик на M постоянной ска-
лярной кривизны, равной c.

Пусть M — трехмерное контактное многообразие. Для регулярной контактной структуры век-
торное поле ξ порождает свободное действие единичной окружности S1 на M . В этом случае
M/S1 = N — гладкое компактное двумерное многообразие. Пусть p—род поверхности N .

Теорема 9.17 (см. [24]). Пусть dimM = 3, контактная структура на M регулярна и допус-
кает K-контактную метрику постоянной скалярной кривизны c < −2. Тогда пространство
Kc/Dθ,0 является гладким многообразием размерности 8p − 6. Топологически Kc/Dθ,0 пред-
ставляет собой расслоенное пространство над пространством Тейхмюллера Tp поверхности
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N со слоем H1(M,R)/Γ, где Γ—некоторая дискретная подгруппа первой группы когомологий
H1(M,R).

10. РИМАНОВЫ ФУНКЦИОНАЛЫ НА ПРОСТРАНСТВЕ АССОЦИИРОВАННЫХ МЕТРИК

Хорошее изложение этой темы имеется в обзоре Д.Блэра [63]. Кэлеровым многообразиям по-
священа глава 2 книге А. Бессе [5].

10.1. Функционалы на пространстве ассоциированных метрик симплектического многооб-
разия. Пусть (M2n, ω)—компактное симплектическое многообразие и AM—пространство всех
гладких ассоциированных метрик наM . Поскольку элемент объема не зависит от g, μg = 1

n!ω
n = μ,

то можно считать, что пространство AM лежит в Mμ. Как было отмечено ранее, AM является
вполне геодезическим подмногообразием. Касательное пространство TgAM к многообразию AM
в точке g состоит из антиэрмитовых симметричных 2-форм h на M , h(JX, JY ) = −h(X,Y ), где
J —почти комплексная структура J , соответствующей метрике g. Поэтому критические метри-
ки риманова функционала A(g), ограниченного на подмногообразие AM определяются тем, что
grad F (g) являются симметричными 2-формами, эрмитовыми относительно J . Этот факт впервые
отметил и успешно использовал Д. Блэр и С. Януш [60,64].

Теорема 10.1 (см. [64]). Пусть M —компактное симплектическое многообразие и AM—
пространство всех гладких ассоциированных метрик на M . Тогда g ∈ AM является кри-
тической метрикой функционала A(g), ограниченного на пространство AM тогда и только
тогда, когда тензор Риччи Ric(g) является эрмитовым относительно почти комплексной
структуры J , соответствующей метрике g.

Поскольку для кэлеровых метрик тензор Риччи Ric(g) является эрмитовым, то такие метрики
являются критическими. Естественно поставить вопрос о том, только ли кэлеровы метрики явля-
ются критическими для функционала A(g)? Ответ на него отрицательный. Контрпримеры даны в
работе Давидова и Мушкарова [82]. Они показали, что твисторное пространство компактного эйн-
штейнова автодуального четырехмерного многообразия отрицательной скалярной кривизны имеет
почти кэлерову структуру с эрмитовым тензором Риччи, но не является кэлеровым.

Почти кэлеровы многообразия с эрмитовым тензором Риччи активно изучаются в настоящее
время. Основные достижения получены в работах Давидова и Мушкарова [82, 184], Драгхичи
[87–89], а также в работах Апостолова, Армстронга и Драгхичи [46–48].

Условие эрмитовости тензора Риччи Ric(g) является достаточно слабым и множество крити-
ческих метрик может быть бесконечномерным. В работе [30] показано, что если дополнительно
потребовать постоянства скалярной кривизны, то множество критических метрик будет конечно-
мерным.

Пусть Iω(g)— группа симплектических изометрий метрики g ∈ AM и Ss
g — срез действия груп-

пы G точных симплектических диффеоморфизмов. Фактор-пространство Ss
g/Iω(g) описывает ло-

кальную структуру фактор-пространства AMs/Gs+1 в окрестности класса [g].
Пусть CAMc —множество критических ассоциированных метрик постоянной скалярной кри-

визны, равной c и пусть g ∈ CAMc.
Множество критических ассоциированных метрик постоянной скалярной кривизны c, лежащих

в срезе Sg ⊂ AM в точке g, называется пространством предмодулей PM(g) критических ассоции-
рованных метрик постоянной скалярной кривизны в окрестности g ∈ AM. Локальное пространство
модулей есть фактор-пространство PM(g)/Iω(g). Оно описывает локальное строение пространства
CAMc/G в окрестности класса [g] = gG. Пусть PMs(g) = Ss

g∩CAMs
c —пространство предмодулей

критических метрик постоянной кривизны соболевского класса гладкости Hs, s � 2n+ 5.

Теорема 10.2 (см. [30]). Пусть g ∈ CAMc, тогда для любого s � 2n+5 существует окрест-
ность W s элемента g в срезе Ss

g такая, что пространство PMs(g) ∩W s является аналити-
ческим множеством конечномерного вещественно-аналитического подмногообразия Z ⊂ W s,
касательное пространство TgZ которого имеет независящщую от s размерность и состоит
из антиэрмитовых 2-форм класса C∞.
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Из теорем 10.1 и 10.2 следует, что аналогом свойства эйнштейновости в случае ассоциированных
метрик на симплектическом многообразии является эрмитовость тензора Риччи и постоянство
скалярной кривизны. Это дает основание ввести следующее

Определение 10.1. Ассоциированная метрика называется почти эйнштейновой, если она имеет
эрмитов тензор Риччи и постоянную скалярную кривизну.

Ассоциированная метрика g и соответствующая почти комплексная структура J определяют по-
чти кэлерову структуру (M, g, J, ω). В случае кэлеровой структуры тензор Риччи является эрмито-
вым, поэтому можно ожидать, что при постоянной скалярной кривизне метрика будет эйнштейно-
вой. В работах [121,122] Футаки в отметил, что если первый класс Чженя c1(M) положителен, то
любая кэлерова форма из класса c1(M) и постоянной скалярной кривизны является эйнштейновой.
В то же время существуют примеры кэлеровых метрик постоянной скалярной кривизны, которые
не являются эйнштейновыми [167,205].

Для ассоциированных метрик можно определить тензор ∗-риччи и ∗-скалярную кривизну равен-
ствами:

Ric∗ij = RikltJ
klJ t

j , s∗(g) = Ric∗ii . (10.1)

На кэлеровом многообразии Ric∗ = Ric. В случае почти кэлерова многообразия тензор Ric∗ явля-
ется эрмитовым в отличие от тензора Риччи Ric. Наиболее важное свойство ∗-скалярной кривизны
заключается в том, что

s(g)− s∗(g) = −1
2
|∇J |2, (10.2)

следовательно, s(g)− s∗(g) � 0 и равенство имеет место только для кэлеровых метрик. Тогда, для
компактного многообразия, кэлеровы метрики, если они существуют дают максимум функционала

S(g) =
∫

M

s(g)− s∗(g) dμ (10.3)

на пространстве AM и следовательно возникает вопрос о критических точках этого функционала.
В работе [64] показано, что условие на критические метрики функционала S(g) те же самые, что и
для функционала A(g)—эрмитовость тензора Риччи. Тогда можно ожидать, что для функционала

I(g) =
∫

M

(s(g) + s∗(g)) dμ (10.4)

каждая метрика g ∈ AM будет критической. То, что это действительно так, установлено в работе
[62].

Теорема 10.3. Пусть M —компактное симплектическое многообразие. Тогда I(g) =∫
M (s(g) + s∗(g)) dμ есть симплектический инвариант и с точностью до константы он совпа-
дает с произведением (c1(M)∪ [ω]n−1)([M ]), где c1(M)—первый класс Чженя многообразия M .

Функционал I(g) называется тотальной скалярной кривизной [62] симплектического много-
образия. В работе [160] Кода рассматривал следующий более общий функционал

Fλμ(g, J) =
∫

M

(λs(g) + μs∗(g)) dμg (10.5)

на пространстве HM почти эрмитовых структур и на пространстве HMω почти эрмитовых струк-
тур с фундаментальной формой ω. Если форма ω— симплектическая, то HMω = AM. В этом
случае Кода показал, что если λ �= μ, то метрика g является критической тогда и только тогда,
когда тензор Риччи Ric эрмитов.

В работе [128] Гольдберг показал, что если RXY JZ = JRXY Z на почти кэлеровом многообра-
зии, то метрика является кэлеровой и высказал следующую гипотезу.

Гипотеза Гольдберга. Компактное почти кэлерово эйнштейново многообразие является кэле-
ровым.
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Эта гипотеза не решена до сих пор. При дополнительном предположении неотрицательности
скалярной кривизны она доказана в работе [220]. Известно также [196], что без предположения
компактности гипотеза не верна. В примерах почти кэлеровых, но не кэлеровых многообразий,
обладающих эрмитовым тензором Риччи, скалярная кривизна отрицательна, поэтому естественно
поставить следующий вопрос: является ли кэлеровым почти кэлерово многообразие неотрицатель-
ной скалярной кривизны с эрмитовым тензором Риччи? В работе [89] Драгхичи показал, что это
верно в размерности 4 и не верно в высших размерностях. Для высших размерностей Драгхичи
показал [87], что компактное почти кэлерово многообразие с эрмитовым тензором Риччи и с до-
полнительным условием λ � Ric(X) � 2λ для некоторого числа λ и любого направления X, то M
является кэлеровым.

Хорошо известно, что на кэлеровом многообразии определена форма Риччи и она пропорци-
ональна первой форме Чженя γ, 2πγij = −Ricik J

k
j . На почти кэлеровом многообразии форма

Риччи, вообще говоря, не определена— нужна эрмитовость тензора Риччи. В работе [87] Драг-
хичи определил форму Риччи почти кэлерова многообразия равенством ψ(X,Y ) = Ricinv(X, JY ),
где Ricinv — J-инвариантная часть тензора Риччи. Кроме того, на почти кэлеровом многообразии
определена форма ∗-Риччи, ψ∗(X,Y ) = Ric∗(X, JY ). Последнее определение корректно, поскольку
Ric∗ является J-инвариантным. Драгхичи показал [87], что если M —компактное почти кэле-
рово многообразие, форма Риччи которого принадлежит первому классу Чженя, то M является
кэлеровым.

10.2. Экстремальные кэлеровы метрики. Пусть M —компактное комплексное многообразие с
кэлеровой метрикой. Зафиксируем класс когомологий [ω] ∈ H1,1(M,R) кэлеровой формы ω и рас-
смотрим множествоM[ω] кэлеровых метрик g, у которых фундаментальная 2-форма принадлежит
классу [ω]. Следуя Калаби [77–79], рассмотрим функционал B(g) =

∫
M s(g)2dμ(g) на простран-

стве M[ω]. Использование данного функционала мотивируется тем, что для класса метрик M[ω]

полный объем Vω(M) и полная скалярная кривизна Sω = A(g) являются постоянными. Из этих
фактов по неравенству Шварца получаем, что функционал B(g) ограничен снизу числом S2

ω/Vω и
нижняя граница достигается, только в том случае, когда существует метрика g ∈M[ω] постоянной
скалярной кривизны.

Калаби установил также [77], что на пространстве M[ω] являются постоянными следующие
функционалы: C(g)−B(g), D(g)−C(g). Оценки снизу получены также и для функционалов C(g)
и D(g).

Калаби определил экстремальные кэлеровы метрики как критические для функционала B(g)
на пространствеM[ω] и получил следующий результат (см. также [5]):

Теорема 10.4. Кэлерова метрика g является экстремальной тогда и только тогда, когда
градиент функции скалярной кривизны s(g) является (вещественным) голоморфным вектор-
ным полем.

В случае римановых поверхностей в работе [243] показано, что если эйлерова характеристика
неположительна, то экстремальные метрики существуют и имеют постоянную скалярную кривиз-
ну.

Ясно, что кэлеровы метрики постоянной скалярной кривизны являются экстремальными. Кро-
ме того, многообразия, которые не имеют голоморфных векторных полей имеют только такие
экстремальные метрики. С другой стороны, Калаби [78] привел примеры экстремальных метрик
непостоянной скалярной кривизны, откуда, в частности, следует, что существуют экстремальные
метрики, которые кэлеровы, но не эйнштейновы. Известно [171], что комплексные поверхности с
положительным первым классом Чженя, которые допускают экстремальные метрики, могут быть
только такими: CP 2, CP 1 × CP 1 и раздутие CP 2 в одной точке. В первых двух случаях экстре-
мальные метрики эйнштейновы, а в третьем случае экстремальная метрика имеет непостоянную
скалярную кривизну [78]. Другое построение экстремальной метрики непостоянной скалярной
кривизны на раздутии CPn в одной точке приведено в работе [222].
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В работе [171] Левин привел примеры компактных кэлеровых многообразий, которые не допус-
кают экстремальных кэлеровых метрик, эти примеры получаются раздутием поверхностей Хир-
цебруха. Примеры линейчатых поверхностей, которые не имеют нетривиальных голомофных век-
торных полей и которые не допускают экстремальных кэлеровых метрик в заданном кэлеровом
классе приведены в работе [76]. Изучению экстремальных метрик на линейчатых многообразиях
посвящена работа Фуджики [118]. Фуджики А. и Шумахер Г. [120] изучали пространства модулей
экстремальных кэлеровых метрик. В работах [168, 169] показано, что подмножество всех клас-
сов когомологий, определенных кэлеровыми формами экстремальных кэлеровых метрик является
открытым в H1,1(M,R).

В работе Калаби [79] поставлен вопрос о том, имеет ли функционал B(g) на пространствеM[ω]

единственное критическое значение и, следовательно, дают ли экстремальные метрики глобальный
минимум в в их кэлеровом классе. Хуанг [140,141] дал утвердительный ответ на этот вопрос. Пусть
Fω —характер Футаки (см. [5, с. 126]) и Xω —экстремальное векторное поле [123]

Теорема 10.5 (см. [140]). Для любой метрики g ∈M[ω] имеет место неравенство

B(g) � S2
ω/Vω + Fω(Xω), (10.6)

Причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда метрика g—критическая для
функционала B(g).

Пусть (M,J)—компактное комплексное многообразие, допускающее кэлерову метрику. На про-
странстве всех кэлеровых метрик Хуанг и Симанка [142] определили следующий функционал

g → Ψ(g) =
B(g) Vol(M, g)

A(g)2
− 1. (10.7)

Функционал Ψ(g) инвариантен относительно изменения масштаба и ограничен снизу нулем. Эта
граница достигается только на метриках постоянной скалярной кривизны. Поэтому минимальное
значение функционала Ψ(g) на фиксированном кэлеровом классе M[ω] измеряет, насколько этот
класс далек от метрик постоянной скалярной кривизны. Очевидно, что если ограничить Ψ(g) на
пространство M[ω], то его критические точки совпадут с критическими метриками функционала
B(g).

Теорема 10.6 (см. [142]). Критические точки функционала Ψ(g) на пространстве всех кэле-
ровых метрик являются экстремальными и удовлетворяют соотношению

A(g)
∫

M

(sρ, α)dμ = B(g)
∫

M

(ρ, α)dμ

для любой g-гармонической (1, 1)-формы α, где ρ—форма Риччи, s— скалярная кривизна мет-
рики g.

Для компактной комплексной поверхности П. Годушон [126] изучал функционал T (g) =∫
M |θ|2dμg, где θ есть 1-форма кручения (форма Ли), определенная равенством dω = θ ∧ ω.
Этот функционал пропорционален S(g) и на пространстве эрмитовых метрик единичного объ-
ема, его критические точки есть кэлеровы метрики. В работе [232] Вайсман рассмотрел функци-
онал U(g) =

∫
M |dθ|2dμg на пространстве эрмитовых метрик. Его экстремальные точки включают

конформно кэлеровы метрики (dθ = 0). Показана инвариантность функционала относительно кон-
формных изменений метрики, найдены первая и вторая производные функционала U(g).

10.3. Функционалы на многообразиях ассоциированных метрик контактного многообра-
зия. Такие функционалы изучались в работах Д. Блэра [57–63], Д. Блэра и Дж. Леджера [65],
Д. Блэра и Д. Перрона [66,67,210,211].

Пусть (M, θ)— гладкое компактное контактное многообразие без границы размерности (2k+1).
Пусть ξ—характеристическое векторное поле контактной структуры θ, E = Ker θ—контактное
распределение и h = Lξϕ. Ассоциированной римановой структуре g на M соответствует аффинор
ϕ, который на слоях E действует как комплексная структура.
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В работе Д. Блэра и Дж. Леджера [65] установлено, что критические метрики функционала
A(g) на пространствеMθ ассоциированных метрик на контактном многообразии (M, θ) обладают
аналогичными свойствами.

Теорема 10.7 (см. [65]). Пусть M —компактное контактное многообразие. Тогда g ∈ Mθ

является критической метрикой функционала A(g) на пространстве Mθ тогда и только
тогда, когда тензор Риччи Ric(g), ограниченный на контактное распределение E, является
эрмитовым относительно аффинора ϕ, соответствующего метрике g.

Последнее свойство Ric(g) ◦ ϕ = ϕ ◦ Ric(g) выполняется для метрик Сасаки [57, с. 76]. По-
этому метрики Сасаки, если они существуют, являются критическими для A(g). Напомним, что
контактная метрическая структура Сасаки определяет естественным образом почти комплексную
структуру на M × R, которая является интегрируемой.

Для контактных ассоциированных метрик аналогично определяется тензор ∗-риччи и ∗-
скалярная кривизна,

Ric∗ij = Rikltϕ
klϕt

j , s∗(g) = Ric∗ii . (10.8)

На контактном многообразии

s(g)− s∗(g)− 4k2 = −1
2
|∇ϕ|2 + 2k − trh2 � 0, (10.9)

причем равенство имеет место только в случае многообразия Сасаки. Тогда такие структуры, если
они существуют дают максимум функционала

S(g) =
∫

M

(s(g)− s∗(g)− 4k2) dμ (10.10)

на пространстве AM и, следовательно, возникает вопрос о критических точках этого функционала.

Теорема 10.8 (см. [65]). Пусть M —компактное контактное многообразие размерности
(2k + 1). Тогда g ∈ Mθ является критической метрикой функционала S(g) на простран-
стве Mθ тогда и только тогда, когда операторы Ric(g) − 2kh и ϕ коммутируют, будучи
ограниченными на контактное распределение E.

В работе [60] установлен следующий результат.

Теорема 10.9. Пусть M —компактное регулярное контактное многообразие. Тогда g ∈Mθ

является критической метрикой функционала L(g) =
∫
M Ric(ξ)dμ на пространствеMθ тогда

и только тогда, когда характеристическое векторное поле ξ порождает однопараметриче-
скую группу изометрий многообразия (M, g).

Теорема 10.10 (см. [61]). Пусть T1M —касательное сферическое расслоение риманова мно-
гообразия (M,G) иMθ —пространство римановых метрик, ассоциированных со стандартной
контактной структурой на T1M . Тогда стандартная ассоциированная метрика является
критической точкой функционала L(g) =

∫
T1M Ric(ξ)dμ на пространствеMθ тогда и только

тогда, когда базовое многообразие M имеет постоянную кривизну +1 или −1.

В работах Д. Блэра и Д. Перрона [66,67] рассмотрен функционал

I(g) =
1
2

∫

M

(s(g) + s∗(g) + 4k(k + 1)) dμ, (10.11)

который назван ими тотальной скалярной кривизной контактного многообразия. В работе [66]
показано, что метрика g есть критическая точка функционала I на пространствеMθ тогда и толь-
ко тогда, когда векторное поле ξ порождает 1-параметрическую группу изометрий многообразия
(M, g), т.е. метрика является К-контактной. Отметим, что величина W = 1

2(s(g)+s∗(g)+4k(k+1))
является естественным обобщением скалярной кривизны Вебстера для CR-структуры, введеннй
для размерности 3 в работе [81].
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В работе [67] найдена вторая вариация функционала I на пространстве Mθ и показано, что
индексы функционалов I и −I положительны в каждой критической точке. Этот обобщает из-
вестный результат Муто [185]. Как следствие полученного результата, в работе [67] показано, что
функционал A(g) на многообразии Mθ не может иметь локального минимума в любой метрике
Сасаки.

В работе [211] рассмотрен функционал F (g) = 1
2

∫
M (s(g) + s∗(g) + 2kRic(ξ)) dμ. Из результатов

работы [67] вытекает, что функционал F (g) на многообразии Mθ не может иметь локального
минимума в любой К-контактной метрике.

11. ПРОСТРАНСТВА ОДНОРОДНЫХ РИМАНОВЫХ МЕТРИК

Основные достижения в изучении однородных римановых метрик отражены в книгах Ш. Ко-
баяси и К. Номидзу [9], С. Хелгасона [34], Дж. Вольфа [6] и А. Бессе [5]. В данном параграфе
мы рассмотрим только один аспект этой теории, связанный с изучением всего пространства MG

однородных метрик на многообразии M = G/H.

11.1. Общие определения и факты. Многообразие M называется однородным, если существу-
ет группа Ли G, действующая (слева) на M гладко и транзитивно. Мы также предполагаем, что
действие G×M →M является эффективным, т.е. только единичный элемент e группы оставляет
неподвижными все точки пространства M . Подгруппа Hx в G, которая оставляет точку x ∈M на
месте, называется стационарной подгруппой точки x. Если y = ax, a ∈ G, то Hy = aHxa

−1, поэто-
му стационарные подгруппы любых двух точек однородного многообразия изоморфны. Поскольку
преобразования b ∈ Hx оставляют на месте точку x ∈ M , то их дифференциалы определяют
линейные преобразования касательного пространства TxM . Тогда мы получаем линейное пред-
ставление изотропии χ группы Hx в пространстве TxM . Поскольку изометрия b определяется
образом одной точки x и дифференциалом dxb, то представление изотропии является точным.

Примером однородного пространства служит факторпространство G/H группы Ли G по замкну-
той подгруппе H. Элемент a ∈ G действует на G/H преобразованием a : bH → abH. Группа G
действует на G/H эффективно тогда и только тогда, когда подгруппа H не содержит нормаль-
ной подгруппы группы G. Если подгруппа H содержит не более, чем дискретные нормальные
подгруппы группы G, то действие G на G/H называется почти эффективным.

Рассмотренный пример дает описание произвольного однородного пространства. Действительно,
пусть M —однородное G-пространство, x ∈ M —любая точка и H — ее стационарная подгруппа.
Тогда отображение G/H → M , aH → ax является диффеоморфизмом (см. напр. [34]). Поэтому в
дальнейшем будем считать, что M = G/H. Выделенный элемент в M , соответствующий классу
eH, будем обозначать символом o. Пусть g и h—алгебры Ли групп G и H, соответственно.
Каждый элемент X ∈ g будет отождествляться с векторным полем на M , которое порождено
однопараметрической группой преобразований at = exp(tX) многообразия M . При этом следует
иметь ввиду, что скобка Ли в алгебре Ли g—это скобка левоинвариантных векторных полей на
G, а векторные поля на M = G/H получаются проектированием правоинвариантных полей на G.
Поэтому для любых X,Y ∈ g имеет место равенство

[X,Y ]g = −[X,Y ],

где [X,Y ]g— скобка Ли в g, а [X,Y ]— скобка Ли соответствующих векторных полей на M .
Пусть AdG —присоединенное действие группы Ли G на своей алгебре g. При действии AdG a :

g → g, a ∈ G элементы подгруппы b ∈ H отображают подалгебру h в себя. Поэтому определено
действие H на g/h = ToM , которое также обозначается AdG b.

Однородное пространство M = G/H называется редуктивным, если алгебра Ли g может быть
разложена в прямую сумму векторных пространств h м p, где h—алгебра Ли группы H и p—
AdG(H)-инвариантное дополнение, т.е. если

g = h⊕ p, h ∩ p = 0, AdG(H)p ⊂ p. (11.1)

Если H — замкнутая подгруппа связной полупростой группы Ли G, то однородное пространство
M = G/H является редуктивным.
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Если M = G/H —риманово многообразие, причем метрика g инвариантна относительно дей-
ствия группы G, то M называется однородным римановым многообразием. В этом случае группа
Ли G является подгруппой группы изометрий Ig метрики g (предполагается, что G является за-
мкнутой подгруппой в Ig). Стационарная подгруппа Hx любой точки x ∈M является компактной
подгруппой группы G [34]. Известно также [34], что каждое однородное многообразие M = G/H
с компактной группой H допускает инвариантную риманову метрику.

Элементы X ∈ g отождествляются с киллинговыми векторными полями наM , а элементы X ∈ h
соответствуют киллинговым векторным полям, обращающимися в нуль в точке x ∈M .

Из компактности группы H следует, что AdG(H) есть компактная линейная группа преобразова-
ний пространства g. При помощи известной процедуры усреднения на алгебре g можно построить
AdG(H)-инвариантную евклидову метрику на g и AdG(H)-инвариантное дополнение p к h в g
как ортогональное дополнение к h. Таким образом, однородное риманово многообразие M = G/H
является редуктивным, g = h⊕ p, h ∩ p = 0, AdG(H)p ⊂ p.

Зафиксируем это ортогональное дополнение p и точку x ∈ M . Отождествим p с касательным
пространством TxM , поставив в соответствие вектору X ∈ g значение в точке x киллингова
векторного поля, определенного элементом X ∈ g. При этом представление изотропии группы H
в TxM отождествляется с ограничением присоединенного представления AdG подгруппы H на p.

Пусть g—инвариантная риманова метрика на M . Обозначим через (·, ·) скалярное произведение
в p, соответствующее скалярному произведению gx в TxM при отождествлении TxM = p. Отме-
тим, что это скалярное произведение AdG(H)-инвариантно, поскольку группа H = Hx действует
изометриями и сохраняет точку x. Таким образом, с каждой G-инвариантной римановой метрикой
на M = G/H мы связали AdG(H)-инвариантное скалярное произведение в p. Обратно, AdG(H)-
инвариантное скалярное произведение в p определяет скалярное произведение в TxM = p, которое
затем действиями группы распространяется на все многообразие M . Таким образом, справедлива

Теорема 11.1. Пусть G—группа Ли, H —ее компактная подгруппа, не содержащая нор-
мальных подгрупп группы G и p—AdG(H)-инвариантное дополнение к h в g. Тогда существу-
ет естественное взаимно однозначное соответствие между G-инвариантными римановыми
метриками на M = G/H и AdG(H)-инвариантными скалярными произведениями (·, ·) на p.
Соответствие задается так: (X,Y ) = gx(X,Y ) где слева X,Y ∈ p, а справа— это элементы
касательного пространства TxM = p.

Доказательство этой и следующих общих теорем о кривизне однородных метрик можно найти
в книгах Ш. Кобаяси, К. Номидзу [9] и А. Бессе [5].

Теорема 11.2. Пусть (M, g) есть G-однородное риманово многообразие и p—AdG(H)-
инвариантное дополнение к h в g. Пусть X,Y —киллинговы векторные поля на M , соот-
ветствующие элементам X,Y ∈ p. Тогда для ковариантной производной D связности Леви-
Чивита имеет место формула

(DXY )x = −1
2
[X,Y ]p + U(X,Y ), (11.2)

где слева X,Y —это киллинговы векторные поля на M , справа X,Y ∈ p, [X,Y ]p— p-
компонента скобки Ли [X,Y ] ∈ g при разложении g = h ⊕ p и отображение U : p × p → p
определяется условием

2(U(X,Y ), Z) = ([Z,X]p, Y ) + (X, [Z, Y ]p) (11.3)

для всех Z ∈ p.

Отметим, что метрика g называется естественно редуктивной, если U ≡ 0.

Теорема 11.3. Пусть X,Y —произвольные векторы в точке x однородного риманова много-
образия M . Тогда, с учетом отождествления TxM = p, справедлива формула

gx(R(X,Y )Y,X) = −3
4
|[X,Y ]p|2 − 1

2
([X, [X,Y ]g]p, Y )− 1

2
([Y, [Y,X]g]p, X)+

+ |U(X,Y )|2 − (U(X,X), U(Y, Y )).
(11.4)
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Обозначим {Xi} ортонормированный базис пространства p = TxM . Положим Z =
n∑

i=1
U(Xi, Xi).

Лемма 11.4. Вектор Z =
∑

i
U(Xi, Xi) однозначно характеризуется как вектор из p, удовле-

творяющий условию
(Z,X) = tr(adX), ∀X ∈ p, (11.5)

где tr(adX)—след эндоморфизма adX : g→ g. см.

Отметим, что Z = 0 тогда и только тогда, когда группа G унимодулярна. В базисе {Xi} из
формулы (11.4) получаем

Следствие 11.5. Кривизна Риччи Ric в точке x задается формулой

Ric(X,X) = −1
2

n∑

i=1

|[X,Xi]p|2 − 1
2

n∑

i=1

([X, [X,Xi]p]p, Xi)−

−
n∑

i=1

([X, [X,Xi]h]p, Xi) +
1
4

n∑

i,j=1

([Xi, Xj ]p, X)2 − ([Z,X]p, X).

Данную формулу можно упростить, если использовать AdG-инвариантную форму Киллинга-
Картана B(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ) на алгебре g. Отметим, что пространство p не обязательно
B-ортогонально к h. Форма B отрицательно определена на h, но на p она не обязательно знако-
определена и невырожденна.

Скалярное произведение (·, ·) на p, определенное инвариантной метрикой g на M , продолжим на
всю алгебру g. Для этого достаточно положить h ⊥ p, а на подалгебре h задать AdH-инвариантное
скалярное произведение, существующее в силу компактности H.

Следствие 11.6. Кривизну Риччи Ric в точке x можно представить в виде

Ric(X,X) = −1
2

n∑

i=1

|[X,Xi]p|2 − 1
2
B(X,X) +

1
4

n∑

i,j=1

([Xi, Xj ]p, X)2 − ([Z,X]p, X).

Следствие 11.7. Скалярная кривизна s в точке x (а значит и всюду) задается формулой

s = −1
4

n∑

i,j=1

|[Xi, Xj ]p|2 − 1
2

n∑

i=1

B(Xi, Xi)− |Z|2. (11.6)

Дополнительную информацию об однородных метриках и однородных эйнштейновых метриках
можно найти, например, в книге А. Бессе [5].

Однородное многообразиеM = G/H (с компактной группой H) называется изотропно неприво-
димым, если представление изотропии группы H неприводимо, т.е. представление AdG(H) группы
H в пространстве p неприводимо.

Теорема 11.8 (см. [241]). Предположим, что однородное многообразие M = G/H изотропно
неприводимо. Тогда существует единственная (с точностью до гомотетии) G-инвариантная
риманова метрика на M . Эта метрика является эйнштейновой.

Действительно, любая G-инвариантная риманова метрика на M задается некоторым AdG(H)-
инвариантным скалярным произведением в p. Из неприводимости представления AdG(H) следует,
что все AdG(H)-инвариантные скалярные произведения в p пропорциональны. Следовательно и
все однородные римановы метрики пропорциональны. Кроме того, любая AdG(H)-инвариантная
симметрическая 2-форма на p пропорциональна скалярному произведению (·, ·). В частности, тензор
Риччи пропорционален в точке x метрике в точке x и тем самым, ввиду однородности, всюду на
M . Поэтому G-инвариантная риманова метрика на M является эйнштейновой.

Теорема 11.9 (см. [68]). Пусть (M, g)—изотропно неприводимое однородное многообразие.
Тогда для любого риманова функционала F на M, обладающего градиентом, существует
такая константа λ, что grad Fg = λg.
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Действительно, для любой изометрии a метрики g имеем a∗(grad Fg) = grad Fg. В частности,
для изометрий b ∈ H, оставляющих на месте точку x, b∗(grad Fg)(x) = grad Fg(x). Учитывая
неприводимость группы изотропии, мы получаем, что grad Fg(x) = λ(x)g(x). Из однородности
пространства следует, что λ(x) = const.

Следствие 11.10 (см. [68]). Изотропно неприводимые однородные метрики являются крити-
ческими точками любого риманова функционала на пространствеM1 метрик одного объема,
равного единице.

G-однородное риманово многообразие (M, g) называется нормальным, если в алгебре Ли g су-
ществует такое AdG(H)-инвариантное скалярное произведение q что p является q-ортогональным
дополнением к h и метрика g определяется ограничением q на p. G-однородное риманово многооб-
разие (M, g) называется стандартным, если q = −B, где B—форма Киллинга-Картана.

Заметим, что в последнем случае группа G компактна и полупроста, поскольку форма форма
Киллинга-Картана B отрицательно определена.

Пусть теперь g—любая G-инвариантная риманова метрика на M . Как мы видели, она задается
некоторым AdG(H)-инвариантным скалярным произведением в p. Для того, чтобы лучше понять,
как устроены такие скалярные произведения, рассмотрим линейное представление изотропии χ
группы H в TxM = p. Поскольку H компактна, то это представление вполне приводимо. Пусть p =
p1 ⊕ · · · ⊕ pq —некоторое разложение χ(H)-модуля p на неприводимые подмодули. В случае, когда
различные подмодули pi и pj попарно неизоморфны, такое разложение единственно с точностью
до перестановки слагаемых, и любая G-инвариантная риманова метрика на M = G/H задается
скалярным произведением на p вида

(X,Y ) = x1(X1, Y1)1 + · · ·+ xq(Xq, Yq)q, (11.7)

где (·, ·)i —AdG(H)-инвариантные скалярные произведения в pi, X = X1 + · · ·+Xq —разложение
вектора X ∈ p, соответствующее разложению p = p1 ⊕ · · · ⊕ pq и числовые параметры x1, . . . , xq

предполагаются положительными. Таким образом, пространство однородных римановых метрик
конечномерно и параметризуется точками пространства R

q
+.

В то же время разложение p = p1⊕· · ·⊕pq не является единственным в случае если представле-
ния χ(H) на некоторых модулях pi и pj (1 � i < j � q) эквивалентны. Тем не менее, пространство
инвариантных метрик и в этом случае является диффеоморфным R

k для некоторого k ∈ N [238].
Это обстоятельство позволяет выразить римановы функционалы от однородных метрик в виде
функций нескольких вещественных переменных, что существенно облегчает их изучение. Одна-
ко при этом возникает вопрос о соответствии критических точек римановых функционалов как
функций на R

k и критических точек этих функционалов на всем многообразии метрикM.

11.2. Принцип симметричной критичности Р. Пале. Пусть M—пространство всех римано-
вых метрик на многообразии M . Группа Ли G естественным образом действует на этом простран-
стве. При этом, неподвижные точки этого действия— это в точности однородные G-инвариантные
метрики. Обозначим это множество символом MG. Если мы рассмотрим функционал на M и
ограничим его на подпространство MG, то критические точки, вообще говоря, не обязаны быть
критическими во всем пространствеM. Р. Пале преодолел эту неприятность для G-инвариантных
функционалов [201,202]. Его принцип симметричной критичности утверждает, что для того, чтобы
точка была бы критической точкой G-инвариантной функции f на всем пространстве, достаточно,
чтобы эта точка была критической точкой этой функции на множестве неподвижных точек. Ввиду
важности этого принципа для приложений и, в частности, для исследования однородных метрик,
рассмотрим его более подробно.

Пусть N — гладкое, класса C∞ (гильбертово) многообразие, на котором действует группа Ли
G. Пусть Σ = {p ∈ N ; gp = p, ∀g ∈ G}—множество неподвижных точек действия группы G.
Неподвижную точку p ∈ Σ будем называть также точкой симметричности многообразия N . Пусть
f : N → R— гладкая G-инвариантная функция на N . Точка p ∈ N называется критической точкой
функции f , если в этой точке дифференциал dfp равен нулю. Принцип симметричной критичности
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утверждает, что для того, чтобы точка p ∈ Σ была бы критической точкой функции f на N , до-
статочно, чтобы эта точка была критической точкой функции f |Σ на множестве Σ неподвижных
точек. Разумеется, в такой общей формулировке принцип симметричной критичности не имеет ме-
ста. Дело в том. что множество Σ неподвижных точек может иметь достаточно сложную природу.
В частности, оно может не быть многообразием. Имеются и проблемы, связанные с группой Ли
G, их обсуждение см. в [201, 202]. Если группа Ли G действует на многообразии N изометрия-
ми, а также в случае, когда группа G является компактной, принцип симметричной критичности
выполняется.

Рассмотрим первый случай. Пусть TN —касательное расслоение. Скалярное произведение в
каждой точке x ∈ N будем обозначать символом 〈, 〉x. Пусть O ⊂ TN —окрестность нулевого
сечения и exp : O → N —экспоненциальное отображение риманова многообразия N . Если φ :
N → N —изометрия, то хорошо известно, что

exp(dφ(v)) = φ(exp(v)).

Экспоненциальное отображение exp является диффеоморфизмом окрестности нуля в TpN на
окрестность точки p ∈ N и поэтому определяет в этой окрестности нормальные координаты.
Если p ∈ Σ, то из exp ◦dgp = φ ◦ g следует, что в нормальных координатах в окрестности точки
p действие группы G есть ортогональное линейное действие. В частности, множество неподвиж-
ных точек Σ в этой окрестности соответствует линейному подпространству из TpN , а именно
{v ∈ TpN ; dgp(v) = v, ∀g ∈ G}. Поэтому Σ является гладким подмногообразием N . При этом,
если вектор v ∈ TpN инвариантен относительно всех dgp, то геодезическая, выходящая в направ-
лении v будет поточечно неподвижной относительно всех g ∈ G и, следовательно, лежит в Σ.
Поэтому Σ является вполне геодезическим в N .

Пусть f : N → R— гладкая функция на N и ∇fx — ее градиент, dfx(v) = 〈v,∇fx〉x. Точка p ∈ Σ
является критической точкой функции f на подмногообразии Σ, если и только если градиент ∇fp

ортогонален к касательному пространству TpΣ. Если f есть G-инвариантная функция на N , то для
любого g ∈ G, f ◦ g = f . Тогда для дифференциалов имеем: dfp = d(f ◦ g)p = dfgp ◦ dgp = dfp ◦ dgp.
Поскольку dgp является изометрией на TpN , то dgp(∇fp) = ∇fp для всех g ∈ G. Тогда, как было
отмечено ранее, геодезическая, выходящая в направлении ∇fp лежит в Σ и поэтому ∇fp касается
Σ. Из этого свойства и из ∇fp ⊥ TpΣ следует, что ∇fp = 0, т.е. p—критическая точка на всем
многообразии N . Таким образом, имеет место

Теорема 11.11. Пусть G— группа изометрий риманова многообразия N и пусть f : N → R—
C1-гладкая G-инвариантная функция на N . Тогда множество Σ неподвижных точек действия
группы G является вполне геодезическим гладким подмногообразием в N и если p ∈ Σ есть
критическая точка функции f |Σ, то f является критической точкой функции f на всем N .

Теорема 11.12 (см. [201]). Если G—компактная группа Ли, то для любого гладкого G-
многообразия N принцип симметричной критичности имеет место.

Вопрос о справедливости принципа симметричной критичности для других групп рассматривал-
ся в работах [135, 138]. Установлен следующий результат.

Теорема 11.13. Если G есть связная полупростая группа Ли, то принцип симметричной
критичности выполняется для конечномерного аналитического G-многообразия N .

11.3. Римановы функционалы на пространстве однородных метрик. Пусть M = G/H —од-
нородное многообразие. Рассмотрим гильбертово многообразиеMs, s > n/2+2 римановых метрик
соболевского класса гладкости Hs. Как известно, на этом пространстве определена (сильная) ри-
манова структура (a, b)s

g (см. §3). Эта риманова структура инвариантна относительно действия
группы диффеоморфизмов. Группа Ли G гладких преобразований многообразия M действует
Ms × G → Ms на гильбертовом многообразии Ms гладкими преобразованиями с сохранением
метрики. Поэтому в данном случае имеет место принцип симметричной критичности. Этот прин-
цип можно применить к любому риманову функционалу на пространстве однородных метрик, но
наиболее успешные применения связаны с функционалом полной скалярной кривизны. Принцип
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симметричной критичности в данном случае утверждает, что его критические точки на простран-
стве однородных метрик являются эйнштейновыми метриками. Это дает хороший способ для на-
хождения всех эйнштейновых метрик на однородных многообразиях. Данному методу посвящены
работы Г. Йенсена [146], М. Керр [153,154], Ю. Г. Никонорова [11,14,16,17,193], К. Боема, М. Вана
и В. Циллера [69,71,238].

Пусть g—G-инвариантная риманова метрика на M = G/H. Как мы видели, она задается неко-
торым AdG(H)-инвариантным скалярным произведением в p. Рассмотрим линейное представление
изотропии χ группы H в TxM = p. Поскольку H компактна, то это представление вполне приво-
димо. Пусть p = p1⊕· · ·⊕ pq —некоторое разложение χ(H)-модуля p на неприводимые подмодули.
В случае отсутствия попарно изоморфных подмодулей любая другая G-инвариантная риманова
метрика на M = G/H задается набором положительных чисел (x1, . . . , xq) ∈ R

q
+ —коэффициен-

тов в разложении (11.7). Рассмотрим подмножество метрикMG
1 одного объема. Это многообразие

определяется уравнением
q∏

i=1

xdi
i = 1 (11.8)

в пространстве R
q
+ положительных параметров, где di = dim pi. Согласно принципу симметричной

критичности однородные эйнштейновы метрики определяются критическими точками функционала
скалярной кривизны на этом многообразии.

В случае однородной метрики g скалярная кривизна s(g) является постоянной функцией на
многообразии M = G/H. Поэтому для функционала скалярной кривизны на пространстве MG

1

имеем A(g) =
∫
M s(g)dμ(g) = s(g)

∫
M dμ(g) = s(g).

Следуя [5, 238] получим выражение скалярной кривизны метрики (·, ·)x. В каждом модуле pi

выберем ортонормированный базис e1i , e
2
i , . . . , e

di
i . Для любых трех модулей pi, pj , pk рассмотрим

величину

Ek
ij =

∑

α,β,γ

(
[eαi , e

β
j ]p, e

γ
k

)2
, (11.9)

где α, β, γ меняются в пределах от 1 до di, dj , dk соответственно. Пусть bi — значения квадратичной
формы Киллинга-Картана на векторе из pi. В силу неприводимости модуля pi это значение не
зависит от выбора вектора.

Очевидно, что множество векторов { 1√
xi
eji} является ортонормированным базисом для метрики

(·, ·)x. Поэтому используя формулу (7.37) книги [5], получаем [238]

s(x) = −1
2

q∑

i=1

bidi

xi
− 1

4

∑

i,j,k

Ek
ij

xk

xixj
. (11.10)

Учитывая ограничение на объем, изучается функция Лагранжа на R
q
+

s̃(x) = s(x)− λ
(

q∏

i=1

xdi
i − 1

)

. (11.11)

Отметим, что если в в разложении p = p1⊕· · ·⊕pq присутствуют попарно изоморфные подмодули,
описание множества инвариантных метрик усложняется. Соответственно усложняется и задача
классификации инвариантных эйнштейновых метрик. Для исследования однородных пространств
указанного типа применяются специально разработанные методы [16, 17, 154].

Основы описанного выше аналитического подхода к исследованию эйнштейновых однородных
метрик заложены в работах Г. Йенсена [146] и М. Вана и В. Циллера [238]. Следует также
отметить работы [50,51, 153, 154]. Существенный вклад в развитие аналитических методов внесли
Ю. Г. Никоноров и Е. Д. Родионов в серии работ [11–18, 193–195]. xxx

Энциклопедическим изданием по эйнштейновым метрикам является книга А. Бессе [5]. Много
более свежей информации по однородным метрикам Эйнштейна можно найти в обзоре М. Вана
[235]. В недавней работе [71] К. Боем, М. Ван и В. Циллер получили ряд общих результатов по



134 Н. К. СМОЛЕНЦЕВ

инвариантным эйнштейновым метрикам на компактных однородных пространствах. В частности,
ими доказана следующая

Теорема 11.14 (см. [71]). Пусть G/H —компактное однородное пространство с конечной
фундаментальной группой. Тогда пространство модулей G-инвариантных эйнштейновых
метрик состоит из конечного числа компонент, каждая из которых компактна.

Хорошо известно, что любое однородное многообразие Эйнштейна Mn размерности 2 или 3
изометрично пространству постоянной секционной кривизны. Классификация четырехмерных од-
нородных римановых многообразий проведена Исихарой в работе [143]. Изложение результатов
Исихары приведено в докладе III книги A. Бессе [4]. Отметим, что в размерности 4 однородное
риманово многообразие либо является симметрическим пространством, либо изометрично группе
Ли, снабженной левоинвариантной метрикой (см. также [145]). В размерности n = 5 полная клас-
сификация компактных однородных многообразий Эйнштейна была получена Д.В. Алексеевским,
И.-Д. Миателло, С. Феррарисом [43]. Используя аналитические методы, основанные на принципе
симметричной критичности, в работах Никонорова Ю.Г. и Родионова Е.Д. [18,195] была получена
частичная классификация компактных однородных эйнштейновых многообразий размерности 6.
Полная классификация компактных однородных эйнштейновых многообразий размерности 7 по-
лучена Никоноровым Ю.Г. в работах [15, 16]. В этой связи отметим также недавний результат
К. Боема и М. Керр [70].

Теорема 11.15 (см. [70]). Пусть Mn —компактное односвязное однородное пространство
размерности не более, чем 11. Тогда Mn допускает однородную эйнштейнову метрику.

Заметим, что в размерности 12 известны однородные компактные односвязные пространства, не
допускающие однородных метрик Эйнштейна [5,70,238].

В работах [12,69,71,238] для доказательства существования инвариантной метрики Эйнштейна
на некоторых специальных классах однородных компактных пространств с успехом использова-
ны топологические методы. В работе [193] использован принцип устойчивости невырожденной
критической точки для доказательства существования бесконечных серий инвариантных метрик
Эйнштейна.

В работах [13,21,194,237] исследованы семейства однородных пространств, условия эйнштейно-
вости стандартной метрики на которых сводятся к решению систем диофантовых уравнений.

В случае компактного однородного многообразияM = G/H скалярная кривизна является посто-
янной функцией на M , поэтому функционал скалярной кривизны на пространстве MG

1 сводится
к функции скалярной кривизны A(g) =

∫
M s(g)dμ(g) = s(g). Поскольку интегрирование не входит

в выражение функционала A(g), то можно, по крайней мере формально, рассматривать функцио-
нал A(g) = s(g) на некомпактном однородном многообразии M = G/H и поставить аналогичный
вопрос о справедливости вариационного принципа: являются ли критические точки данного функ-
ционала однородными эйнштейновыми метриками? Г. Йенсен показал [146], что это верно в случае
унимодулярной группы G и подгруппы H = {e}. Для неунимодулярных групп этот вариационный
принцип перестает быть верным. В работе [146] Г. Йенсен привел пример неунимодулярной груп-
пы с левоинвариантной метрикой Эйнштейна, которая не является критической для функционала
(11.10) скалярной кривизны на пространстве метрик фиксированного объема. Более того, в рабо-
те [137] показано, что для любой разрешимой неунимодулярной алгебры функционал скалярной
кривизны, ограниченный на множество метрик фиксированного объема не имеет критических то-
чек. В работе [137] для исследования эйнштейновых метрик применяются некоторые модификации
функционала скалярной кривизны. Обобщение результата Г. Йенсена получено в работе [11]

Пусть G—унимодулярная группа Ли G и H, K —две ее подгруппы, H ⊂ K ⊂ G, где
H —компактная группа Ли. Рассмотрим множества MH

1 и MK
1 AdH - и, соответственно, AdK-

инвариантных метрик объема 1 на p относительно некоторого выделенного скалярного произведе-
ния, где p—некоторое AdK-инвариантное дополнение к h в g.

Теорема 11.16 (см. [11]). Пусть (·, ·) ∈MK
1 , тогда следующие условия эквивалентны:

1) (·, ·) является критической точкой функционала скалярной кривизны A на множестве
MH

1 ;
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2) (·, ·) является критической точкой функционала скалярной кривизны A на множестве
MK

1 ;
3) (·, ·) является инвариантной эйнштейновой метрикой.
Есть существенные различия в методике исследовании инвариантных эйнштейновых метрик на

компактных и некомпактных однородных пространствах. Хорошо известен следующий результат.

Теорема 11.17 (см. [5]). Пусть (M,ρ)—однородное многообразие Эйнштейна (постоянной)
скалярной кривизны s.
(a) Если s > 0, то M - компактно и фундаментальная группа π1(M)—конечна.
(b) Если s = 0, то M - плоское многообразие.
(c) Если s < 0, то M - не компактно.

Доказательство данной теоремы следует из соответствующих теорем C. Майерса [191],
Д. В. Алексеевского и Б. Н. Кимельфельда [42] и С. Бохнера [72].

Множество результатов по инвариантным эйнштейновым метрикам на некомпактных однород-
ных пространствах можно найти в работах [5, 137]. Отметим также работы Д.В. Алексеевско-
го [37–41], K. Гордон и М. Керр [129, 155], Д. Шуез [214]. Хорошо известна следующая гипотеза
Д.В. Алексеевского.

Гипотеза (см. [40]). Пусть M = G/H — некомпактное однородное многообразие Эйнштей-
на отрицательной скалярной кривизны. Тогда H является максимальной компактной подгруппой
группы G.

В настоящее время эта гипотеза не доказана и не опровергнута. Частичное подтверждение
она получила в работе [14]. В случае справедливости гипотезы Д.В. Алексеевского исследова-
ние некомпактных эйнштейновых однородных многообразий может быть сведено к исследованию
эйнштейновых солвмногообразий [5, 137]. Обстоятельное исследование эйнштейновых солвмного-
образий было предпринято Й. Хебером в работе [137]. В цитируемой работе получены важные
результаты об алгебраической структуре эйнштейновых солвмногообразий, о существовании и
количестве левоинвариантных метрик Эйнштейна на разрешимых группах. Кроме того, в [137]
приведена обширная библиография по некомпактным однородным эйнштейновым многообразиям.

11.4. Однородные ассоциированные метрики. Пусть M = G/H —однородное многообразие.
Выберем разложение алгебры Ли g = h ⊕ p, где p является AdG(H)-инвариантным. Хорошо из-
вестно [9, т. 2, с. 201], что инвариантные почти комплексные структуры на M = G/H находятся
во взаимно однозначном соответствии с множеством линейных эндоморфизмов I : p → p таких,
что

I2 = − id, I(Ad(b)X) = Ad(b)(I(X)),

для b ∈ H и X ∈ p. Если группа H связна, то вместо второго свойства можно требовать следующее:
I[Y,X] = [Y, IX] для X ∈ p и Y ∈ h.

В случае симметрических пространств инвариантные почти комплексные структуры интегриру-
емы. Точнее, имеет место следующий результат [9, т. 2, с. 240].

Теорема 11.18. Пусть M = G/H — симметрическое однородное пространство с канониче-
ским разложением g = h + p алгебры Ли.

1) Если p допускает Ad(H)-инвариантную комплексную структуру I, то M = G/H до-
пускает инвариантную комплексную структуру J , такую, что каноническая аффинная
связность комплексная, а M = G/H комплексное аффинно симметрическое.

2) Если дополнительно p допускает Ad(H)-инвариантное скалярное произведение, которое
эрмитово относительно I, то M = G/H допускает инвариантную кэлерову метрику, а
M = G/H эрмитово симметрическое.

Компактные однородные комплексные многообразия M = G/H изучались в работе Ш. Вана
[233]. Имеет место следующий результат (см. также [9, т. 2, с. 338]).
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Теорема 11.19. Пусть G— связная компактная полупростая группа Ли, T —тороидальная
подгруппа в G, а C(T )—централизатор для T в G. Пусть H — связная подгруппа из G та-
кая, что (C(T ))s ⊂ H ⊂ C(T ), где (C(T ))s обозначает полупростую часть в C(T ). Тогда
факторпространство G/H в случае четной размерности имеет инвариантную комплексную
структуру. Обратно, каждое односвязное компактное однородное комплексное многообразие
может быть так получено.

Этот результат позже обобщили Грауэрт и Реммерт [131] (см. также [9, т. 2, с. 338]).

Теорема 11.20. Каждое компактное однородное комплексное многообразие M есть голо-
морфное расслоение над однородным проективным алгебраическим многообразием V с ком-
плексно параллелизуемым слоем F .

Дополнительные сведения о компактных однородных кэлеровых многообразиях можно найти в
главе 8 книги А. Бессе [5].

Рассмотрим множество однородных ассоциированных метрик. В этом случае мы должны допол-
нительно потребовать, чтобы на пространстве p существовала AdG(H)-инвариантная невырожден-
ная кососимметрическая 2-форма Ω. Она определяет G-инвариантную невырожденную кососим-
метрическую 2-форму ω на однородном многообразии M . Требование замкнутости 2-формы ω на
M является слишком ограничительным, поэтому в дальнейшем оно не предполагается.

Инвариантная комплексная структура I на p называется положительной ассоциированной, если
Ω(IX, IY ) = Ω(X,Y ) и Ω(X, IX) > 0 для X,Y ∈ p, X �= 0. Каждая такая положительная ас-
социированная комплексная структура I определяет на M инвариантную ассоциированную почти
комплексную структуру J и однородную ассоциированную риманову метрику g на M равенством
g(X,Y ) = Ω(X, IY ), X,Y ∈ p.

Пусть AG
ω и AMG

ω —пространства инвариантных ассоциированных почти комплексных струк-
тур и, соответственно, метрик на многообразии M = G/H. Отметим, что в случае однородных
ассоциированных метрик пространство AMG

ω состоит из метрик одного и того же полного объема
(равного единице).

Пространства AG
ω и AMG

ω являются множествами неподвижных точек при действии группы Ли
G соответственно на пространствах Aω и AMω. Поэтому для исследования римановых функцио-
налов на пространстве AMG

ω можно использовать принцип симметричной критичности. Согласно
этому принципу критические точки функционала скалярной кривизны на пространстве AMG

ω име-
ют эрмитов тензор Риччи. Кроме того, скалярная кривизна постоянная. Поэтому они являются
однородными почти эйнштейновыми метриками.

Следуя работе [84] рассмотрим для примера множество ассоциированных метрик на однородном
комплексном многообразии S2n+1×S2p+1 = U(n+1)/U(n)×U(p+1)/U(p). Будем считать, что n и
p не равны нулю одновременно. То, что это многообразие имеет комплексную структуру показано
в [9, т. 2, с. 131].

Обозначим g1 и h1 (g2 и h2) алгебры Ли групп Ли U(n + 1) и U(n) (U(p + 1) и U(p)) соответ-
ственно. Так как группа U(n) вкладывается в U(n+ 1) стандартным образом, то hj вкладывается

в gj следующим образом: матрице M ∈ hj соответствует матрица
(

0 0
0 M

)
∈ gj , где j = 1, 2.

Введем базис в g1 × g2. Пусть E
j
νμ это матрица, в которой на месте с номером (ν, μ) стоит 1, а

остальные элементы нулевые. Определим:

Zj
νμ = Ej

νμ − Ej
μν , T

j
νμ = Ej

νμ + Ej
μν , 0 � μ < ν � n, j = 1, 2

Матрицы Zj
νμ, iT

j
νμ (где j = 1, 2) образуют базис произведения g1 × g2. Рассмотрим разложение

gj = hj ⊕ pj , где pj - подпространство, натянутое на векторы Xj = 1
2 iT

j
00, Y

j
2ν−1 = Zj

ν0, Y
j
2ν = iT j

ν0.
Итак, пространство p1 × p2 имеет базис X1, Y 1

2ν−1, Y
1
2ν , X

2, Y 2
2μ−1, Y

2
2μ, 1 � ν � n, 1 � μ � p.
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Предложение 11.21. Имеют место следующие соотношения

1) [p0, p1] ⊂ p1 : [X1, Y 1
2ν−1] = −Y 1

2ν , [X
1, Y 1

2ν ] = Y 1
2ν−1,

2) [p1, p1] ⊂ h1 ⊕ p0 : [Y 1
2ν−1, Y

1
2ν ] = −2X1 + iT 1

νν ,

[Y 1
2ν , Y

1
2μ] = −Z1

νμ,

[Y 1
2ν−1, Y

1
2μ−1] = −Z1

νμ,

[Y 1
2ν , Y

1
2μ−1] = −T 1

νμ,

3) [p2, p3] ⊂ p3 : [X2, Y 2
2ν−1] = −Y 2

2ν , [X
2, Y 2

2ν ] = Y 2
2ν−1,

4) [p3, p3] ⊂ h2 ⊕ p2 : [Y 2
2ν−1, Y

2
2ν ] = −2X2 + iT 2

νν ,

[Y 2
2ν , Y

2
2μ] = −Z2

νμ,

[Y 2
2ν−1, Y

2
2μ−1] = −Z2

νμ,

[Y 2
2ν , Y

2
2μ−1] = −T 2

νμ,

5) [p0 ⊕ p1, p2 ⊕ p3] = 0

Рассмотрим известную конструкцию комплексной структуры на S2n+1 × S2p+1 [9]. Известно,
что S2n+1×S2p+1 является главным S1×S1 расслоением над базой CP

n×CP
p. Пространство CP

n×
CP

p и слой S1 × S1 являются комплексными многообразиями. Если зафиксировать комплексную
структуру на базе и слое, то можно получить [9, т. 2, с. 130], комплексную структуру на S2n+1 ×
S2p+1. Все эти структуры образуют двухпараметрическое семейство I(a, c) (c > 0) и все они
U(n+ 1)× U(p+ 1)-инвариантны. На базисных векторах комплексная структура I(a, c) действует
следующим образом

I(a, c)X1 =
a

c
X1 +

1
c
X2, I(a, c)X2 = −a

2 + c2

c
X1 − a

c
X2

I(a, c)Y 1
2ν−1 = Y 1

2ν , I(a, c)Y 2
2μ−1 = Y 2

2μ,

параметры a и c вещественные, c > 0. Векторы X1, X2 являются касательными к слою. Поскольку
указанные структуры U(n+1)×U(p+1)-инвариантны, то они однозначно определяются действием
I(a, c) на базисных векторах пространства p1×p2. Обозначим p1×p2 = p и h1×h2 = h. Зафиксируем
на S2n+1 × S2p+1 невырожденную инвариантную 2-форму ω:

ω = X1 ∧X2 +
n∑

ν=1

Y 1
2ν−1 ∧ Y 1

2ν +
p∑

ν=1

Y 2
2ν−1 ∧ Y 2

2ν

Лемма 11.22. Все комплексные структуры I(a, c) являются положительно ассоциированны-
ми с ω.

Поэтому каждая комплексная структура I(a, c) определяет единственную ассоциированную (с
ω) метрику g(a, c)(X,Y ) = ω(X, I(a, c)Y ), которая в выбранном базисе имеет вид:

g(a, c) =
(
g11 g12
g21 g22

)
,

где

g11 =
(

1/c 0�n
0n En

)
, g22 =

(
(a2 + c2)/c 0�p

0p Ep

)
, g�21 = g12 =

(−a/c 0�p
0n 0

)
,

где 0n —нулевой вектор-столбец, En — единичная n×n-матрица. Каждая метрика этого семейства
является I(a, c) - эрмитовой, таким образом мы получаем двупараметрическое семейство эрмито-
вых многообразий.

Теорема 11.23 (см. [84]). Двухпараметрическое семейство метрик g(a, c) имеет в выбран-
ном базисе следующие характеристики:
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1) Кривизна Риччи:

Ric(a, c) =
(
r11 r12
r21 r22

)
, r11 =

(
2n+pa2

c2
0�n

0n 2(1 + n− 1
c )En

)
,

r22 =

(
2na2+p(a2+c2)2

c2
0�p

0p 2(1 + p− a2+c2

c )Ep

)

, r�21 = r12 =
(−2 a

c2
(n+ p(a2 + c2)) 0�p

0n 0

)
.

Собственные значения кривизны Риччи r̃i равны

r̃1,2 =
x+ y ±√

(x− y2 + 4z2)
2

,

где

x = 2
n+ pa2

c2
, y = 2

na2 + p(a2 + c2)2

c2
, z = −2

a

c2
(n+ p(a2 + c2)),

r̃3 = r̃4 = · · · = r̃2n+2 = 2
(

1 + n− 1
c

)
, r̃2n+3 = r̃2n+4 = · · · = r̃2n+2p+2 = 2

(
1 + p− a2 + c2

c

)
.

2) Скалярная кривизна:

s = 4n
(

1 + n− 1
2c

)
+ 4p

(
1 + p− a2 + c2

2c

)
.

Указанное семейство комплексных структур I(a, c) на S2n+1 × S2p+1 описывает все множество
U(n + 1) × U(p + 1)-инвариантных почти комплексных структур. Пусть AG

ω —множество инва-
риантных положительных ассоциированных с формой ω почти комплексных структур и AMG

ω —
пространство положительных ассоциированных метрик. Рассмотрим на множестве AMG

ω функци-
онал скалярной кривизны

s(g) = 4n
(

1 + n− 1
2c

)
+ 4p

(
1 + p− a2 + c2

2c

)
.

Его критические точки являются метриками с I-эрмитовым тензором Риччи. Поскольку скалярная
кривизна постоянна на многообразии S2n+1 × S2p+1, то эти метрики будут почти эйнштейновыми.

Теорема 11.24. Если n или p принимает нулевое значение, то среди U(n + 1) × U(p + 1)-
инвариантных эрмитовых метрик g(a, c) на S2n+1×S2p+1 нет метрик с эрмитовым тензором
Риччи. Если n и p не равны нулю, то метрика g(a, c), при a = 0, c =

√
n
p является почти

эйнштейновой.

Прямые вычисления показывают, что если n или p принимает нулевое значение, то s не имеет
критических точек. Если n и p не равны нулю, то в точке a = 0, c =

√
n
p функционал s принимает

максимальное значение равное 4n(n+ 1) + 4p(1 + p)− 4
√
np.

При n = p, a = 0, c =
√

n
p = 1 имеет место равенство: Ric = 2ng, т.е метрика является

эйнштейновой. Если же n �= p, то эйнштейновых метрик среди ассоциированных однородных, нет.
Почти эйнштейновы метрики g(0,

√
n
p ), n � p обладают следующими свойствами.

Теорема 11.25 (см. [84]). Секционная кривизна K метрики g(0,
√

n
p ) удовлетворяет следу-

ющим неравенствам:

1) Если 0 < n
p � 1

9 , то 4−3
√

p
n � K �

√
p
n . Минимальное значение достигается на бивекторе

Y 1
2l−1 ∧ Y 1

2l, l = 1, . . . , n, а максимальное на
√
cX1 ∧ Y 1

i , i = 1, . . . , 2n.

2) Если 1
9 <

n
p � 9

16 , то 4 − 3
√

p
n � K � 4 − 3

√
n
p . Минимальное значение достигается на

бивекторе Y 1
2l−1 ∧ Y 1

2l, l = 1, . . . , n, а максимальное на Y 2
2m−1 ∧ Y 2

2m, m = 1, . . . , p.
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3) Если 9
16 <

n
p � 1, то 0 � K � 4−3

√
n
p . Минимальное значение достигается на бивекторах

X1 ∧X2, Y 1
2l−1 ∧Y 2

2m−1 и Y
1
2l ∧Y 2

2m, l = 1, . . . , n, m = 1, . . . , p, а максимальное на Y 2
2l−1 ∧Y 2

2l.
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